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RELL  FQSSLI  VERLAG  ZURICH  UND  LEIPZIG 


VORWORT  DES  HERAUSGEBERS 

Kongresse  sind  Meilensteine  am  Wege  der  Wissenschaft,  bei  denen  man  anhalt,  um 
nach  Ort,  Weg,  Ziel  und  Wandergenossen  Umschau  zu  halten.  Wenn  dieser  Band  erscheint,  ist 
der  Ziircher  Kongrefl  langst  in  die  Vergangenheit  geriickt  und  man  ist  ein  gutes  Stuck  weiter 
auf  dem  Weg  zum  nachsten  Meilenstein  in  Stockholm.  Werden  die  hier  gesammelten  Vortrage 
noch  Interesse  fmden?  Werden  sie  mehr  sein,  als  ein  Denkmal  der  Ziircher  Veranstaltung 
und  ein  Rechenschaftsbericht  iiber  die  dort  geleistete  Arbeit? 

Wer  will  die  Wirkungen  eines  Kongresses  beurteilen  ?  Sie  liegen  so  sehr  auf  der  Seite 
des  Personlichen,  dai3  sie  ihrer  Natur  nach  verborgen  und  unsichtbar  bleiben.  Die  Veranstalter 
miissen  Glauben  und  Zuversicht  haben,  dass  neben  dem,  was  auf  steinigen  Boden  fallen  mag, 
auch  etwas  Dauerndes  und  Fruchtbringendes  aus  dem  Zusammenarbeiten  vieler  Nationen  und 
aus  ihrer  wissenschaftlichen  Beriihrung  entstehe. 

Um  die  Friichte  des  2.  Mechanikkongresses  zu  erhalten  und  zu  verbreiten,  beschlofl  das 
Ziircher  Organisationskomitee  die  Drucklegung  der  gehaltenen  Kongrefivortrage.  Es  beauf- 
tragte  mit  der  Herausgabe  den  Unterzeichneten.  Der  Stoff,  der  im  vorliegenden  Band  zur 
Veroffentlichung  kommt,  umfaf3t  ein  so  weites  Gebiet,  dafi  er  auf  vielseitiges  Interesse  rechnen 
darf.  Auch  den  Kongrefiteilnehmern  wird  der  Band  mehr  als  Erinnerungen  an  gehorte  Vor¬ 
trage  bringen.  Konnte  doch  jeder  von  ihnen  nur  einen  Bruchteil  der  wahrend  fiinf  Tagen  gehal¬ 
tenen  88  Vortrage  anhoren,  die  nunmehr  mit  reichem  Figuren-  und  Bildermaterial  ausgestattet, 
in  seine  Hand  gelegt  werden. 

Nach  einem  Beschlufl  des  Organisationskomitees  werden  die  Diskussionen,  die  sich  an 
einzelne  Vortrage  anschlossen,  nicht  publiziert.  Es  mag  das  in  einzelnen  Fallen  einen  wirklichen 
Verlust  bedeuten.  Aber  dem  zu  veroffentlichen  Stoff  muGtcn  Grenzen  gesetzt  werden.  Auch 
schienen  die  Schwierigkeiten,  eine  vielsprachige  Diskussion  auf  engem  Fachgebiete  getreu  fest- 
zuhalten,  betrachtlich  und  das  schriftliche  Fixieren  des  Gesprochenen  mag  auch  gelegentlich 
die  Kiirze,  Sachlichkeit  und  Ungezwungenheit  der  Aussprache  beeintrachtigen.  Endlich  ist  es 
des  Herausgebers  personliche  Ueberzeugung,  daf3  die  kurzen  Minuten,  die  zur  Darlegung  der 
Ansichten  an  einem  Kongrefi  zur  Verfiigung  stehen,  nur  dazu  dienen  sollten,  eine  Aussprache 
anzubahnen,  die  sich  nachher  im  privaten  Gesprach  ruhiger  und  bequemer  fortsetzen  lafit,  als 
in  der  Versammlung  selbst.  Er  glaubt  gerade  in  der  Fortsetzung  der  Aussprache  iiber  die 
offizielle  Sitzung  hinaus  das  Wertvollste  an  einer  Kongrefiversammlung  zu  erblicken. 

Die  Drucklegung  der  Vortrage  ist  dem  Organisationskomitee  nur  moglich  geworden, 
durch  die  tatkraftige  materielle  Unterstiitzung,  deren  es  sich  zu  erfreuen  hatte.  Es  fiihlt  sich 
vor  allem  zu  Dank  verpflichtet  dem  Schweizerischen  Schulrate,  insbesondere  seinen  Prasidenten 
Dr.  R.  GNEHM  f  und  Dr.  A.  Rohn  fur  die  namhaften  Mittel,  die  dem  Unternehmen  aus  der 
Barth-Stiftung  der  E.T.H.  bewilligt  wurden. 

Die  Vortrage  sind  nach  Sektionen  und  innerhalb  einer  Sektion  nach  der  Reihenfolge 
geordnet,  in  der  sie  gehalten  wurden.  Die  Manuskripte  sind  fast  restlos  von  den  Autoren  zur 
Verfiigung  gestellt  worden.  Fast  durchwegs  war  es  moglich,  die  Korrekturen  von  den  Autoren  , 
selber  lesen  zu  lassen.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dafi  das  Bildermaterial  seinen 
heterogenen  Ursprung  nicht  verlaugnet. 

Der  Herausgeber  dankt  alien  Autoren  fur  ihre  Mitwirkung  aufs  beste.  Dank  verdient 
auch  der  Verlag  Orell  Fussli,  der  keine  Miihe  scheute,  um  dem  Band  eine  wiirdige  aufiere 
Form  zu  geben. 

Zurich,  den  21.  Februar  1927. 


E.  MEISSNER 


BERICHT 

iiber  den 

2.  INTERNATIONALEN  KONGRESS  FOR  TECHNISCHE  MECHANIK 

Eidgenossische  Tedinische  Hochschule  Zurich,  12.-17.  September  1926 
1.  Die  Vorarbeiten. 

Der  I.  Internationale  Mechanik-KongreB  in  Delft  (April  1924)  beschlofi,  die  Mechanik- 
kongresse  fortzusetzen  und  den  nachsten  im  September  1926  abzuhalten.  Die  Wahl  des 
KongreBortes  wurde  einem  Komitee,  bestehend  aus  den  HH.  Biezeno,  Delft,  Levi-Civita, 
Rom,  und  Meissner,  Zurich,  uberlassen.  Dieses  entschied  im  Sommer  1924  einstimmig  fur 
Zurich.  In  Zurich  bildete  sich  ein  Organisationskomitee  (O.C.),  bestehend  aus  folgenden 
Dozenten  der  Eidgenossischen  Technischen  Hochschule  (E.T.H.) : 

Debye,  Meissner,  Meyer-Peter,  Prasil,  Rohn,  Stodola,  mit  MeissnEr  als  Vor- 
sitzendem. 

Es  begann  seine  Arbeiten  im  Herbst  1925. 

Eine  seiner  vornehmsten  Aufgaben  sah  es  darin,  wenn  moglich  alle  groBern  Nationen 
zur  Teilnahme  am  KongreB  zu  veranlassen,  damit  dessen  wahre  Internationalitat  erreicht  werde. 
Zu  diesem  Zweck  schien  es  wiinschenswert,  dem  KongreB  den  Charakter  einer  privaten  Unter- 
nehmung  moglichst  abzustreifen.  Der  President  des  Schweiz.  Schulrates  Dr.  R.  Gn-ehm  hatte 
in  entgegenkommender  Weise  sofort  die  Raume  der  E.T.H.  dem  KongreB  zur  Verfugung 
gestellt.  Durch  Vermittlung  des  Schweiz.  Schulrates  suchte  das  O.C.  bei  der  Oberbehorde  um 
die  Erlaubnis  nach,  den  KongreB  offiziell  unter  das  Patronat  der  E.T.H.  stcllen  zu  diirfen. 
Es  ist  Herrn  Bundesrat  Chuard,  dem  Vorsteher  des  Departements  des  Innern,  zu  groBern  Dank 
verpflichtet,  daB  er  diese  Erlaubnis  erteilte  und  ihm  so  ermoglichte,  einen  weiten  Rahmen  fiir 
den  KongreB  zu  sehaffen. 

Es  schien  dem  O.C.  ferner  wiinschenswert,  das  Internationale  Kongrefi-Komitee  (I.C.C.), 
das  in  Delft  gebildet  worden  war,  auf  etwas  breitere  Basis  zu  stellen.  Seine*  Erweiterungs- 
vorschlage  wurden  von  alien  Mitgliedern  des  LC.C.  gebilligt. 

Das  I.C.C,  das  die  im  Marz  1926  versandten  Einladungen  mitunterzeichnete?  besteht 
aus  folgenden  Mitgliedern: 

J.  S.  Ames,  Baltimore  E.  Koenigs,  Paris 

L.  Baes,  Bruxelles  T.  Levi-Civita,  Rom 

L.  Bairstow,  London  E,  Meissner,  Zurich 

C.  B.  Biezeno,  Delft  R.  v.  Mises,  Berlin 

V.  Byerknes,  Bergen  C.  W.  Oseen,  Upsala 

J.  M.  Burgers,  Delft  Th.  Poschl,  Prag 

E.  G.  Coker,  London  L.  Prandtl,  Gottingen 

Ph.  Forchheimer,  Wien  J.  A.  Schouten,  Delft 

A.  A.  Griefiyh,  Farnborough  R.  V.  Southwell,  Teddington 

C.  Guidi,  Torino  A.  Stodola,  Zurich 

E.  Hahn,  Nancy  G.  I.  Taylor,  Cambridge 

J.  C.  Hunsaker,  Washington  P.  Villat,  Strasbourg 

E.  Jouguet,  Paris  E.  B.  Wolff,  Amsterdam 

Th.  v.  KArmAn,  Aachen 

Durch  Tod  verloren  hat  es  Prof.  Friedmann,  Leningrad. 


Im  Winter  1925/26  waren  auch  die  Vorbereitungen  fur  die  allgemeinen  Vortrage  so  writ 
gediehen  da6  im  Marz  etwa  1800  Einladungen  zum  Kongrefi  versandt  werden  koi™ten  Dl« 
Delfter  Kollegen,  denen  das  O.C.  manchen  guten  Rat  verdankt,  unterstiitzten  es  dabe.  dutch 
Ueberlassung  ihres  Adressenverzeichnisses.  Als  Anmeldungstermin  fur  Vortrage  war  in  der 
Einladung  der  x.  Mai  1926,  als  Terrain  fur  Teilnehmeranmeldungen  der  1.  Jum  1926  ange- 
geben.  Diese  Termine  wurden  zwar  selten  eingehalten;  man  war  aber  doch  gegen  den  Sommer 
hin  in  der  Lage,  den  Umfang  einigermafien  abzuschatzen,  den  die  Veranstaltung  annehmen 


wiirde. 

Ende  Juli  wurde  das  O.C.,  das  Prof.  Rohn  durch  Rficktritt  verloren  hatte,  erganzt  durch 
die  HH.  Prof.  C.  Andreae,  Rektor  der  E.T.H.,  und  Prof.  M.  RO§.  Mitte  August  wurde  das 
Kongrefiprogramm  an  alle  Angemeldeten  versandt.  Seine  Herausgabe  war  durch  die  immcr 
noch  einlaufenden  Vortragsanmeldungen  verzogert  worden.  Es  erlitt  wahrend  des  Kongresses 
einige  nicht  gerade  zahlreiche  Aenderungen,  weil  einige  Vortragende  nicht  erscheinen  konnten, 
andere  neue  sich  in  letzter  Stunde  einstellten. 


2.  Der  KongreB. 

Am  Sonntag,  den  12.  September  1926  nahm  der  Kongrefi  seinen  Anfang. 

Nachmittags  versammelte  sich  das  I.C.C.  mit  dem  Ziircher  O.C,  urn  den  Bericht  des 
letztern  iiber  die  Vorbereitungen  entgegen zunehmen  und  die  Vorsitzenden  der  V ersammlungen 
zu  ernennen. 

Abends  um  8%  Uhr  versammelten  sich  die  Kongrefiteilnehmer  im  Auditorium  Maximum 
der  Technischen  Hochschule. 

Prof.  Meissner,  als  Vorsitzender  des  O.C.,  eroffnete  den  Kongrefi  mit  einer  Ansprache. 

In  den  drei  Landessprachen  und  in  Englisch  richtete  er  Worte  der  Begrufiung  an  die 
zahlreich  erschienenen  Gaste  und  gab  dem  Wunsch  Ausdruck,  es  mochte  der  schone  Zweck  der 
Versammlung,  die  international  wissenschaftliche  Fiihlungnahme,  alle  Teilnehmer  in  gegen- 
seitiger  Achtung  und  Freundschaft  verbinden. 

Er  verlas  Gluckwunsche  des  am  Erscheinen  verhinderten  Vorstandcs  des  Eidg.  Departs- 
ments  des  Innern,  des  Herrn  Bundesrat  Chuard,  und  begritfite  die  anwesenden  Ehrengaste: 

Herrn  Schulratsprasidenten  Dr.  A.  Rohn  als  Vertreter  der  obersten  Leitung  der  E.T.HL, 
die  Herren  Regierungsprasident  Dr.  A.  Stretjli  und  Reg.-Rat  Dr.  Mousson  als  Vertreter  des 
Kantons  Zurich,  den  Rektor  der  Universitat  Zurich,  Herrn  Prof.  Dr.  L.  Gauchat,  Herrn  Dr. 
Bertschinger  als  Vertreter  der  stadtischen  Behorden,  Herrn  Prof.  BAschlin  als  Vertreter 
der  Gesellschaft  ehemaliger  Studierender  der  E.T.H.,  und  die  Vertreter  der  Presse, 

Hierauf  fuhr  er  folgendermafien  fort: 


«Die  Zusammenkiir 
bereitet  und  in  Delft  beg 
sollen,  entsprechen  einem 


am  rechten  Jr’latz.  Ihm  fehl 
zu  konnen.  Vielleicht  war  d; 
solange  die  Technik  nicht  11 
mathematische  Methoden  dei 
schnell  laufenden  Maschinen 
gestellt  worden;  die  Festigk 


•treter  angewandter  Mechanik,  wie  sie  in  Innsbruck  vor~ 
ien  sind  und  wie  sie  nun  heute  hier  fortgesetzt  werden 
:nis.  An  wissenschaftlichen  Tagungen  war  der  Vertreter  der 
atikern,  noch  bei  den  Physikern,  noch  bei  den  Technikern  ganz 
mge  die  Gelegenheit,  sich  im  engern  Fachkreise  aussprechen* 
lediirfnis  nach  eigenen  Mechaniktagungen  noch  nicht  so  grofi, 
als  einige  Grundsatze  der  Mechanik  und  einige  elementare 
>en  verwendete.  Heute  ist  das  anders.  Durch  die  Technik  der 
k  sind  neue,  nicht  einfache  kinetische  und  elastische  Probleme 
ehre  nahert  sich  mit  eiligen  Schritten  einer  Strukturlehre  der 


Kongress-Bericht 


Materie.  Hydro-  und  Aeromechanik  stehen  im  Mittelpunkt  des  praktischen  Interesses;  sie  sind 
nicht  mehr  nur  Paradestiicke  der  Potentialtheorie,  die  physikalisch-technische  Betrachtungs- 
weise  steht  auch  hier  voran  und  in  den  Arbeiten  der  Mechaniker  vereinigen  sich  Mathematik, 
Physik  und  Technik  zur  Erforschung  der  so  sehr  verwickelten  Gesetze  der  Mechanik  der 
Kontinua.  So  darf  man  wohl  sagen,  daB  die  Mechanik  zwar  iiberall  unentbehrlich  bleibt,  wo 
exakte  Wissenschaft  getrieben  wird,  daB  sie  aber  im  letzten  Jahrzehnt  selbstandigere  Bedeutung 
gewonnen  hat  und  nach  einer  Beriicksichtigung  dieses  Umstandes  verlangt. 

In  der  Tat,  trotz  der  Ungunst  der  Zeiten  und  trotz  der  noch  mangelhaften,  jeder, 
Ti-adition  entbehrenden  Organisation  sind  zu  unserer  Tagung  iiber  250  Teilnehmer  erschienen, 
trotzdem  manche,  und  darunter  recht  bedeutende  Vertreter  unseres  Faches,  durch  private  Um- 
stande  in  letzter  Stunde  am  Kommen  verhindert  wurden. 

Die  Teilnehmer  an  unserem  KongreB  kommen  aus  folgenden  22  Landern: 

Aegypten,  Amerika  (U.S.A.),  Argentinien,  Belgien,  Bulgarien,  Deutschland,  England, 
Frankreich,  Griechenland,  Holland,  Japan,  Italien,  Niederlandisch  Indien,  Norwegen,  Oester- 
reich,  Polen,  Rumanien,  Schweden,  Schweiz,  Spanien,  Tschechoslowakei,  Tiirkei. 

Wenn  diese  Liste  auch  noch  einige  Liicken  aufweist,  so  darf  doch  gesagt  werden,  daB 
die  Internationalist  unseres  Kongresses  heute  schon  erreicht  ist.  Das  erfiillt  uns  mit  Freude 
und  Genugtuung.  Leider  ist  die  Freude  nicht  ganz  restlos.  Unsere  Kollegen  aus  RuBland  sind 
ausgeblieben  *).  Die  Ursache  davon  liegt  in  den  politischen  Verhaltnissen.  Ohne  darauf  ein- 
zugehen,  mochte  ich  nur  feststellen,  daB  es  weder  am  Entgegenkommen  unserer  obersten  Be- 
horden  noch  am  guten  Willen  der  Beteiligten  gefehlt  hat.  Wir  hoflfen,  daB  die  russischen  Ver¬ 
treter  am  KongreB  von  1930  ihren  Platz  wieder  einnehmen  werden. » 

Der  Redner  teilte  sodann  mit,  daB  86  Vortrage  angemeldet  seien.  Den  groBen  Erfolg 
des  Kongresses,  der  sich  in  dieser  Zahl  kundgibt,  schrieb  er  dem  Ansehen  seiner  Initianten  zu 
und  er  beniitzte  die  Gelegenheit,  die  anwesenden  Grunder,  die  HH.  v.  KArmAn,  Aachen,  Levi- 
Civita,  Rom,  Oseen,  Upsala,  und  Prandtl,  Gottingen,  ganz  besonders  willkommen  zu  heiBen, 
ebenso  die  Kollegen  aus  Delft,  die  sich  um  den  1.  KongreB  verdient  gemacht  haben,  insbesondere 
die  HH.  Biezeno  und  Burgers,  denen  man  auch  die  Herausgabe  des  schonen  Verhandlungs- 
bandes  zu  verdanken  hat. 

Er  schloB  seine  Ansprache  mit  folgenden  Worten: 

« Heine  Damen  und  Herren ! 

Wir  wissen,  daB  wenn  Sie  gerade  Zurich  zum  Ort  Ihrer  Versammlung  gewahlt  haben, 
dies  neben  der  geographischen  und  politischen  Eigenart  unseres  Landes  vor  allem  den  Natur- 
schonheiten  zu  verdanken  ist,  welche  die  Schweiz  und  auch  Zurich  im  besondern  besitzt.  Der 
Fiihrer  durch  Zurich,  der  Ihnen  soeben  iiberreicht  worden  ist,  soil  Ihnen  helfen,  in  der  knappen 
Zeit,  die  zur  Verfiigung  steht,  die  Sehenswiirdigkeiten  der  Stadt  und  die  schonen  Aussichts- 
punkte  der  Umgebung  aufzusuchen.  Er  ist  ein  Geschenk  der  Firma  Orell  Fuflli,  einer  der 
altesten  Druckereien  unserer  Stadt.  Moge  er  Sie  veranlassen,  Ihre  freien  Stunden  angenehm 
zu  verbringen. 

Das  Angebinde,  das  Ihnen  das  Organisationskomitee  hat  uberreichen  lassen,  ist  ein  Stahl- 
stich  nach  einem  Bildnis  des  Mannes,  den  Sie  alle  kennen.  Auch  heute  noch  erfiillt  der  Ruhm 
Leonhard  Euler’s  die  Welt.  Unser  Bild  stellt  den  alten  Euler  dar,  aber  freilich  nicht  den 
gealterten,  sondern  den  Forscher  in  seiner  fruchtbarsten  Epoche.  Er  ist  ein  Kind  unseres 
Landes  nach  Geburt,  aber  auch  im  geistigen  Sinne.  Konnen  wir  ihn  uns  doch  nicht  denken 

*)  Einige  nicht  in  RuBland  lebende  Russen  nahmen  am  KongreB  teil. 


IX 


ohne  die  glanzende  Dynastie  der  Bernoulli,  aus  deren  Milieu  er  hervorgegangen  ist  und  deren 
strahlendes  Sternbild  er  als  hellster  Stern  vollendet  Wir  nennen  ihn  den  unsern,  aber  er  gehort 
nach  seinem  Leben  und  nach  seinem  Wesen  der  ganzen  Welt  wie  alles,  was  geistig  und  mensch- 
lich  bedeutsam  ist.  Seine  Vaterstadt  Basel,  die  seiner  Jugend  das  Beste  gab,  hat  er  friih 
verlassen,  um  ein  langes  Leben  hindurch  die  Gastfreundschaft  fremder  und  grofierer  Verhaltnisse 
zu  geniefien  und  dafiir  mit  dem  Ruhm  seines  grofien  Namens  zu  bezahlen.  Ein  Symbol  walirei 
Internationalitat  der  Wissenschaft,  die  die  Grenzen  nicht  kennt,  welche  Volker  zwischen  sich 
aufrichten,  moge  dieses  Bild  Sie  spater  von  der  Wand  Ihrer  Studierstube  herab  griiBen  und 
Ihnen  —  so  hoffen  wir  —  frohe  und  liebe  Erinnerungen  an  diese  Ziircher  Tagung  wachrufen. 

Meine  Damen  und  Herren! 

Ich  erklare  den  2.  Internationalen  Kongrefl  fur  Technische  Mechanik  fur  croffnet.* 

Hierauf  bestieg  der  Rektor  der  Eidg.  T echnischen  Hochschuic,  1  rof.  L.  Andrrak,  das 
Rednerpult,  um  etwa  folgendes  auszufuhren: 

«Mesdames,  Messieurs, 

Soyez  les  bienvenus  dans  notre  Ecole  qui  est  celle  des  Culmann,  des  Zeuner,  Ritter,  Tet- 
majer  et  autres.  Leur  souvenir  vous  entoure.  Ce  qui  vous  reunit  ici,  cest  Tattrait  mutuel  des  esprits 
diriges  vers  le  meme  but,  le  besoin  de  mieux  connaitre  et  personnellement  ceux  qui  cherchent  la 
lumiere  sur  un  meme  point,  et  aussi  le  sentiment  que  la  science  et  la  verity  en  g&n&ral  ne  sent  pas 
les  privileges  d’une  ou  de  certaines  nations.  C’est  runion  des  efforts,  la  critique  mutuelle  et  bien- 
veillante  que  vous  cherchez  et  qui  feront  le  succes  de  votre  congres.  Les  savants  sont  parmi 
les  premiers  qui  ont  renoue  les  liens  cruellement  d6chires  et  qui  ont  rendu  de  nouveau  leurs 
congres  vraiment  internationaux.  Nous  vous  en  felicitous  ici,  dans  un  pays  ou  nous  connaissons 
par  ^experience  de  notre  histoire  et  de  notre  existence  le  bienfait  de  la  fructification  reciproque 
des  differentes  races  et  differentes  langues  en  mati&res  intellectuelles  et  morales, 

Meine  Damen  und  Herren! 

Der  Rhein,  dieser  alte,  natiirliche  Verkehrsweg,  dem  von  jeher  nicht  nur  die  materiellen, 
sondern  auch  die  geistigen,  kulturellen  Giiter  aus  Holland  nach  der  Schweiz  folgten,  hat  uns 
auch  diesen  Kongrefl  gebracht.  Mein  besonderer  Grufl  gilt  unserer  Schwesterhochschule  Delft, 
wo  vor  zwei  Jahren  der  erste  dieser  Kongresse  stattfand.  Dafi  Sie  von  Holland  nun  zu  tins 
gekommen  sind,  diirfte  auch  dem  Umstande  zu  verdanken  sein,  dafl  beide  Lander  «neutrale 
Staaten»  sind.  Dazu,  dafl  dieser  Ausdruck  immer  mehr  seine  Bedeutung  verliere,  moge  auch 
dieser  Kongrefl  beitragen.  Die  Wissenschaft,  die  nicht  an  Nation,  politische  Grenzen  und  A11- 
schauungen  gebunden  ist,  hat  schon  langst  die  alten  Beziehungen  wieder  herstellen  mussen  und 
auch  herstellen  konnen,  weil  sie  ihre  Jiinger  einander  auch  menschlich  naher  bringt. 

Die  Wissenschaft  braucht  die  Zusammenarbeit  der  verschiedenen  Nationen  mit  ihren 
verschiedenen  Mitteln,  Auffassungen,  Methoden  und  T emperamenten,  die  sich  gegenseitig  er- 
ganzen  und  fordern  sollen. 

Der  Lehrkorper  der  E.T.H.  freut  sich  daruber,  so  viele  Kollegen  ausiandischer  und 
einheimischer  Hochschulen  hier  begruflen  zu  durfen.  Unser  Haus  ist  vornehmJich  der  Aus- 
bildung  kunftiger  Ingenieure  gewidmet.  Unsere  Technik  ist  Nutzanwendung  Hirer  Forschu ngs- 
ergebnisse.  Mag  Ihnen  ob  der  Art,  wie  uns  die  Anforderungen  der  Technik  mit  Ihrer  feinen 
Herzensarbeit  umzugehen  zwingen,  auch  etwa  weh  zumute  werden,  mit  der  Zeit.  versohnen 
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Sie  sich  doch  wieder  mit  unserem  Schaffen,  das  in  vielen  Fallen  erst  der  weitern  Menschheit 
Kunde  von  Ihrem  Wirken  bringt  und  es  ihr  zur  Wohltat  und  zum  Bediirfnis  werden  laBt. 
Wir  Techniker  konnen  anderseits  nur  dann  unsere  Kunst  vollwertig  ausuben,  wenn  wir  Sie 
verstehen  und  Ihr  Schaffen  richtig  wiirdigen. 

Moge  dieser  Kongrefi  Ihre  Erwartungen  beziiglich  Pflege  der  Wissenschaft  erfiillen, 
niogen  sich  in  unserm  Hause  aber  auch  die  Menschen  naher  treten,  das  ist  der  Wunsch  unserer 
Hochschule.» 

Nach  dieser  Rede  begaben  sich  die  Teilnehmer  in  die  Arkadenhallen  des  Mittelbaues, 
wo  sie  den  Abend  in  reger  Unterhaltung  beschlossen. 

Am  folgenden  Morgen  begann  die  Abwicklung  des  fast  iiberreichen  Programms  von 
Vortragen,  das  bis  zum!  Freitag  in  emsiger  Arbeit  bewaltigt  wurde.  Montag,  Mittwochvormittag 
und  Freitagnachmittag  waren  allgemeinen  Vortragen  gewidmet.  In  der  itbrigen  Zeit  tagte  der 
Kongrefi  in  3  Sektionen  (Allgemeine  Mechanik,  Festigkeit  fester  Korper,  Flydro-  und  Aero- 
mechanik.  (Man  vergleiche  hieriiber  das  Inhaltsverzeichnis  am  Schlufi  des  Bandes.)  Nur  der 
Nachmittag  des  Mittwochs  (15.  September)  war  der  Erholung  gewidmet.  Die  Kongrefigaste 
besichtigten,  einer  liebenswurdigen  Einladung  von  Prof,  de  Qijervain  folgend,  bei  herrlichem 
Wetter  die  im  Wald  auf  dem  Ziirichberg  gelegene  seismologischc  Station ,  insbesondere  das 
dort  aufgestellte  20  Tonnen-Pendel.  Der  Abend  vereinigte  alle  Gaste  zu  einem  Essen  im  Wald - 
haus  Bolder ,  das  vom  Organisationskomitee  dargeboten  wurde.  Es  nahm  unter  der  Leitung 
von  Rektor  Andreae  einen  angeregten  Verlauf.  Prof.  Stodola  sprach  im  Namen  des  O.C. 
die  Begriifiungsrede,  in  der  er  insbesondere  die  Stellung  des  Technikers  und  Ingenieurs  zur 
reinen  Forschung  prazisierte.  Prof.  V.  Mises,  Berlin,  und  Prof.  Jouguet,  Paris,  dankten  in 
freundlichen  Worten  dem  Organisationskomitee  fur  die  gelungene  Durchfiihrung  der  Veran- 
staltung.  Prof.  Baschlin  iiberbrachte  den  Grufi  der  Gesellschaft  ehemaliger  Studierender  der 
E.T.Ii.  Prof.  v.  KArmAn  hielt  die  Rede  auf  die  Damen  und  hob  launig  hervor,  dafi  der  Kongrefi 
sich  nun  auch  ihrer  aktiven  Mitwirkung  erfreuen  darf.  Erst  gegen  Mitternacht  zerstreuten 
sich  die  Gaste. 

Am  Donnerstag  abend  nach  Schlufi  der  Sektionssitzungen  fand  in  der  von  der  Abend- 
sonne  vergoldeten  Aula  der  Hochschule  ein  Empfang  des  Prasidenten  des  Schweiz.  Schulrates, 
Prof.  Dr.  A.  Rohn,  am  Kongrefi  statt.  Prof.  Meissner  schilderte  den  Erschienenen  die  Ver- 
dienste,  die  sich  der  Schweiz.  Schulrat  und  besonders  sein  President  11m  das  Gelingen  des 
Kongresses  erworben  haben.  Er  dankte  President  Rohn  vor  allem  fur  die  materielle  Unter- 
stiitzung,  die  das  O.C.  seiner  Initiative  zu  verdanken  hat  und  die  allein  erlauben  wird,  an  die 
Herausgabe  der  Kongrefi verhandlungen  und  damit  an  die  Erhaltung  und  Verbreitung  der  Er~ 
gebnisse  der  Tagung  heranzutreten. 

Im  Namen  und  Auftrag  der  Gaste  schlofi  sich  diesem  Dank  an  der  President  des 
/.  Mechanikkongresses,  Prof.  Biezeno,  Delft.  Er  pries  die  Grofizugigkeit,  mit  welcher  die 
E.T.H.  ihre  Aufgaben  auffafit.  President  Rohn  bezeugte  in  seiner  Erwiderung  seine  Freude 
dariiber,  dafi  der  E.T.H.  die  Ehre  geworden,  den  Kongrefi  zu  beherbergen  und  dafi  sie  so  Ge- 
legenheit  fand,  die  Bestrebungen  der  wissenschaftlichen  Mechanik  zu  unterstiitzen,  die  ja  den 
Kern  der  Ausbildung  der  Ingenieure  darstellt. 

An  diesen  Akt  schlofi  sich  eine  Vorstellung  der  Gaste  an.  Man  genofi  den  herrlichen 
Rundblick  iiber  Stadt  und  Berge,  welche  eine  prachtvolle  Abendsonne  verklarte. 

Nachdem  dann  am  Freitag  mit  einem  allgemeinen  Vortrag  des  Herrn  Levi-Civita  das 
Programm  sein  Ende  gefunden  hatte,  trat  der  Kongrefi  zu  einer  Schlufisitzung  zusammen,  die 
durch  eine  vorhergehende  Sitzung  des  I.C.C.  vorbereitet  worden  war. 
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Pr„f.  M.ISS-K  teilte  die  f „*tf ‘“u  fewissenschaf.liche  Vorbereitung  kiinf- 

Da  to  I.C.C.  sehr  Komi.ee  in  Ve.b.ndu„g  »n 

.  Koneresse  vorgenommen  werden  vom  loka  |  Kongresse  bestehen  soil  (z.  Z.  aus 

einem  Exekutivkomitee,  das  %  Jahre  vor  dem  Koogrefi  d^ge"  ^ 

den  HH.  V.  das  Program™  betreftn "I^sen  „„d 

-  -  "8keit 1,csd ;  _  ■ 
anzunehmen^  ^eiten  machten  diesen  Besdllu^  ^  ^schMiA^simrdiger  Weise  dem 
zl  ScbluB  s.»..«.e  M.  G.  1  Dank  d«.  KongreBgiis.e  fii.  d,e 

Organisationskomitee  und  besonders  se.nem Verlauf  der  Tagung.  Prof.  Mhssn® 
geleistete  Arbeit  ab  und  begluckwunschte  zu  g g  iterzugcbe„,  besonders  an  seme 

Lbm  den  ^  ^ 

Kollegen  im  •  •  Versammlung  akklamierte. 

di'MttD“r  Vortiwnde  sehloB  Werauf  den  KongreB  mi.  dem  Wunscln 

\nf  Wiedersehen  193°  in  Stockholm!  h  dein  Hotel  Uto-Kulm  aut 

Extraziige  fhhrten  hierauf  und  vom  Stadtrat  der  Stadt 

dem  Uetliberg,  wo  sie  vom  Regierungsi  b  aBtc  die  Giiste  Herr  Regierungspiasident 

Zurich  zutn  SchluBbankett  eingeladen  w  •  zu  schatzen,  wenn  wissenschafthche 

Dr.  A.  Streuli:  Zurich  und  seme  Far  das  O.C  dankte  Rektor  Andreae. 

Tagungen  von  Bedeutungen  dorthin  verlegt  werden. 

im  Namen  der  Gaste  Prof.  H^fN'  de  bei  vielen  eingestellt  hatte,  und  trotz  der 

Trotz  der  Ermudung,  die  such  1  %  SchluBakt  einen  angeregten  Verlauf. 
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Vorsitzende  in  den  Sitzungen  die  Herr en 
Taylor  -  Cambridge,  Prandtl  ~  Gottingen,  v.  Mises  -  Berlin, 

Jouguet-  Paris 


Elastische  Oberflachen* Querwellen 

Von  E.  Meifiner,  Zurich 

Die  Vorstellungen  liber  die  Beschaffenheit  des  Erdinnern  bewegen  sicli  auch  heute  noch 
in  Gegensatzen,  trotz  alien  Bemiihungen  nach  genauern  Kenntnissen.  Es  gibt  kaum  ein  Gebiet 
der  Natur,  das  der  Erforschung  schwerer  zuganglich  ware,  als  der  Planet,  auf  dem  wir  unser 
Dasein  verbringen.  Wir  haben  eben  heute  noch  kein  wirksames  Mittel,  ihn  zum  Antworten  auf 
unsere  Fragen  zu  zwingen,  und  was  er  uns  von  selber  offenbart,  ist  wenig  und  vieldeutig  genug. 
Wenn  wir  von  seiner  Haut  von  einigen  Kilometern  Dicke  absehen,  die  direkter  Beobachtung 
zuganglich  ist,  so  erfahren  wir  aus  seincm  Verhalten  nach  auBen,  andern  Himmelskorpern  gegen- 
iiber,  nicht  viel  mehr  als  seine  Gesamtraasse  und  seine  Haupttragheitsmomente ;  Schwere- 
messungen  geben  nur  ein  sehr  diffuses  und  vieldeutiges  Bild  von  UnregelmaBigkeiten  der  Massen- 
verteilung  in  der  auBersten  Kruste.  Es  gibt  nur  zwei  Erscheinungen,  die  uns  etwas  mehr 
AufschluB  geben:  Die  Verlagerungsgeschwindigkeit  der  Drehachse  im  Erdkorper  (Breite- 
schwankungen)  und  die  GroBe  der  elastischen  Fluten,  wie  sie  neuerdings  durch  Horizontal- 
pendelbeobachtungen  mcBbar  geworden  sind.  Sie  zeigen,  daB  die  Erde  sich  gegenubcr  relativ 
kurz  wirkenden  Kraften  recht  steif  verhalt,  aber  sie  geben  nicht  mehr  als  zwei  Mittelwcrte  fiir 
das  MaB  der  Abweichung  vom  ganz  starren  Verhalten.  Wenn  wir  aber  versuchen,  Festigkeits- 
schliisse  zu  ziehen  aus  dem  Umstande,  daB  liolie  Gebirge  und  tiefe  Graben  bestehen  bleiben 
konnen,  so  zeigt  sich,  daB  sich  zwei  Umstande  gar  nicht  abschatzen  lassen:  der  EinfluB  sehr 
langer  Zeiten  und  derjenige  sehr  groBer  Drucke.  SchlieBlich  bleibt  als  einzige  Erscheinung, 
welche  Uns  im  einzelnen  AufschluB  iiber  das  Erdinnere  geben  kann,  iibrig  das  Erdbcbcn,  d.  h. 
die  Art,  wie  sich  Gleichgewichtsstorungen,  die  ilircn  Sitz  in  einigen  xo — 100  km  Tiefe  haben, 
durch  den  Erdball  hindurch  fortpflanzen. 

Vollig  sicher  gestellt  erscheint  da  die  Existenz  von  zwei  Arten  raumlicher  Wellen,  die 
sich  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  fortpflanzen;  sie  machen  sich  als  die  sog.  P-  und  P- 
Einsatze  im  B ebend iagr amm  kenntlich.  Wenn  man  zentrische  Symmetric  des  Erdballs  voraus- 
setzt  und  die  Lauf zeiten  als  Eunktionen  der  Herddistanz  aufnimmt,  so  kann  man  olme  weitere 
Voraussetzungen  rein  kinematisch  die  Laufgeschwindigkeit  als  Funk t ion  der  Tiefe  ermitteln. 
Es  hat  sich  so  herausgestellt,  daB  diese  Funktion  recht  ausgepragle  Knicke  aufweist,  Unstetig- 
keiten,  die  sich  wohl  nur  durch  Materialunterschiede  erklaren  lassen.  Die  Beobachtungen  haben 
daher  dazu  gefiihrt,  im  Bezug  auf  die  elastischen  Eigenschaften  der  Erde  Schalenstruktur 
zuzuschreiben. 

Die  Frage  liegt  nahe,  ob  die  beobachteten  Erscheinungen  sich  mit  der  klassischen 
Elastizitatstheorie  beschreiben  lassen.  Das  ist  keineswegs  ausgemacht,  denn  das  Material  unter- 
liegt  in  groBen  Tiefen  einer  nach  Millionen  Atmospharen  zahlenden  Vorspannung,  iiber  dcren 
EinfluB  auf  das  elastische  Verhalten  wir  gar  nichts  wissen;  Experimente,  wie  sie  Herr 
Bridgman  an  diesem  KongreB  besprechen  wird,  gehen  namlich  nur  auf  12 — 20,000,  hochstens 
einmal  auf  40,000  kg/cm2  hinauf.  AuBerdem  haben  wir  die  Gravitation  als  neues  Moment  zu 
beriicksichtigen.  Endlich  muB  die  Annaherung  der  Erde  an  ihre  hydrostatische  Gleichgewichts- 
form  und  die  Tatsache  des  isostatischen  Ausgleichs  zur  Vorsicht  mahnen. 

Trotzdem  scheint  es,  daB  fiir  die  ganz  kurzperiodischen  Kraftwirkungen  der  Seismologie 
die  elastischen  Grundgesetze  (eventuell  unter  erweiterter,  Vorspannung  und  Gravitation  beriick- 
sichtigender  Form)  zutreffen.  In  der  Tat,  faBt  man  die  Erde  als  isotropes,  elastisches  Medium 
auf,  dessen  elastische  Moduln  E}  v  und  G  Funktionen  der  Tiefe  z  sind,  so  erscheinen  die  zwei 
erwahnten  Arten  von  Bebenwellen  als  Kondensations-  und  Schiebungswellen,  die  durch  die 
Beziehungen 
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Kondensations- 

Geschwindigkeit  der  Well“  Sleich 

Schiebungs- 

„it  den  Moduli,  und  der  Dkhte  p  verbunden  rind.  Eindrucksvoll  wird  diese  Ta.eache  dadurd, 
erhartet  daB  die  schon  recht  ven.ickel.ed  ReBexionsgeretze  elast.scher  We  led  aid,  mao  fern 
teStTgo.  als  die  Einsa.ee  mebriach  an  der  Erdoberdache  reflek.ier.er  Welle.,  oft  beobach  e. 
werden  Eeide  Gesehwindigkeiten  nehmen  each  der  Tiefe  erst  rasch,  dam,  langsam  au.  Die 

Poissonsche  Zahl  v  bleibt  nahezu  konstant.  . 

Die  Hauptergebnisse  der  Seismologie  sind  mit  dem  Gesagten  schon  gekennzeichnet. 

Wenig  Nutzen  hat  sie  bis  heute  ziehen  konnen  aus  dem  weitern  Verlauf  der  Bebendiagramme 
in  der  Maximalphase  der  Bewegung.  Das  ist  um  so  beachtenswerter,  als  these  Phase  schon 
regelmaBige  Oszillationen  mit  wenig  veranderlicher  Periode  aufweist  mi  Gegensatz  zu  der 
unregelmaBigen  Zickzacklinie  der  Vorlaufer.  Rayleigh  hat  zwar  schon  fruh  darauf  hinge- 
wiesen,  daB  dieser  Phase  Wellen  entsprechen  miissen,  die  sich  wesenthch  an  der  Frdoberflache 
ausbreiten,  also  die  Energie  besser  zusammenhalten,  als  raumliche.  Er  selber  hat  in  einem 
homogenen  Halbraum  auch  solche  Wellen  nachgewiesen.  Sie  schwingen  in  einer  Vertikalebeuc 
dufch  die  Fortpflanzungsrichtung.  Aber  fataferweise  zeigen  diese  «  Rayleigh  wellen»  kerne 
Dispersion;  sie  laufen  alle  gleich  schnell  und  sind  zur  Erklarung  des  schwingenden  Verlauf s 
der  Bewegung  unbrauchbar.  Zudem  zeigt  die  Beobachtung,  daB  die  Bewegung  in  der  Maximal- 
phase  haufig  normal  zur  Fortpflanzungsrichtung  steht  und  daB  sie  vom  Vertikalseismometer 
nicht  registriert  wird. 

Wellen,  die  in  dieser  letztern  Weise  quer  und  horizontal  schwingen,  sollen  in  der  bolge 
als  Querwellen  bezeichnet  werden. 

In  einem  homogenen  elastischen  Halbraum  sind  solche  Wellen  nicht  moglich.  1  in  lessen 
hat  1911  A.  E.  H.  Love1)  gezeigt,  daB  Querwellen  auftreten  konnen,  worn  man  dem  homo- 
genen  Halbraum  eine  ebenfalls  homogene  Rindenschicht  mit  andei n  elastischen  Eigt nschaftcn 

iiberlagert. 

Es  werde  in  der  Folge  mit  c  die 
Geschwindigkeit  riiumlicher  Seine- 
bungswellen  bezeich'net;  es  ist  c 
Qj p  eine  Funktion  der  Tiefe  a,  die 
sich  grundsatzlich  aus  der  Laufzeit- 
kurve  der  S-Einsatze  bestimmen  liiBt. 
Sie  charakterisiert  zttsammen  mit. der 
Dichte  p  {n)  das  Material  vollstandig, 
soweit  nur  kompressionslose  Form- 
anderungen  auftreten,  wie  dies  bei 
Querwellen  der  Fall  ist. 

Im  Loveschen  Beispiel  (Abb*  1) 
muB  der  Wert  c  fur  die  Rinde 
kleiner  als  der  Wert  e,  fur  die 
Unterlage  genommen  werden.  Den  praktischen  Verhaltnissen  entspricht  etwa  V  2  c0, 

welche  Relation  der  Abb.  1  zu  Grunde  gelegt  ist.  Die  Loveschen  Wellen  kliugen 
mit  der  Tiefe  ab  nach  einem  Exponent ialgesetz  (Abb.  x  links  unten) .  Ist  h  die  Dicke  der 

!)  A.  E.  H.  Love.  Some  Problems  of  Geodynamics.  Cambridge  1911. 
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Rinde,  so  laufen  Wellen,  die  wesentlich  kiirzer  sind  als  h  mit  Geschwindigkeiten  wenig  grofier 
als  cQ,  wahrend  sehr  lange  Wellen  nahezu  mit  c1  laufen.  Die  Dispersion  ist  normal.  Es  gibt 
Wellen  mit  k  =  o,  i,  2,  3  etc.  Knotenebenen;  praktisch  kommen  nur  die  ersten  in  Betracht, 
weil  Wellen  mit  Knotenebenen  viel  zu  langsam  nach  der  Tiefe  abklingen,  um  bei  Beben  (deren 
Herd  immer  sehr  oberflachlich  liegt)  miterregt  werden  zu  konnen.  Fig.  1  zeigt  die  Dispersions- 
kurven  fiir  k  —  0  und  k  =  1.  V  ist  die  Laufgeschwindigkeit  der  Welle,  L  ihre  Lange.  Die 
strichpunktierten  Kurven  geben  den  Verlauf  der  Gruppengeschwindigkeit  C,  die,  wie  bei  Wasser- 
wellen,  eigentlich  maBgebend  ist;  sie  hat  ein  Minimum  in  der  Gegend  von  L  —  2  h. 

Dem  Loveschen  Beispiel  von  Querwellen  habe  ich  1921  ein  zweites  zugefiigt2),  das  zeigt, 
daB  die  bei  Love  vorausgesetzte  Rindenschicht  nichts  wesentliches  ist,  daB  Querwellen  viel- 
mehr  auch  moglich  sind,  wenn  die  elastischen  Eigenschaften  sich  stetig  mit  der  Tiefe  andern. 
Bezeichnet  man  mit  £  die  von  einem  iiber  der  Oberflache  liegenden  Niveau  aus  gerechnete  Tiefe, 
so  hatte  ich  angenommen 

G  (tq  p  =  po  ^  also  c  —  6'0  £  k 

Durch  asymptotische  Entwicklung  der  Losung  lieB  sich  die  Form  der  Dispersionskurve 
bestimmen;  sie  zeigte  keine  Asymptote  und  verlief  ahlich  wie  die  der  Abb.  9. 

Von  diesen  beiden  Beispielen  hat  die  praktische  Seismologie  neuerdings  Gebrauch  ge- 
macht.  Gutenberg  *)  hat  den  Unterschied  im  Verhalten  der  Querwellen  auf  dem  eurasischen 
Kontinent  einerseits  und  unter  dem  pazifischen  Ozean  anderseits  an  Hand  dieser  zwei  Falle 
gedeutet.  Nach  ihm  ware  eine  Lovesche  Rinde  in  Eurasien  vorhanden,  wiirde  aber  im  pazifischen 
Ozean  fehlen. 

Diese  Folgerung  scheint  mir  wenig  schliissig,  wenn  sie  auch  in  groben  Ziigen  das  Richtige 
treffen  mag.  Die  Laufgeschwindigkeit  der  Querwellen,  auf  der  sie  beruht,  hangt  nicht  allein 
von  der  Funktion  c  {2)  ab,  sondern  auch  noch  von  der  Tiefenverteilung  der  Dichte  resp.  des 
Schubmoduls.  Zwei  Funktionen,  z.  B.  c  (2)  und  p  (2),  bestimmen  das  Dispersionsgesetz  und 
es  stellt  sich  die  grundsatzliche  Frage,  wie  sie  es  beeinflussen.  Dazu  mochte  ich  im  folgenden 
einen  Beitrag  liefern; 

Tn  einem  elastischen  Halbraum  seien  die  Funktionen  G  ( 2 )  und  p  (5)  und  damit  auch  c  (2) 
gegeben.  Die  jr-Richtung  sei  die  Fortpflanzungsrichtung  der  Oberflachenwellen.  Fur  die  zur 
.wr-Ebene  normale  Verschiebung  rj  gelten  dann  die  Gleichungen  der  Elastizitatstheorie; 


Styx  , 
bx 


r  by 

Cr  -r - 

OX 


‘  Fiir  eine  ebene  Welle  hat  man  den  Ansatz 

y  —  tt  (^)  cos  (p  t  —  f  x) 

wobei  p  die  Frequenz,  T  =  2  njp  die  Periode,  L  die  Wellenlange  bedeutet  und  die  Laufge- 
schwindigkeit  durch  V  =  pjf  gegeben  ist.  Es  folgt  fiir  die  Amplitudenfunktion  u  (2)  die  Diffe- 
rentialgleichung 

^(cJ3r)  +  <^-^c)“=0  .  (I) 

und  die  Spannungsfreiheit  der  Oberflache  ergibt  die  Randbfcdingung: 

2)  E.  Meissner.  Elastische  Oberflachenwellen  mit  Dispersion  in  e.  inhomog.  Medium.  Viertel- 
jahrsschr,  Nat.  Forsch.  Ges.  Zurich  LXYI  (1921).  Elast.  Oberflachenwellen  bei  Mitschwingen  e.  txagen 
Rindenschicht.  ibid.  loc.  LX VII  (1922). 

3)  Gutenberg:  Der  Aufbau  der  Erde,  Berlin  1925,  S.  111. 


.  ,  -,1  ,  •  „„  „r1>  (1m  Problem  weiterhin  v.w  fonnuliercn  ist.  N'iumit 

Nun  moge  ein  Beispiel  lllustrieren,  we  for<I«.‘i't,  wie  das  bis  jet ,1  ,e,ehah.  nur  Ab- 

man  fur  G  und  p  dasselbe  Exponen  }  ,  H  s  htd  Kanz  willkiirliohen  WrrU-u  v.w  p  und  f 

klingen  der  Amplitude  nut  der  Ttefe,  '  U  ^  ArU  wit.  sit.  mit  Ti,r,  al.kH««c... 

erfiillen.  Wellen  von  gegebener  Lange  umn  ^  ‘  ;  ,  ini  j,t.Woh»lioIu-»  Sinn  ware  kdne 

mit  jeder  beliebigen  G^scbw'ndigkcit  laufcn.  Vc>n  1  ■  sii-li  .1; . . . 

Red.  Bet  *,  tmm  t . riM-rtM . .  «™-  Km  gi, 

daB  trotz  des  Able  mgens  mi  dcrirtiam  Wellen  pbvsikalisebe  I’.cdeulun;-  nielii  zuknmmt. 

Sinngemds'istalso'^die'Forderuiig  dew  k. A„Kc„s  t.turh  ^  *>  -Han'.',,  ,,, 

daB  fene  Energie  endlich  scin  muB.  Dies  gibt  the  /ttsatzbedmgung 


CO 


/» 

p  /r  d endlich 

*  * 


•  Unter  gewissen  for  das  seismologist  fml.K-.n  r.ulOssig™  V, La™ 
durch  die  Transformation 


S 

C  fp'te 


Gleichungen  (i),  (2),  (3)  folgende  zimickfulnen 


L  (?/)  -j“  X  u  —  o  ( 1  ) 


\ad 


o  (.f) 


it*d$  endlich 


(3*) 


wobei  gesetzt  worden  ist 
L(n) 


d  [  d  it  \ 

d c  r'p’Tc”' 


X  "  •  /*" 


...  (4) 


Der  Differentialausdruck  L  (it)  enthiili  also  nodi  den  PmamHm  (  d*  1  W  rllruhmge. 

Man  denke  sich  die  Wellenliinge  festgehalteu,  I  )ann  id  dm  eh  «Iir  r  1  d<  jehnm;*m  hu  den 
Frequenzparametcr  X  cin  singular  es.  Iiandwcrt  problem  aufgedtdh  ,  u  if4  e'  \ * *u  II  im 

Anschlufi  an  das  Hauptachsenproblem  besehriinkt  quadrat  indie*  I  « >Hu*m  hehandeh  wmdrn  ist, 

Weyl  unter scheidet  zwei  Palle,  den  Grenzkreis-  und  den  t  hen/punktH  pm*  Da  tin  m*is- 
mologischen  Problem  immer  limes  c  (c)  >  o  vorausgesef/J  werden  d;u  G  ■**  Damn*  dm !  nur  der 
Grenzpunkttypus  in  Frage.  Das  Spektrum  einer  solchcn  Different talgieiclutiig  br»ielt!  aus  Jtwei 
Bestandteilen:  einem  abzahlbaren  Punktspektrum  gcwohnlicher  'Art  ttnd  eiiititt  kontinuicrlichcn 
Streckenspektrum,  von  denen  jedoch  der  due  oder  andere  fehlen  kauri*  !•,  \idier!  ein  PtttikP 
spektrum,  so  gehoren  zu  dem  entsprechenden  Wert  der  Wrllritlaitgr  ehru>*oweIr  Write  der 
Frequenz  resp.  Laufgeschwindigkeit,  als  liigenwerte  vorhunden  dud ;  dir  /isgelinrtgeti  Wellen 
unterscheiden  sich  durch  die  Zahl  der  Knotenehenem  Pi  aid  Deb  Imnumm  darn  ftmlieh  winder 
nur  die  kleinsten  Eigenwerte  in  Frage,  weil  zu  den  hohrrii  fief  eindt  itfgettdr  Wellettforitieit 

4)  H.  Weyl:  Diff.  Gleichungen  mit  Singularitfiten.  Math,  Ann.  ms  -or*** 
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gehoren,  die  nicht  erregt  werden.  Wenn  man  nun  die  Wellenlange  verandert,  so  wird  jedem 
Eigenwert  eine  Dispersionskurve  zugeordnet  *) .  Die  Theorie  laBt  die  Moglichkeit  offen,  daB  dabei 
Eigenwerte  verschwinden  oder  neu  auftreten.  In  der  Tat  zeigen  die  Abb.  i,  5,  6,  dafl  Dis- 
persionskurven  plotzlich  abbrechen;  zur  Umgebung  der  Abbruchstelle  gehoren  dann  Wellen,  die 
sehr  groBe  Energie  besitzen,  praktisch  also  nicht  vorkommen  werden. 

Wenn  fur  ein  Medium  kein  Punktspektrum  existiert,  so  konnen  in  ihm  Querwellen  nicht 
auftreten.  (Beispiel:  der  homogene  Halbraum.)  Als  Gegenstiick  dazu  gibt  es  Medien  mit  un- 
endlich  vielen  Eigenwerten  und  -Funktionen;  letztere  zeigen  ahnliche  Oszillationseigenschaften, 
wie  diejenigen  gewohnlicher  Randwertprobleme.  Hinreichend  fiir  diesen  Fall  ist  die  Bedingung, 
daB  die  Funktion  c  (2)  fiber  alle  Grenzen  wachse.  (AuBer  dem  unter  2)  erwahnten  Beispiel  der 
Fall  der  ■  Fig.  9,  wo  allerdings  blofi  die  zwei  ersten  Dispersionskurven  gezeichnet  sind.)  ‘  Aber 
auch  der  mittlere  Fall  lcommt  vor,  wo  die  Zahl  der  Eigenwerte  endlich  ist,  aber  mit  abnehmender.. 
Wellenlange  mehr  und  mehr  zunimmt  (Beispiele  der  Abb.  1 — 7). 

Soil  die  Abhangigkeit  des  Dispersionsgesetzes  vom  Untergrund  gepriift  werden,  so  ge- 
nfigt  die  hiemit  crlangte  theoretische  Einsicht  freilich  nicht.  Vielmehr  sind  die  Dispersions¬ 
kurven  fiir  moglichst  verschiedenartige  Medien  zu  ermitteln  und  miteinander  zu  vergleichen  **). 
Da  aus  den  Vorlaufern  die  Funktion  c  (2)  ermittelt  werden;  kann,  so  wird  die  Gegeniiberstellung 
solcher  Medien  besonders  interessant  sein,  die  dasselbe  c  (2),  aber  verschiedene  Dichtegesetze 
aufweisen.  Ist  insbesondere  in  einem  Gebiet  c  konstant,  aber  p  (und  G  =  c2  *  p)  veranderlich, 
so  soli  das  Gebiet  kryptheterogen  heiBen,  da  seine  Heterogenitat  in  den  Laufzeitkurven  der  Vor- 
laufer  nicht  zum  Vorschein  kommt. 

Im  Folgenden  werden  die  neuen  Falle  aufgezahlt,  in  denen  sich  die  Dispersionskurve 
ermitteln  lieB. 

I.  V erallgemeiner ung  des  Loveschen  Beispiels 

Die  Abb.  2  zeigt  die  Dispersionskurve  der  Wellen  ohnc  Knotenebenen  fur  den  oben  be- 
sprochenen  Loveschen  Fall  (r  =  o),  wo  sich  eine  Rindenschicht  fiber  einem  homogenen  Unter¬ 
grund  befmdet,  und  fur  zwei  weitere  Falle,  wo  diese  Schicht  in  die  Unterlage  mehr  oder  weniger 
versenkt  wird,  wie  es  die  Figuren  rechts  anzeigen.  Es  ist  dabei  angenommen,  daB  der  Schub- 
modul  G  fiberall  derselbe  sei  und  daB  die  Dichte  in  der  Schicht  2  mal  groBer  sei  als  im  ubrigen 
Halbraum.  '  1  '  1  '  1  1  1  ,|  ’  i 1 

Mathematisch  ist  eine  «Frequenzengleichung»  von  der  Form 

“(*>  —  (' +77  = 

aufzulosen.  Die  Schwingungsamplitude  wachst  nach  der  Tiefe  an,  erreicht  in  der  Schicht  ein 
Maximum,  um  in  groBern  Tiefen  abzukl ingen.  Bemerkenswert  ist,  daB  auch  bei  tief  liegender 
Schicht  kurze  Wellen  die  der  Schicht  entsprechende  Laufgeschwindigkeit  haben  und  daB  auch 
sie  erst  unterhalb  der  Schicht  abklingen,  also  verhaltnismaBig  tief  greifen  werden. 

*)  Man  erhalt  die  Gruppengeschwindigkeit  C,  und  damit  die  Tangente  an  die,  Dispersionskurve 
aus  der  Beziehung:  ^  ■*  00 

VC  =f  Gu2  dz  i  f  p  u 2  dz 

o  o 

**)  Das  Angeben  integrierbarer  Falle  geniigt  dabei  noch  nicht;  die  Frequenzengleichung  muss 
sich  auch  numerisch  lfisen  lassen.  Es  lasst  sich  z.  B.  ein  sehr  interessanter  Fall  durch  Besselfunktionen 
mit  komplexem  Index  Ibsen,  aber  da  die  Unbekannte  der  Frequenzengleichung  im  Index  auftritt,  so 
ist  eine  numerische  Losung  praktisch  ausgeschlossen. 
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II.  Kryptheterogene  Schicht  au!  homogener  Unterlage 

An  Stelle  der  Loveschen  homogenen  Rindenschicht  wird  eine  kryptheterogene  Schicht 
gesetzt,  in  der  Dichte  und  Schubmodul  linear  ab-  oder  zunehmen.  In  Abb.  3  sind  die  Dis- 
persionskurven  der  Wellen  ohne  Knotenebenen  dargestellt  fiir  die  4  oben  skizzierten  Falle  a — d, 
wahrend  die  strichpunktierte  Kurve  dem  zum  Vergleich  herangezogenen  Loveschen  Fall  ent- 
spricht.  In  den  Fallen  a  und  b  verlauft  die  Dichte,  in  den  iibrigen  der  Schubmodul  stetig.  In 
den  Fallen  a  und  c  nimmt  die  Dichte  in  der  Schicht  nach  unten  zu,  in  den  andern  ab.  Die  Dis- 
persionskurven  zeigen  fur  alle  diese  Medien  im  Gebiet  der  praktisch  vorkommenden  kleinen 
Wellenlangen  eine  nur  geringe  Streuung,  so  dafi  aus  dem  Dispersionsgesetz  praktisch  nicht  auf 
die  Art  des  Mediums  geschlossen  werden  konnte. 

III.  Homogene  Schicht  auf  kryptheterogenem  Untergrund 

In  Abbildung  4  sind  die  elastischen  Eigenschaften  von  Schicht  und  Untergrund  gegen- 
iiber  Abb.  3  vertauscht.  Die  Dichte  verlauft  stetig;  die  vier  dargestellten  Falle  entsprechen  ver- 
schieden  groBen  Dichtegradienten.  Der  Fall  von  Love  erscheint  wieder  als  Grenzfall.  Wie  zu 
erwarten  war,  sind  die  Dispersionskurven  in  alien  Fallen  sehr  ahnlich  fiir  kleine  Wellenlangen 
bis  zu  etwa  der  dreifachen  Schichtdicke;  die  Natur  des  Untergrundes  ist  fiir  sie  ohne  Belang. 

Die  Losung  im  Untergrund  wird  hier  durch  eine  Besselfunktion  nullter  Ordnung  mit 
rein  imaginarem  Argument  dargestellt;  sie  klingt  asymptotisch  wie  eine  Exponentialfunktion  ab. 
Die  zu  losende  Frequenzengleichung  hat  die  Form 

T  (JT) 


IV.  Periodische  Schichtung 

Die  Figuren  5  und  6  zeigen  Dispersionskurven  und  Amplitudenverlauf  fiir  den  Fall,  dafi 
gleich  dicke  homogene  Schichten  mit  verschiedenen  c-Geschwindigkeiten  miteinander  abwechseln, 
wie  dort  skizziert  ist.  Die  oberste  und  alle  Schichten  mit  ungerader  Ordnungsnummer  haben 

dasselbe  c  =  cv  die  Schichten  gerader  Nummer  dasselbe  c  =  c2  z=]/ 2  ct\  V  bedeutet  die  Lauf- 
geschwindigkeit  der  Wellen.  Es  sind  die  Dispersionskurven  fiir  Wellen  mit  o  und  1  Knoten¬ 
ebenen  dargestellt.  Wie  in  den  frtihern  Fallen  nahert  sich  die  Geschwindigkeit  V  der  erstern 
einem  Grenzwert  V*,  der  indessen  weder  mit  cv  noch  mit  c2  identisch  ist,  vielmehr  durch 

T/*  —  h\  +  K 
I  ^2^2 

c J2  '  c 23 

gegeben  ist.  Die  Wellen  mit  einer  Knotenebene  pro  Doppelschicht  brechen  wie  in  den  friihern 
Beispielen  bei  einer  Wellenlange  Lx  ab,  die  der  Laufgeschwindigkeit  c2  entspricht  (Abb.  5),  setzen 
indessen  fiir  groBere  Wellenlangen  wieder  ein,  wie  aus  Abb.  6  ersichtlich  ist  (Kurve  II),  die 
z.  T.  die  Resultate  der  Abbildung  5  wiederholt.  Mit  der  Unterbrechung  ist  eine  Veranderung 
des  Amplitudengesetzes  verbunden,  und  die  langen  Wellen  klingem,  wie  aus  den  Angaben  der 
Figur  ersichtlich  ist,  recht  langsam  ab.  Drei  typische  Wellen,  die  den  mit  a,  {3,  y  bezeichneten 
Punkten  entsprechen,  sind  links  oben  nach  ihrer  Amplitudenform  herausgezeichnet. 

Abbildung  7  zeigt  den  Fall,  wo  die  groBere  c-Geschwindigkeit  in  den  Schichten  mit  un- 

5)  Bezeichnungen  nach  Watson:  Theory  of  Bessel  Functions.  Cambridge.  1922,  p.  78. 
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gerader  Ordnungsnummer  s.at.hat  Die  rugeordne.en  Wellen  laufen  ralml.„iSnmlliR  admell, 
klingen  aber  langsam  mit  der  Tiefe  ab. 

V.  Kryptheterogenes,  periodisch  geschichtetes  Medium 

Abbildune  8  zeigt  die  Resultate  fur  ein  durchwegs  kryptheterogenes  Medium  Die  Dis- 
persionskurven  L  die  nach  Zahl  der  Knotcnebenen  ver.cchicdenen  Wclk-naricn  and  y„erl,el„. 
Dae  Medium  bes.ek  aus  einer  Schich.enfolge,  in  welcber  »wol,  Seim bmmlul  w  e  I  ,el„e  v„„ 
Schicht  m  Schick  vom  einfachen  aim  doppelten  Wert  Inn-  urn  licigch™.  AuUu  din 

. ,,,  •  .  i_ t _ t,  wi/s/Ua  ri,'/.  nrnnneiuresclnvmdigkeiten 


Schicht  zu  Schicht  vom  emracnen  zum  ^ .  .  , , 

geschwindigkeiten  sind  hier  auch  noch  die  Gnippengeschwmdigkeiten  t 

gehen  fur  lange  Wellen  gegen  null 


eingezeiehnet.  Sic 


VI.  Medium  ohne  Unstetigkeiten 

Die  Abbildung  9  betrifft  ein  Medium,  das  im  Gegensatz  zn  <Ieii  i  igmt  Urine  1  nstetig- 
keiten  in  seinen  Eigenschaften  aufweist.  Es  variiereti  (/,  p  und  <  gemati  den  boniiehi 

P-Pof1  I'  7;)  *  '-i1  J 

Das  Integral  der  Gleichung  (4)  wird  hier  (lurch  Besseliuiiktininn  urn  d**t  (  >tdmmg 
gegeben.  Die  Frequenzengleichung  nimmt  die  Form  an: 

^(o  +  KJy,  (0^0 

3  1 

Da  fur  die  hier  auftretenden  Besselfunktionen  Tafeln  vnt  hunden  dud  u  i,  k*'*nm*n  die 
Losungen  numerisch  gefunden  werden.  Die  yaigelibrigen  i>Dj»rf,Mnn‘4aif  \nt  mh*J  algehraKch; 
man  hat  fur  die  Laufgeschwindigkeit  V  und  fur  die  ( irupfiengendm  indi^keil  ( '  die  Ih’/iehungen 
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die  in  Abb.  9  dargestellt  sind  *).  Das  hier  gegebene  Beispiel  ist  das  ersteBeispiel  eines  durchwegs 
stetigen  Mediums,  fiir  welches  die  Querwellengesetze  elementar  berechenbar  sind. 

Die  hiemit  vorgefiihrten  neuen  Beispiele  zeigen,  daB  sehr 
ahnliche  Dispersionskurven,  die  insbesondere  fur  kurze  Wellen  fast 
genau  iibereinstimmen,  zu  sehr^  verschieden  gearteten  elastischen 
Medien  gehoren  konnen.  Selbst  wenn  die  Genauigkeit  der  Be- 
obachtung  der  Laufgeschwindigkeiten  betrachtlich  ware,  wiirde 
es  schwierig  sein,  genaue  Schliisse  auf  das  Medium  zu  ziehen. 

Wie  es  heute  in  Wirklichkeit  in  diesem  Punkte  aussieht,  ist  aus 
der  Fig.  10  zu  ersehen,  die  dem  unter  3)  erwahnten  Buch  von 
Gutenberg  entnommen  ist.  Sie  zeigt,  daB  die  Streuung  der 
Beobachtungen  derart  betrachtlich  ist,  daB  von  einer  Dispersions- 
kurve  noch  kaum  gesprochen  werden  kann.  Um  so  weniger  ist 
es  moglich,  aus  ihr  bitndige  Schliisse  auf  die  Eigenschaften  des 
Untergrundes  zu  ziehen. 

Wenn  die  Zukunft  einmal  ein  vor  allem  homogeneres 
und  auch  reicheres  Material  aus  einem  engmaschigeren 

Stationennetz  liefern  wird,  so  konnen  moglicherweise  die 
Veranderungen  verfolgt  werden,  die  eine  Storung  bei  ihrer 
Fortpflanzung  erleidet.  Aus  ihnen  dfirfte  dann  eine  Charakterisierung  des  elastischen  Unter¬ 
grundes  eher  moglich  sein. 


Abb.  10. 


*)  An  Stelle  von  c0  steht  in  der  Figur  v{). 


La  theorie  thermodynamiquc  dc  la  propagation 

des  explosions 

Par  E.  Jouguet,  Paris 

*  b—  «  vt"- 

St  vSs.  est  de  £*»  *  ", U  S  tS 

au  contraire  dans  un  bee  Bunsik  ou  aux  premiers  instants  <u  . 

allumee  a  I’extremite  ouverte  d’un  tube  (mouvement  umformc  de  MAeu  •  y  ■  '  *  '  [ 

Xsse  eTde  1’ordre  du  metre  par  seconde.  Dans  la  detonation,  k,  tranches  successive, 
du  mSge  It  portees  a  la  temperature  d ’inflammation  par  la  expression  adiabatique;  dans 
la  deflagration,  cet  effet  est  produit  par  la  conductibihte  calori  ique. 

Une  theorie  mathematique  de  ces  phenomenes  a  pu  etre  fade  grace  a  dtux  ukts.  en 
premier  lieu  Schuster  a  songe  a  utiliser,  dans  cette  question,  les  travaux  •  e  Kikmann  et 
d  Hugoniot  sur  les  ondes  de  choc  (1893);  en  second  lieu  Dvmu  a  recherche  conunent  le 
phenomene  chimique  modifiait  l’elasticite  du  milieu  (1896).  L'umon  de  ce,  deux  ule.  s  so ^l.ouce 
dans  une  note  de  Vieilee  (1900)  et  surtout  (et  d’ailleurs  anteneuremen.  a  a  note  de  \  n.  uu,) 
dans  un  memoire  de  Chapman  qui,  grace  a  elle,  a  pu  donner  une  theorie  satisfaisante  de  1  omle 

eXpl°S1jti(mokmeme  developpe  depuis  1901  une  theorie  analogue  a  celle  <!e  Chapman,  sans 
completer  sur  quelques  points,  en  me  plaint  surtout  au  point  <le  vue  ,le  leur  confrontation  avec 
par  celles  de  MM.  Crussard,  Taffanel  et  Dautrxche  se  trouve  dans  ma  des 

Explosifs,  paruefin  1916.  Je  voudrais  ici  revenir  sur  les  principaux  resultats  obtenus  pour  les 
completer  sur  quelques  points, en  me  plagant  surtout  au  point  de  vue  de  leur  con  trout  at  ion  avec. 
les  experiences  anciennes  ou  recentes. 

Proprl6t6s  generates 

2.  —  Je  supposerai  dans  mon  expose  qu’il  s’agit  de  melanges  gazeux,  me  reservant  de 
revenir  plus  tard  sur  les  explosifs  solides.  L’etat  d’un  melange  gazeux  combust ihh*  sera  defini 
par  son  volume  specifique  a,  sa  temperature  absolue  T  et  une  variable  chimique  a.  variant  de 
0  a  1,  marquant  le  degre  d’avancement  de  la  reaction.  La  vitesse  de  icaction  depend  de  1  etat 
actuel;  done 

.  (0 


On  peiit  representer  l’etat  du  fluide  par  un  point  de  IVspace  7,  o,  %  (dtagramme  d$ 
at  Duhem).  Les  etats  cl  equilihre  cor  respondent  aux  points  d  une 

T  VF7\  surface  EE',  A  chaque  point  de  respace  correspond  une  vitesse 

j/  /  de  reaction.  Nous  admettrons  quYtn  pent  tracer  tine  surface  IV 

.fly  ,  separant  les  points  oft  la  vitesse  de  reaction  est  enorme,  pratique* 

11/ _ ment  infinie,  de  ceux  oft  elle  est  fmn\  En  fait  la  vitesse  de  reac- 

/  I  r  tion  varie  rapidement  a  la  t ravers ev  dum*  /ahw  vtroitc  et  non 

Fig.  i.  brusquement  au  passage  d’une  surface.  La  nut  ion  de  surface  IV 

*  n’est  done  qu’une  approximation  assess  grossiere,  mats  les  re- 

cherches  experimentales  sur  la  temperature  d* inflammation  montrent  qu»\  tout  au  mnins  pour 
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certains  problemes,  cette  approximation  est  acceptable.  Aux  hautes  temperatures,  la  surface 
IT  vient  se  confondre  sensiblement  avec  EE'. 

Tragons  encore  la  surface  de  Duhem  DD '  separant  les  points  ou  une  reaction  adiabatique 
a  volume  constant  est  acceleree  (points  interieurs  a  DD' ,  au-dessous  de  DD'  sur  la  fig.  i)  de 
ceux  ou  une  telle  reaction  est  ralentie  (points  exterieurs).  Cette  surface  coupe  la  surface  II' 
suivant  une  ligne  e. 

3.  _  Notre  theorie  des  flammes  les  considere  comme  des  quasi-ondes  de  choc  et  com¬ 

bustion,  c’est-a-dire  comme  des  zones  tres  etroites  ou  les  variables  a,  T,  a  subissent  des  variations 
tres  rapides.  En  premiere  approximation,  ces  quasi-ondes  seront  regardees  comme  des  surfaces 
d’onde  rigoureuses  ou  a,  a  subissent  une  discontinuity  Etudions  ici  les  mouvements  par 
tranches  parallels  normales  a  ox.  Soient  1  et  2  les  etats  du  fluide  avant  et  apres  le  front  de 
l’onde,  U  l’energie  interne  speciflque,  p  la  pression  (fonctions  connues  de  T ,  a),  u  la  vitesse 
du  fluide,  Dv  D2  les  celerites  de  l’onde  par  rapport  a  la  matiere  dans  les  etats  1  et  2.  Les 
equations  des  ondes  de  choc  et  combustion  sont: 


-A  =  -A 


P%  Pi 

H  —  ui 


a22  -  ax  —  a2 


>  Equations  de  RlEMANN 


(2) 


(Pi  +  As)  (a8  —  at)  +  2  (£/a  —  =  °  Equation  d’HUGONlOT  ) 

La  transformation  du  fluide  a  l’interieur  de  la  quasi-onde  est  representee  par  une  ligne 
IP  qui  penetre  forcement  dans  la  region  des  vitesses  de  reaction  infinies.  Nous  admettrons 
que  le  point  final  P2  est  situe  sur  la  surface  d’equilibre  EEf ,  si  bien  que  l’etat  du  fluide  en  ce 
point  verifiera  Tequation 


g  («2>  T*  ct2)  =  0  .  (3) 


Nous  d irons  alors  que  l’onde  de  choc  et  combustion  est  complete,  ce  mot  signifiant  non  pas  que 
la  combustion  est  rigoureusement  totale,  mais  qu?elle  amene  en  un  point  de  la  surface  d  equilibre. 
D'ailleurs  la  dissociation  est  generalement  faible,  la  combustion  est  generalement  presque  totale 
et  a2  est  voisin  de  1.  Quelquefois  cependant  on  peut  etre  conduit  a  envisager  des  dissociations 
assez  notables. 

L'etat  1  etant  un  etat  homogene  de  repos  (cq,  Tv  constants,  ux  =  o)  (2)  et  (3)  de- 

finissent  les  quantites  Dv  D2,  a2,  T2f  a2,  u2  (et  par  suite  p2)  en  fonction  de  Tune  d’entre  elles. 
Representons,  avec  M.  Crussard,  p%  en  fonction  de  o2.  La  courbe 
(dite  d’HuGONiox)  a  Tallure  FPBCG  (fig.  2).  Un  point  M  quelconque 
correspond  a  une  onde  susceptible  de  se  propager  dans  1’etat  I  et  dont 

la  celerite  est  ax  y  tg  ItfAa*  Toutefois  les  points  de  l’arc  BC  ne 
correspondent  pas  a  des  ondes  possibles,  car  leur  celerite  est  imagi- 
naire.  Les  ondes  possibles  se  groupent  en  ondes  propageant  une 
augmentation  de  pression  (arc  FB)  et  en  ondes  propageant  une 
diminution  de  pression  (arc  CG).  Les  premieres  paraissent  cor¬ 
responds  aux  detonations,  les  ■  secondes  aux  deflagrations.  J’ai 
indique  cette  distinction  des  1906.  M.  Crussard  et  moi  lavons  precisee  en  1913  et  1914 1)« 
Elle  a  ete  adoptee  par  M.  Becker  en  1917 2). 


*)  Journal  de  Math,  pures  et  appliquees  T.  II,  p.  81;  C.  R.  de  FAe.  Sc.  Paris  T,  157,  p.  545  J 
Technique  moderne,  aout  1914. 

2)  Z.  f.  Elektrochemie  T.  23,  p.  40. 
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4.  —  Dans  le  mouvement  2  qui  suit  1  onde,  le  fluide  subit  une  transformation  adiabatique 
au  cours  de  laquelle  nous  supposerons  que  son  etat  reste  sur  la  surface  EEf  ( g  =  0)  avec  a 
d’ailleurs  voisin  de  1.  II  peut  done  y  avoir  une  combustion  residuelle,  mais  elle  est  generale- 
ment  faible  et  en  tout  cas  reversible.  Soient  E2  la  vitesse  des  ebranlements  infiniment  pet  its 
(vitesse  du  son)  par  rapport  a  la  matiere  dans  Vet  at  2,  E1  la  vitesse  du  son  dans  letat  1.  On 
peut  montrer  que: 


P0llr 

les  ondes 

de  1’arc 

FP, 

on  a  i)2  <  E2 

A>A 

pour 

celles  de 

l’arc 

PB, 

»  *  A>A 

Di  >  A 

CQ, 

»  »  A  <  A 

A  <  A 

»  » 

3> 

QQ, 

»  »  £>2  >  E2 

Dx  <  Et 

La  propagation  des  ondes  des  arcs  PB,  QG  est  indifferente  aux  conditions  aux  limitcs 
en  arriere,  les  perturbations  produites  par  les  variations  de  ces  conditions  ne  pouvant  pas 
atteindre  la  flamme  puisque  D2  >  Er  II  en  est  de  meme,  a  la  limite,  des  ondes  P  et  Q  pour 
lesquelles  D2  =  Er 

Pour  etudier  l’alteration  des  ondes  se  propageant  dans  un  etat  homogene,  designons  par 


<5  la,  differentiation  prise  en  suivant  le  front  de  l’ onde  et  par 
de  la  courbe  d’HuGONiOT  en  un  point  M.  On  tire  de  (2) 


le  coefficient  angulaire 


Sa2  = 


Sv  _  A2  +  A2  * , 

Su2-~ - ^—8  A 


A2-//2 


8  A  (4  c) 


2  U2  —  Ux  J2  -s*  Vf'/  | 

D  autre  part  les  equations  du  mouvement  adiabatique  2  derriere  le  front  de  l'onde 
donnent: 

+  =  +  .  G 

Avec  nos  hypotheses,  cr22-^  est  egal  a  ~  E2\  done  (5)  s’dcrit 


^\S£a_  2  da2 


A22,  done  (5)  s’dcrit 
:  a!2  ~dt  ~  Ez)  ••• 


II  y  a  d’ailleurs,  entre  A  et  Ev  la  relation  suivante.  Remplaqons  la  variable  T  par 
1  en.ropie  ,y  et  considerons  le  determinant 


3A 

3a 

3^ 

3a2 

3«2 

5A 

3A 

3-Sjj 

. 

3s2 

3^2 

3A 

Si 

3A 

3a2 

3a2 

3o2 

Designons  par  A,  B,  C  les  mineurs  de 


la  derni^re  ligne. 


On  a  A2  A 2  

bTZTeY- 

et  on  peut  montrer  que  ce  rapport  est  positif 


2  A 

2  A  -f  C  "• 


pour  les  ondes  de  choc  et  combustion  completes. 


A  est  negatif  pour  les  points  P2  (fig.  i)  exterieurs  a  la  surface  DD'  de  Duhem,  positif 
pour  les  points  interieurs.  B  est  positif  car  cette  condition  exprime  qu’une  combustion  adia- 
batique  a  volume  constant  fait  croitre  la  pression.  C  est  probablement  positif. 

Les  detonations 

5.  —  M.  Chapman  a  annonce  le  premier  (1899)’  que  l’onde  explosive  etait  l’onde  P 
(fig.  2).  Je  suis  arrive  independamment  a  la  meme  idee  en  1904.  La  vitesse  de  l’onde  P  pouvant 
se  calculer  a  partir  des  donnees  thermodynamiques  des  melanges,  cette  idee  est  verifiable.  On 
trouvera  dans  mon  memoire  du  Journal  de  Liouville  de  1905 — 1906  et  dans  ma  Mecanique 
des  Explosifs  les  calculs  que  j’ai  faits  pour  20  melanges  et  on  verra  que  l’accord  de  la  theorie 
et  de  l’experience  est  satisfaisant. 

Mais  j’ai  employe  dans  mes  calculs  les  chaleurs  specifiques  de  Mallard  et  Le  Chatelier 
que  l’on  sait  aujourd’hui  varier  trop  vite  avec  la  temperature.  Aussi  ai-je  juge  utile  d’en 
reprendre  quelques-uns  avec  les  formules  de  Kast  deduites  des  experiences  de  Pier  et  Bjerrum. 
J’ai  obtenu  les  resultats  du  tableau  suivant  en  negligeant,  pour  la  commodite  du  calcul,  la  com¬ 
bustion  residuelle  reversible  qui,  dans  le  mouvement  2,  fait  depiacer  un  peu  le  point  repre- 
sentatif  sur  EE'.  Mais  j’ai  verifie  que  la  correction  a  apporter  de  ce  chef  serait  faible  et  ferait 
baisser  legerement  les  celerites  calculees. 


Calcul  avec  les  chaleurs  specifiques  de: 


Melanges 

Mallard  &  Le  Chatelier 

Kast 

Celerite 

Degr£  de 
dis¬ 
sociation 
(admis) 

P2 

t2 

Celerite 

Degre  de 
dis¬ 
sociation 
(admis) 

Pa 

t2 

Celerite 

observee 

(Dixon) 

2  H2  +  O2 

O 

17.5 

3-956 

2.629 

O 

21,1 

4.780 

2.907 

2.821 

2  H2  +  0® 

25°/o 

17.4 

3-55° 

2.664 

35% 

18,5 

3-950 

2.864 

M 

GO 

2H2+02+5H2 

0 

14.4 

2.596 

3-526 

0 

16,15 

2.940 

3-767 

3-530 

CO  +  0 

0 

17,2 

3-852 

1.664 

O 

26,3 

6.000 

2.106 

*•75° 

CO  +  O 

35% 

I7;35 

3-350 

1.687 

45% 

21,0 

4.000 

1.910 

1.750 

Ce  sont  les  resultats  avec  dissociation  qui  doivent  etre  compares  a  1’experience:  en  effet 
les  degres  de  dissociation  admis  ne  sont  pas  arbitrages  mais  resultent  d’une  extrapolation  de  ce 
que  nous  apprennent  les  chimistes.  On  peut  voir  que  l’accord  reste  assez  satisfaisant,  etant 
donne  qu’il  s’agit  d’une  premiere  approximation  et  que  les  calculs  exigent  une  extrapolation 
tres  large  des  donnees  numeriques  relatives  aux  chaleurs  specifiques  et  a  la  dissociation. 

6.  _  Le  choix  de  l’onde  P  pour  representer  l’onde  explosive  ne  resulte  pas  simplement 

d’une  intuition  heureuse.  Pour  ma  part,  j’y  suis  parvenu  en  remarquant  que,  expei imentalement, 
l’onde  explosive  se  presente  avec  une  vitesse  constante,  independante  des  conditions  aux  limites 
en  arriere.  Les  formules  (4)  (6)  (7)  permettent  de  bien  preciser  ma  pensee. 

Pour  que  D%  reste  constant,  il  faut,  ou  bien  que  dp2  =  0,  ou  bien  que  D2  =  A%  =  E2. 

Mais  (6)  montre  que,  sauf  le  cas  tout  special  ou  =  0,  la  condition  dp2  =  0  se  confond 
avec  D2  =  E2  =  A2  qui  determine  precisement  l’onde  P. 
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Allons  plus 
ou  PB.  Supposons 


loin  et  considerons,  avec  M.  Crussard,  une  onde  M  quelconque  des  arcs  FP 
ce  qui  est  certainement  le  cas  general.  Les  formules  montrent  que 


Tonde  M  se  rapproche  progressivement  de  l’onde  P  qui  est  done  stable.  On  explique  tres  bien 
ainsi  la  permanence  reconnue  a  l’onde  explosive  par  les  experimentateurs.  Et  le  raisonnement  fait 
prevoir  qu’on  peut  observer,  dans  certains  cas,  des  flammes  plus  rapid es  que  I’onde  explosive, 
passant  progressivement  a  celle-ci.  M.  Laffitte  a  effectivement  observe  de  telles  flammes  en 
provoquant  l’explosion  de  CS2  +  3  02  par  du  fulminate  de  mercure  (Annales  de  Physique,  ioe 
Serie,  Tome  4,  1925). 

7.  —  En  allumant  les  melanges  gazeiix  par  Tetincelle  electrique,  M.  Laffitte  a  observe 
une  propagation  moins  rapide  que  l’onde  explosive,  se  transformant  en  onde  explosive  avec 
une  certaine  discontinuite.  Je  pense  que  cette  propagation,  que  j’appellerai  prHiminaire,  est 
une  quasi-onde  de  choc  et  combustion  tres-incomplete,  suivie  d’une  combustion  residuelle  irre¬ 
versible.  Cette  interpretation  expliquerait  que  l’onde  preliminaire  donne  une  luminosite  moins 
forte  et  plus  durable  que  Tonde  explosive.  Quand  l’onde  explosive  se  declenche  et  est  lancee  en 
avant,  la  discontinuite  proviendrait  du  passage  d’un  regime  avec  combustion  residuelle  irre¬ 
versible  a  un  regime  avec  combustion  residuelle  nulle  ou  tout  au  moins  tres  faible  et  reversible. 
En  meme  temps  est  lancee  en  arriere  une  onde  que  serait,  elle  aussi,  a  la  fois  mecanique  et 
chimique  et  ou  la  combustion,  non  encore  terminee,  s’acheverait. 

Pour  une  onde  de  choc  et  combustion  comme  celle  que  nous  imaginons,  on  pent  encore 
ecrire  les  formules  (2)  (4)  (5)  mais  (6)  doit  etre  remplacee  par: 


l3+  i2J  St  a22 


-“2a  )  1 - Y~ 


(«) 


oii  est  la  vitesse  des  petits  ebranlements  dans  l’6tat  2  calculee  dans  I'hypoUu'-si •  m)  la  reaction 
ne  joue  pas.  (4)  et  (8)  montrent  que,  pourvu  que  la  combustion  residuelle  soit  assez  rapide  {g  assez 
grand)  et  que  D2  <  A,  la  pression  peut  augmenter  et  la  celerity  Dx  s’accelerer  comme  le  montre 
l’experience. 

Pour  entrer  davantage  dans  le  detail,  on  peut  faire  plusieurs  hypotheses.  Iiu  void  deux. 

II  y  a,  dans  la  quasi-onde,  une  combustion  representee  sur  la  fig.  r  par  une  liguein ,  qui 
penetre  a  l’interieur  de  II'  et  qui  aboutit  en  un  point  de  cette  surface.  Au  voisiuage  den.,,  Ia 
reaction  doit  aller  en  se  ralentissant  puisqu’on  revient  sur  II'.  Cette  condition  sexprime,  dams 
le  systeme  de  variables  «,  s,  a  par 


da  ^  A  g 

dt  >~T  /_2g\  .  (9) 

avec  g  et  ~~  positifs  par  les  lois  de  la  vitesse  de  reaction.  Comme,  dans  la  quasi-onde,  <r^  est 

negatif,  A  doit  etre  negatif.  Le  pointn2est  done  forcement  sur  la  partie  d'de  la  surfaccll'. 
La  combustion  residuelle  se  fait  ensuite  suivant  l’arc  n2  R  avec  une  vitesse  non  infinie,  mais 
encore  grande,  en  raison  de  la  temperature  elevee.  La  condition  (9)  exprime  que  la  compression 
dans  la  quasi-onde  n’est  pas  trop  rapide.  Quand,  au  fur  et  4  mesure  de  la  propagation,  la 
pression  pt  augmente,  l’onde  se  raidit,  la  condition  (9)  cesse  d’etre  verifiee;  on  passe  a  l’onde 
de  choc  et  combustion  complete;  l’onde  explosive  apparait. 

On  peut  aussi  supposer  qu’aucune  combustion  ne  se  produit  dans  l’onde  de  choc.  Le  point 
2  se  trouve  alors  enl.  Dans  la  combustion  residuelle,  le  point  representatif,  ou  bien  sort  a  1’ex- 
teneur  dell  ,ou  bien  (si  les  vitesses  de  reaction  a  gauche  de  I  sont  trop  faibles  a  cause  de  la 
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basse  temperature)  reste  dans  l’epaisseur  de  la  zoneII',car  nous  devons  nous  rappeler  que  la 
surfacell'  est  en  realite  une  zone  d’une  certaine  epaisseur.  II  est  necessaire,  pour  cela,  que  la 
condition  (9)  soit  verifiee  avec  A  >  0.  Le  fluide  doit  done  se  dilater  dans  cette  combustion 
residuelle.  Au  fur  et  a  mesure  que  p2  augmente,  l’onde  de  choc  amene  le  fluide  a  une  temperature 
de  plus  en  plus  elevee,  en  un  point  de  la  zone  I  ou  la  vitesse  de  reaction  g  est  de  plus  en  plus 
grande.  La  condition  (9)  cesse  alors  d’etre  verifiee,  le  point  representatif  penetre  a  l’interieur 
de  1 1 '  et  l’onde  explosive  apparait. 

MM.  Dumanois  et  Laffitte  ont  observe  que  le  regime  preliminaire  durait  moins  long- 
temps  quand  la  pression  initiale  etait  plus  forte1).  Les  lois  de  la  vitesse  de  reaction  sont 
encore  trop  mal  connues  pour  donner  de  ce  fait  une  explication  absolument  certaine.  Toutefois 
l’analyse  qui  precede  montre  qu’il  n’est  pas  etonnant  que  la  pression  rende  plus  difficile  la 
realisation  de  la  condition  (9),  peut-etre  en  augmentant  A. 

Le  regime  preliminaire  apparait  aussi  quand  l’onde  explosive  se  propageant  dans  un  tube 
rencontre  un  elargissement  brusque.  L’onde  explosive  s’eteint  alors  partiellement,  fait  place 
a  une  propagation  du  type  preliminaire  qui  la  regenere  ensuite  au  bout  d’un  certain  parcours. 

8.  —  Nous  nous  sommes  jusqu’ici  occupes  exclusivement  des  ondes  planes.  Pour  voir 
comment  une  flamme  se  propage  dans  Tespace -a  3  dimensions,  etudions  les  ondes  spheriques 
centrifuges.  Les  formules  (2)  (3)  (4)  (7)  peuvent  etre  etendues  a  ce  cas,  u  designant  la  vitesse 
suivant  le  rayon  r.  Mais  (6)  doit  etre  remplace  par: 

/  .  D22\  8j>2 _  2  /  r)  2  p  2\  4  u  -^22 


Ces  formules  montrent  que  la  vitesse  ne  peut  etre  uniforme  que  si  dp2  =  °>  e’est-a-dire 
si  on  a  a  tout  instant: 


A2  =  E£  + 


2  u2  a2  -^22 
r 

dt 


(10) 


La  realisation  rigoureuse  a  tout  instant  de  cette  condition  souleve  evidemment  des  diffi- 
cultes.  Aussi  avais-je  dit  autrefois  qu’on  ne  pouvait  probablement  pas  observer,  en  ondes 
spheriques,  de  propagation  a  vitesse  uniforme.  Or  il  semble  bien  que  M.  Laffitte  en  ait 
obtenu  une  en  faisant  detoner  une  amorce  au  fulminate  de  mercure  au  centre  d’un  ballon 
contenant  CS2-)- 3  O2.  Le  principe  de  l’explication  de  cette  experience  —  principe  qu’il  serait 
interessant  de  developper  par  de  nouvelles  recherches,  experimentales  ou  theoriques  —  me 
parait  le  suivant.  Quand  on  provoque,  en  propagation  spherique,  l’onde  P  (et  la  vitesse  mesuree 
par  M.  Laffitte  montre  bien  que  e’est  d’elle  qu’il  s’agit)  Fequation  (10)  n’est  pas  verifiee  au 
debut  et  Sp2  n’est  pas  nul.  Mais,  par  (4)  et  (7),  SD%  =  0  parce  que  Z>2  =  E2  =  A.  II  est  vrai 
que,  la  pression  baissant,  cette  condition  ne  se  maintient  pas  aux  instants  suivants.  Mais  on 
voit  que  D%  peut  rester  sensiblement  uniforme  assez  longtemps.  Plus  tard,  r  devient  grand  et 
(10)  est  approximativement  verifiee  pour  D2  =  E2  =  A . 

M.  Laffitte  a  aussi  allume  le  centre  du  ballon  contenant  CS2  +  3  O2  en  y  faisant  deboucher 
un  tube  ou  se  propage  l’onde  explosive  plane.  Dans  ce  cas,  l’onde  explosive  s’eteint  partielle¬ 
ment  au  debouche  du  tube,  comme  elle  s’eteint  aux  elargissements  brusques;  le  regime  de  pro¬ 
pagation  qui  s’etablit  est  du  type  preliminaire  et  M.  Laffitte  n’a  pas  observe  qu’il  ait  regenere 
l’onde  explosive  spherique.  C’est  qu’un  mouvement  par  couches  spheriques  est  en  somme  un 

*)  C.  R.  Ac.  Sc.  T.  183,  p.  284,  26  juillet  1926. 
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dtt  fluule  en  arriere  tin  front  *'s!  i,Su"  ,;‘l*uk'  qu’en  tranches 

elargissement  continu;  la  .  (lt.  ,;i  ifcm-in,  <tig.  *  •  'W»  **  vitesses 

paralleles,  ce  qui  s’oppose  a  la  pent 

de  reaction  infinies.  ,  vi  motion  dr  rum  If  t-Kj*!*  an  pn-r-agr  de-  rlargi>,.sontonts 

M.  Dumanois  a  utilise  ux >  illt,nu,  k-  u.e.ne  t-lfvt  que  !r,  antidetonants 

poor  produire,  dans  to  ,  s  .. 

(Comptes-Rentlus  dc  l’Ac.  dos  Sciences  1.  .S-.- 


lange  gazeux 


Les  deflagrations  „|lsl.,v,-  .la»»  un  lav  ltun.m  ini  mix  praiiim 

.full  l»k 

“  . . - . . .  •'  *  >■- « e * 

“  . . . . *  !■"'  ■> . .  *m 

lange  gaaeux  combusli  ^  ajuU|!i.  i;m,-m™i  • . .  .  i.ll.nmu,-  te  sa>  a  la 

I  ’  sortie* e'ebt  U*  cone  «*■/•  qu»  untuifiir  U  -tui.uv  d'.-ii  U-  dr  deflagration. 

I  a  ?  supposons  la  prcs.siun  v«i  p‘,  egale  •*  la  pi.-mv  dr  la  flanmu-. 

P  Alors  la  presMon  en  //,.  ««  !'•“  'u"  l*  r'n,'u  j/>  ,bit 

- ^  legerement  plus  grande  que  U  P»e.m>u  /■'  *tu.  U'Mruil  'Ians  crtle 

I  Kg- 3-  .section  s’il  n’y  avail  pas  dr  il.mmn-  M  |-.m  qur  k-  debit 

,  .  «  iytr  exemitU*,  p;u  nu  d»  Maiiottr 1  t  .dluuuge  *!*■  la  tlitumn- 

tot  ZTJ*!  par  line  %hr’«« . . .  '  1  . . .  ^ 

de  Liouville  de  1920,  Cette  augmentalnai  .toil.  I.-.  l»l«>'l . .  'I*-  V  nnlimUl.  Idle 

alienees  ont  M  ties  imparfa .  Mai-  'I . . . . .  . . .  * 

certaines  anomalies,  elles  ont  bien  «>i>  en  Evidence  . . .  . . I"  . .  '  *<« 

la  vitesse  de  l’onde,  comme  il  le  fallait.  t  vlt.-  ,u4*m«-nu !»..,*  f».ut  »* -uk.  ut  m.t.d.lfmu.i  pl.h 
faible  que  ne  l’indiquait  le  calcul,  de  1‘wdir  de  qt«  kpn-.  Venn-  mr  .  k  utdlnin  u«  .  4  rati,  tilot.s 
que  le  calcul  donnait  quelques  dixiemes.  .Mats  h*  vaktil  n  | *«;-«•  -m  k  •  h .  s-Ui, tm  pen  ««»>• 
sieres.  II  n’est  nullement  sur  que  la  pressi.m  en  /IM  suit  e«alr  a  t  !<  •  <  ss‘"  '  d  evli.uilleimut 
troublent  certainement  le  regime  des  presskms.  |t‘atit»r  |mii  la  ‘'‘.adai  »  •'  1  ’•«*”  ‘»«u*  ^ 

complete  dans  la  quasi-onde.  ^ 

xo.  —  On  pent  montrer  qu^  kh  on«ks  «k  l\iu*  t  O,  k'  vr-  !  **n<U  *.*,  wthM 

plutot  a  s’en  filoigner.  Dans  la  deflagration,  un  iitna  d..|4r  i\ *  ■,  * '«  1  V 

bations  venant  de  l’arriere  atteindrant  la  llamme  el  la  detsUir  nunt,  i  !<»<•«•  .  Uniu  pat  h* 

propager  dans  un  milieu  agile  et  que  la  tegulutile  dr  >,t  un  .,r  dr p.u.uUa  *  *la  ed  c«m- 

forme  a  l’experience,  qui  a  montre  que  la  deflagration  rUt!  brasnoup  iiu.m'-  table  que  Imk 

explosive. 

n.  —  Dans  la  deflagration,  c'eM  la  enudueidnlitr  e.d* .niiqur  >pn  j  wv  1<  ga/  a  •*»  tem¬ 
perature  d’mflammation,  Le  phenomene  se  passe  a  riutetirtsi  de  la  ?jiu-4  lr  <  t,  j»*wt  leluilur. 
il  faut,  pour  ainsi  dire,  examiner  la  structure  de  evitr  qn.e<i  »4i  3r  .im  nu  i>n«  ,4,.,  i  .rinent. 
Je  me  suis  en  consequence  {>ose  le  prubleine  siiivaut, 

Etudier  le  mouvement  permanent,  pat  tumdirs  pr»p«  ndiewlmr .  a  <* ,  4 'tns  melange ga«ux 
dans  les  conditions  suivantes.  Une  flainiue  est  Htatiunnatte  dair-  lr  i.ruaij’,  ’»  la  uaudie  x 

o;  le  gaz  ne  brulc  pas  de  x  =  —  «>.  4  a'  _  u;  il  bitik*  de  a  . .  d  a  j  •  :  *  u  aiMitbsw1* 

de  la  chaleur  se  fait  par  conduct  ibilite. 

.  .  L’&tonc6  meme  du  probleme  supptise  qu'tm  admrl,  a  tine  d  aj.pju-.ius.inun,  que  la  virtue 

de  reaction  est  nulle  au-dessous  de  la  temjteiature  ir«itil.*»uti5att«»ii  %  du  p<aut  I  Uig  t  i.  ^*B,re 


part,  de-rz=:  —  ooa  jr  =  +  oo,  la  structure  du  fiuide  est  Tirnage  grossie  de  ce  qui  se  passe  en 
realite  dans  une  quasi-onde  tres  etroite.  A  cette  echelle,  il  ne  faut  pas  considerer  les  yitesses 
de  reaction  a  droite  de  I  comme  infinies.  On  les  suppose  definies  par  (i).  On  montre  alors 
que,  l’etat  initial  ax  —  o,  Tv  ax  (etat  du  fluide  pour  x—  —  oo)  etant  donne,  Tonde  permanente 
est  determinee.  II  est  naturel  de  penser  que  c’est  elle  qui  constitue  la  deflagration  type. 

On  peut  aller  plus  loin  en  supposant  la  pression  dans  tout  le  fluide  sensiblement  la  meme 
et  egale  a  pv  L’expression  (i)  sera  remplacee  par 

...  . .  (II) 

Soient  R  la  constante  du  gaz,  n  (a)  le  nombre  de  molecules  grammes  contenues  dans  l’unite  de 
masse,  C  la  chaleur  specifique  a  pression  constante,  k  le  coefficient  de  conductibilite  (k  et  C  sup¬ 
poses  constants),  ®  la  temperature  de  combustion  a  pression  constante,  D  la  celerite.  Dans 
toute  la  region  du  fluide  ou  celui-ci  brule,  on  montre  que  Ton  a: 


dT  _  D2  CR  n  (a)  T  rr  -  ,  nvl 

da.  ax2  px  kf(*,T,p^T  Ti+a(Ti  .  (I2) 

Cette  equation  s’integre  sans  difficulte  si  on  suppose  (a)  que  la  reaction  est  monomole- 
culaire  (b)  que,  au-dessus  de  la  temperature  d’inflammation  t  ,  la  vitesse  de  reaction  est  sen¬ 
siblement  proportionnelle  a  T  (on  verra  dans  ma  Mecanique  des  Explosifs  pourquoi  cette  hypo¬ 
these  est  grossierement  acceptable).  La  fonction  f  est  alors  MT  (I — a)  et  on  trouve,  en  negli- 
geant  la  contraction  (n  constant) : 


JHai  donne  cette  formule  en  1913  (C.  R.  Ac.  Sc.  T.  156,  p.  1052).  En  1915,  M.  Nusselt 
a  cherche  a  la  generaliser  et  a  Tappliquer  aux  reactions  plurimoleculaires  (V.  D.  I.,  Bd.  59,  S.  872). 
Son  calcul,  a  propos  du  melange  H2  +,  air,  presente,  jecrois,  une  erreur  pour  le  cas  ou  1’hydrogene 
est  en  exces.  C’est  une  simple  inadvertance,  mais  qui  modifie  notablement  la  formule  a  em¬ 
ployer  dans  ce  cas.  D’autre  part,  M.  Nusselt  introduit  une  hypothese  sur  la  chaleur  degagee 
par  unite  de  longueur  qui  me  parait  peu  satisfaisante.  II  m’a  done  paru  inter essant  de  reprendre 
autrement  la  question. 

Supposons  que  la  reaction  chimique  transforme  deux  corps  Cx,  C2  en  d’autres  corps 
C\,  C'2  suivant  1 ’equation  chimique: 

vi  +  v2  Q  =:  vi  “f"  V  C2 

Soient  xv  x2  les  proportions  en  volume  des  gaz  Cx,  C2  dans  le  melange  non  brule.  Le 

PC  PC 

corps  C2  sera  celui  qui  est  en  exces,  de  sorte  que  — -  — .  La  reaction  chimique  jouera 

V1  V2 

a.  n  (<?)  — fois,  a  variant  de  o  a  i .  On  posera  b  =  Vl. 


Si  l’on  accepte  la  loi  d’action  de  masse  des  chimistes,  on  devra  ecrire: 


da.  _  ,  ^  A  ^  _  h  (T) 

dt  f  a’  RTV  1  +  v2 


_/lVl+va- 


•  1^1  »(<0j 


Vj+Vjs-I 


v,  v,  (I  —  «)Vl  (P  —  «)V2  ,  . 

v> ' v'  (,4) 


la  fonction  h  ( T )  croissant  avec  la  temperature.  Conservons  1  hypothese  (b)  ci-dessus,  e’est-a- 
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E,  J  o  u  <;  r  i*'  t  »  i*  \  i«  i 


u  (rr\  cnit  tc?l  cut 6  IVxpressit nit  H-M  ^  t^tub*  \  1  i  '  1  C  ® 

dire  supposons  que  h  (1)  soil  tei  qut  iut  (*  |*)|vi+V-i 

avec  M  constant.  L’equation  (12)  est  aloes  lini-airr  e«i  T.  1W* 


rc 

F(a) 


]V.  i  Va  1 


(I  «)v*  ('' 


La  celerite  est  determine  par: 


,  _  WRC  /••(*) 

*  (/a  a 


:  /, 
H  /, 


Cette  formule  permet  ties  calculs  miment|ue*.,  daiUttu  *.  pemldf.,  1  Cuttle  part,  on  en 
tire  la  limite  superieure  suivante,  oil  n'  est  It*  minimum  do  n  mi 


D<"\!  RC S'*  «\  *  /, 

En  remplagant  M  par  sa  valour  tiree  do  (14)  ft  en  neglige, mi  la  e< <nt!.u'tn <it; 


Upx  ki> 


H  ; 


'  V  tv'  fv“  A’v‘  '''*■*  1 


,  ,  ..  «  = 
"  \  .  /, 


Cette  limite  coincide  avec  la  formule  <ie  M.  Nrsxi  t.r  »■<  u  tiger.  is  an  1.-  melange  //s  |  -  air, 
si  l’air  est  en  exc£s,  le  corps  t  est  rhydrogene,  v,  /,  •/_.  t  «-t  Jr  ptuditii  v,  i}'>,  *  .*av*  est 
2*^0 (comme  dans  la  formule  de  Nu.sski.tj.  Si  ati  contram*  II  ••••!  rtt  •  sei-s,  |»*  corps  1  est 

l’oxygenev^i  v2  =  2  ct  v,  xpx  ~ «  .t./t -■  .i'-.  {en  dexamud  ;mv  Xtr,  rln 

/  ii  f  x  f 

M.  Nusselt  a  compare  sa  formule  avec  t'exjtet  inter  rtt  ttj >j ^  *  .,us t  qm-  '  ^  est  in¬ 
variable  quand  la  composition  du  melange  varie  et  eti  determinatt*.  »-t  tt«-  ei.ji-.uutr  de  maniere 

Y®.  a  avoir  one  latum*  et  met  m  latter  \t«tr.  avun  teptis  ws  cal¬ 

culs,  d’altortl  pom  euntgei  l  et  lent  *  igualre,  eu  suite  pour 
nous  servir  tie  1 1 5 .*  et  mat  de  t  Ho  -pit  tie  domtc  qu’une 
limite  iettre,  avoir  d'.ttlieut  ■  adoptr  Irs  mettles 

/ /  \  domuVs  que  M.  XrssiM  t  j«.m  « h,  *,  H  ri  11011*  avmis 

/  7  \  V  considere,  avec  lui,  emmim  tine  eoti-dante  a  deter- 

/  /  \  \  +  v» 

y  \  \  H'»tcr.  La  tig,  4  tit itiue,  pout  le  melange  II  <  .tit,  la  coni- 

/  1  paraison  du  ealeul  par  !V«j»aUo»  u'U  .me  le  .  experiences 

f  1  do  H award  et  ( irAt. wva. 

5  S  $  $  Q  oS~^T  L’amtnl  est  l««in  tlVue  ’..tirdar-atit,  Mittmit  >j»uud  ily 

Fig. 4.  a fxces  «ri IvdntgPiH*.  Mai*,  t!  ite  i,nti  p.r.  Hittmer.  tin* 

T  =  Teneur  en  Hydrogene  »/„.  Strait  pas  Mirpreuattl,  d  apl-  t  t'e  title  tst  <11*  ottf  Ultpl  I  !■  '  fxl*' 

000  =  Experiences  de  Le  Chatelier.  *  ,  ,  . 

C - riences  de  Dixon  et  »!«•  h«-s  e»41,i!a.ialeiif  * ,  ‘jue 

diminuat  quand  l’Oxygene  est  en  defaut.  D'autre  part  pltrieui>  *  impliiieati< m-*  etttiti'staWes 

20 


E.  Jouguet,  Paris 


ont  ete  faites  dans  les  calculs,  et  notamment  on  a  utilise  la  notion  de  temperature  d’inflammation, 
dont  la  precision  n’est  pas  absolue.  Comme  nous  le  disions  en  1913  quand  nous  avons  donne  la 
formule  (12),  il  ne  faut  pas  attacher  aux  formules  de  ce  type  une  importance  exageree:  les  lois 
de  la  vitesse  de  reaction  sont  encore  trop  mal  connues.  Qualitativement,  cependant,  remarquons 
les  deux  resultats  suivants.  Nous  obtenons  un  maximum  de  vitesse  deplace,  par  rapport  au 
melange  de  composition  exacte,  dans  le  bon  sens;  d’autre  part,  ce  maximum  ne  correspond  pas  a 
un  angle  vif  de  la  courbe  et  ce  fait  est  d ’accord  avec  les  experiences  anglaises  corrigeant  sur  ce 
point  l’opinion  de  M.  Le  Chatelier. 

II  doit  etre  bien  entendu  que  les  parties  de  la  courbe  voisines  de  l’axe  horizontal  ne 
correspondent  a  rien  de  reel.  La  theorie  indique  (voir  Mecanique  des  Explosifs )  que  les 
melanges  a  la  limite  de  deflagration  donnent  des  celerites  differentes  de  zero,  et  ce  fait  est 
conforme  a  une  observation  de  M.  Le  Chatelier,  completement  confirmee  par  les  experiences 
plus  recentes  de  M.  Wheeler. 


Les  explosifs  solides 

12.  —  La  theorie  des  ondes  de  choc  et  combustion  a  ete  etendue  aux  explosifs  solides 
par  MM.  Taffanel1  et  Dautriche.  On  peut  aussi  citer  sur  ce  sujet  les  travaux  de  M.  Becker. 
Mais  la  complication  des  explosions  est  ici  beaucoup  plus  grande  que  pour  les  gaz.  Aussi  la 
theorie  est-elle  ici  plus  qualitative  que  quantitative.  Je  me  bornerai  a  dire  un  mot  d’un  point 
particulier. 

Avec  les  explosifs  solides,  il  est  necessaire  d’appliquer  aux  gaz  degages,  non  pas  les 
lois  des  gaz  parfaits,  mais  la  loi  de  compressibility  de  van  der  Wals  ou  une  loi  analogue.  On 
est  alors  conduit,  pour1  les  fortes  densites  qui  se  presentent  dans  les  ondes  de  choc  et  combustion, 
a  une  pression  negative.  Ce  resultat  absurde  indique  que,  dans  la  quasi-onde,  la  combustion 
doit  etre  incomplete. 

Tout  porte  a  penser  qu’apres  le  passage  de  Tonde,  la  reaction  s’acheve  par  une  com¬ 
bustion  residuelle  irreversible.  M.  Audieert  insiste  beaucoup  sur  cette  idee  qu’il  a  etayee  par 
des  arguments  chimiques.  Montrons  .que  d’autres  arguments,  tires  de  l’examen  des  phenomenes 
de  propagation,  convergent  vers  la  mime  conclusion, 

M.  Burlot  a  etudie  experimentalement  les  effets  produits  dans  l’atmosphere  par  des 
charges  d’explosif  petites  ou  grandes.  Si  la  decomposition  de  l’explosif  se  faisait  par  ondes 
de  choc  et  combustion  completes,  avec  combustion  residuelle  nulle  ou  reversible,  il  resulterait  de 
la  theorie  la  loi  suivante  (Mecanique  des  explosifs ,  p.  441) :  En  des  points  situes  a  des  distances 
qui  sont  dans  le  rapport  des  racines  cubiques  des  charges,  les  pressions  seraient  egales  et  dies 
varieraient  de  quantites  egales  en  des  temps  qui  seraient  comme  ces  memes  racines  cubiques. 
Or  M.  Burlot  a  observe  que,  dans  les  experiences  en  grand,  la  pression  variait  beaucoup  plus 
vite  que  ne  l’indiquait  cette  loi.  A  mon  avis,  cela  s’explique  par  le  role  que  joue  la  combustion 
residuelle  irreversible.  Un  autre  theoreme  de  la  theorie  (Mecanique  des  explosifs ,  p.  47°)  aP" 
prend  alors  que  l’experience  en  grand  ne  pourrait  etre  semblable  a  l’experience  en  petit  que  si  on 
ralentissait  la  reaction.  Il  n’est  done  pas  etonnant  que,  dans  la  realite,  ou  la  reaction  conserve 
sa  vitesse,  les  pressions  produites  soient  moins  soutenues. 

D’autre  part,  M.  Audibert,  etudiant  les  ondes  de  choc  prolongeant  dans  Y air  l’onde  de 
detonation  d’une  cartouche,  a  obtenu  le  resultat  suivant.  Avec  la  grisou-naphtalite  couche,  pour 
laquelle  les  considerations  chimiques  font  presumer  une  combustion  residuelle  faible,  la  vitesse 
de  l’onde  de  choc  decroit  rapidement  avec  la  distance.  Avec  la  grisou-dynamite  couche,  pour 
laquelle  les  arguments  chimiques  indiquent  une  probability  de  combustion  residuelle  notable,  la 
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r„,d,  de  choc  reste  presque  «»*<«.,<•  cur  uu  '"»K-  M.  c 

iTLdance  a  I’amortisscment  «<  ici  compc-nsc-  par  I  did  .1.-  la  ,om,Iu*. 


vitesse  de  l’onde  de  ch 
sidere  que  la  tendance 


__  Tels  sont,  rapidement  resumes,  les  prinei|*;tux  resuiiats  ,!<•  la  the, me  thenno- 
.  •  3’  A  La  place  m’a  manque  pour  develop]  ,er  les  demount  rat  ions.  Coniine 

dynamique  es  p  •  ; nsi,ster  sur  les  vet  ideations  imentaley  Puisse-je 

nr,  oeut  les  trouver  ailleurs 1),  J  at  piuue  ,,,•  ...  J 

lir  montre  que,  a  cdte  de  1.  chimic  el  ,1c  la  physique  ,  cs  llammc  ,1  v  a  m.c  Mecamque  *, 

ZL,  tJL  sur  la  Thcrmodynamiquc,  qui  dunuc  deja.  m  h—  alluoM,,™,,,,,. 

theorie  assez  satisfaisante  des  phenoinciies. 

- n~Ce  qui  ne  se  trouve  pas  dans  ma  Mecamque  des  E^lusifs  .vw  d,'t.„lh'  dam,  un  mem, are  qui 

paraitra  prochainement  dans  les  Annalcs  des  Mines, 


Ueber  elastische  Grenzzustande 

Von  Th.  v.  Karman,  Aachen. 

Unter  der  Bezeichnung  «elastische  Grenzzustande»  wollen  wir  eine  Reihe  praktisch  in- 
teressanter  Spannungszustande  in  festen  Median  zusammenfassen,  bei  denen  zwischen  den 
Hauptspannungen  bestimmte  feste  Beziehungen  bestehen.  Insbesondere  gehoren  hierher  die 
Spannungszustande,  die  in  elastisch-festen  Korpern  nach  Ueberschreitung  der  Elastizitiitsgrenze 
auftreten  —  falls  man  die  sogenannte  Verfestigung,  d.  h.  die  Erhohung  der  Elastizitatsgrenze 
durch  die  bleibende  Fox*manderung  vernachlassigt  —  und  die  Spannungszustande  in  sandartigen 
Median,  d.  h.  Median,  die  keine  Kohasion  besitzen  und  deren  Formanderung  nur  durch  die  Rei- 
bung  zwischen  den  Kornern  gehindert  wird,  falls  man  die  dabei  auftretende  Kraftverteilung 
durch  eine  stetige  Spannungsverteilung  ersetzt.  Die  Aufgaben,  die  auf  die  zuerst  genannte 
Erscheinungsgruppe  sich  beziehen,  hat  man  unter  dem  Namen  «Plastizitatstheorie»,  die  auf  die 
sandartigen  Medien  sich  beziehenden  Probleme  unter  der  Bezeichnung  «Erddrucktheorie»  zu~ 
sammengefaBt. 

Da  iiber  die  speziellen  Probleme  der  Plastizitatstheorie  Herr  Prandtl  —  dem  man  in 
erster  Linie  die  Neubelebung  dieser  Disziplin  in  den  letzten  Jahren  verdankt  —  anlafilich  des 
letzten  Kongresses  in  Delft  ausfithrlich  berichtet  hat,  will  ich  beziiglich  der  Plastizitatslehre  nur 
einige  grundsatzlich  wichtige  und  meiner  Ansicht  nach  nicht  geniigend  geklarte  Punkte  be- 
riihren,  um  dann  mich  vornehmlich  mit  der  sogenannten  Grundaufgabe  der  Erddrucktheorie  zu 
befassen. 

Ich  will  mich  auf  den  Fall  zweidimensionaler  Spannungszustande  beschranken. 


Die  Ansatze  der  Plastizitatstheorie  und  der  Erddrucktheorie  kann  man  in  folgender  Weise 
vereinigen : 

In  einem  kontinuierlichen  Medium  konnen  nur  Spannungszustande  auftreten,  bei  denen 
die  beiden  Hauptspannungen  in  jedem  Punkte  der  Ungleichung 

f  i  ®s)  ^  °  .  W 

(a1?  a2  Hauptspannungen) 

geniigen.  1st  die  Gleichung  f  (av  a2)  =  o  erfiillt,  so  befintfet  sich  das  Medium  im  «Grenzzu- 
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,  ,  „  Bereichen  in  den*,  die  Uneleichm.g  ond  nk-1,1  die  (iieidnmg -  fiilll  id.  «.!],„  l,d 

stand®.  In  Bereicnen,  rT1oichuns?en  tier  Hlastizitatslohrc  t.oliunn  bchalten,  wahrcnd 

elastisch-plastischen  orpern  Spannungszusta.nl  aulicr  <lcn  aligcmcincn  t  ilcichgcwid.ts- 

wir  bei  sandartigen  Medien  uber  dui  bpannung 

von  0.  Mona  kann  .nan  d,-  l 


Ar  (a)  ... 


...  (2) 


,  •  ^..cofTimMiwIioriLn-s  l’aar  Schub-  uinl  Xunnal'p.uimmgcn  btv.eidmcn. 

^ . . "T . ^ 

*  kL timrne  eeltcn.  1st  <las  Medium  im  ‘  .re-»,n».an.l.  mul.  c  Haehcu- 


dm  Hfiiiiunmg  tics 


elemente  jeglicher  Orientierung  gel  ten.  is.  7,  ,  ,n  ,ln  v  rU,,.s 

element  bezw.  im  zweidimensionalen  balk-  tun  J.uncnchunn 

x  (a) 

dlt  Wir  wollen  eine  mit  den  zugehbrigen  Spannungnn  being..-  Unit-  al*  SpanmmgsMmfcn®, 
schiechthin  als  «Streifen»  bezeichnen;  cm  Strcifc.  fiir  uddn-n  mHm  Omktc  x  y  (,)  gilt, 

■  soli  als  ein  «Gleitstreifen»,  die  Linic,  die  den  Gleitstm.cn  tragt.  MtUmv-  b-vudum.  wmlen. 

Der  spezielle  Ansatz  fiir  clast isch-plastische  Kurper  lantrt:  x  h  .  uube,  k  ,|M 

Medium  kennzeichnendc  Spannungsgrolk  (.lie  ldidlgm./e,  .ta»trllf  l-m  sanda.tigc  M«Hm 
setzt  manx<  f-  a,  oder  x  <  afrp,  wobei  f  <lcu  Heibungskueindcn.ru.  d.ut  KnbnngMvmkel 

bezeichnet 

Handelt  es  sich  nun  uni  Bestinmumg  von  Spu»mrotf*/tM;mdeii,  die  dm  Bedmgtmg  des 
Grenzzustandes  geniigen,  so  ist  dies  idenfisch  mit  dvr  Aufgabe,  itt^lmim  SvOrrnr  von  Gleib 
linien  zu  ermitteln.  In  diesem  Wegc  hat  sowolit  die  alt  err  von  Sr.  Yt  v\sr  itnd  M.  Uvv,  aln 
auch  die  neuere  von  Fkandtl,  Hencky,  NAdaI  m  a.  atmgrarbrtirfe  iln.fi/itatbthrorie  erne 
Reihe  interessanter  Ergebnissc  hcrvorgebrachb  Ks  ^lieint  wir  i»drv,mt  «-iw  gumddit/.lieh 
wichtige  Seite  der  Aufgabe  weniger  crfolgreieh  geklitil  m  <riu:  die  Fragr  rnteb  drift  gemisehten 
Spannungszustand  oder  die  Frage  nach  dem  l Febergang  utm  rkoimelttii  /inn  j«hr.f  i^ehen  XtMand, 

Sehen  wir  zunachst  von  der  Beschninkuug  ah,  die  die  t  uglrirlmug  1 i  I  btvw,  i *t)  nut 
sichbringt,  so  ist  der  Spannungszustand  hestimmt  durch  die  I dfirifiiMalglrtetniiig  im  Hunt  ische 
Spannungszustande  —  etwa  durch  <Iie  (deielumg  .  J,f/*  **  Bit  die  \'u  \  *elir  hunkfjou  /*  und 

durch  die  Randbedingungen,  die  entweder  auf  die  ( >1  »n fLirlirii^j^itiin isiir  Me*  ant  dir  Wischie* 
bungen  der  Oberflache  sich  beziehen.  Wenn  datier  der  Sj*;mmmg«*/UGt,i»d  mit  Bn  nek Mebtigung 
der  Ungleichung  (FlieBbedingung)  bestimmt  setti  so!!,  mitten  wir  /urn*!  dir  hi  age  der  Rand 
bedingungen  klaren.  Diesen  Pttnkf  hat  insltesonderr  I  Im  v.  Moo  **  itiif  Rrrbt  hei  mugeholten 
und  darauf  hingewiesen,  daB  ohne  Heranzirlnmg  tier  Ver^ditrlniiigni  nur  jua/br  Kmming  von 
Aufgaben  nicht  moglich  ist, 

Herr  v.  Mises  hat  in  einer  sehr  bemerketihwerteii  Albeit  drift  IbA fad  \un  Sf  Vemifit 
folgend  —  voilstandige  Bewegungsgleichungen  fiir  rin  plastindirN  Medium  .lUtgrNfrllf,  die  aid 
der  Annahme  beruhen,  daB  der  SpannungMensor  mit  firm  Tri»*.or  dm  S  a  mm  i*  *iibgrbrlnvind*g 
keiten  funktionell  zusammenhangt,  Geht  man  zum  Indie  ^ebr  g**iiiigrs  f  #rodnviii4igkritrii  bezw 
zum  Gleichgewichtszustand  tiber,  so  verbleiben  zwri  Brdingsmgrn : 

a)  Inkompressibilitat  des  Mediums  {versdiwindritdr  tbieignm  d*  r  Yvr  .rltirlmngeii') %) 

b)  parallele  Orientierung  des  SpamumgsteitMii\  tmd  dm  1.  mo-?  dr?  1  iiyfioio.>grrilleti 

Nun  scheint  es  mir  aber,  daB  die  BeriickHiditigimg  drr  Vn  'eliirbniigris  im  allnetnrimit 

tiber  gewisse  grundsatzliche  Schwierigkeiten  nidit  iiiinvegbiBi, 

./■j Genaner  ausgedrhckt :  zwischen  Volumlmlening  tmd  tnittlrretii  line k  iliwlbe  He** 

ziehung  wie  im  elastischen  Zustand, 


Th.  v.  KArmAn,  Aachen _ _ _ _ 

Zunachst  muB  es  bemerkt  werden,  dafi  die  Unterscheidung  zwischen  plastisch  fliefiendem 
und  elastischem  Gebiet,  wie  sie  schlechterdings  gemacht  wird,  den  Tatbestand  nicht  erschopft. 

Man  muB  allgemein  drei  Bereiche  unterscheiden : 

1.  ein  elastisches  Gebiet,  in  detn  die  Verschiebungen  klein  sind  und  die  Hookeschen 
Beziehungen  zwischen  Spannung  und  Deformation  gelten. 

2.  Ein  Uebergangsgebiet,  in  welchem  zwischen  den  SpannungsgroBen  die  FlieBbedingung 
gilt,  indessen  die  Verschiebungen  von  der  GrdBenordnung  der  elastischen  Deformationen  sind 
(Grenzzustand  mit  verhindertem  FlieBen)  .1 

3.  Ein  FlieBgebiet,  in  dem  die  FlieBbedingung  fur  die  Spannungen  gilt  und  die  De¬ 
formationen  groB  werden  konnen. 

Mathematisch  auBert  sich  der  Unterschied  zwischen  (2)  und  (3)  darin,  daB  die  De¬ 
formationen  im  Falle  (3)  nur  bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor  bestimmt,  verhaltnisgleich 
beliebig  vergroBert  werden  konnen,  wahrend  sie  im  Falle  (2)  durch  die  oben  erwahnten  Be- 
dingungen  und  durch  die  Stetigkeit  der  Verschiebungen  eindeutig  bestimmt  sind. 

Ich  will  das,  was  ich  meine,  an  einem  ganz  einfachen  Beispiel  demonstrieren,  welches 
zuerst  von  St.  Venant,  dann  ausfiihrlich  von  Domke  behandelt  worden  ist. 

Man  denke  sich  ein  dickwandiges  Rohr  aus  elastisch-plastischem  Material  und  unterwerfe 
es  einem  inneren  Ueberdruck  vom  Betrage  p.  Der  innere  Halbmesser  soli  a,  der  aufiere  b  heiBen. 

Bezeichnen  wir  die  Hauptspannungen,  die  hier  mit  den  radialen  und  den  Umfangs- 
spannungen  zusammenfallen  mit  ar  und  a,,  so  gilt  die  Beziehung 

\<ir—at\<2X 

Die  Gleichgewichtsbedingung  lautet: 


dilogr)^^ 

Die  FlieBbedingung  kann  daher  auch  gesetzt  werden 

d  (log  r)  <  • 


(3) 

(4) 


Wahlen  wir  log  r  als  Abszisse,  so  ist  die  Neigung  der  o^-Linie  begrenzt.  Im  Grenzzu¬ 
stand  ist  ar  durch  eine  Gerade  mit  der  Neigung  +  2  K  gegeben. 

Befindet  sich  der  ganze  Bereich  innerhalb  der  Elastizitatsgrenze,  so  lautet  die  Losung 


dor  __  ^  ^ 

d,  (log r)  ~  P  (b*  —  a?)r*  . 

Die  Elastizitatsgrenze  wird  daher  zuerst  am  inneren  Kreis  iiberschritten  und  zwar  sobald 

der  Druck  den  Wert  p  =  px  =  K  — ^ —  erreicht. 


Die  rein  plastische  Losung  lautet  offenbar 


zp  —  2  K  log 


.  (6) 


25 


und  falls  der  ganze 


Korper  flieBen  soil,  mufi  fur  r  =  b,  a,  =  o  golten,  <1,  h.  der  Druck  den  Wert 

7  - 1  l} 

p  =  h  =  2A  log- 


erreichen. 

Liegt  der  Druck  zwischen  den  beiden  soeben  eruiittellen  Cren/en  />,  und  /»„,  so  ist  ein 
Teil  des  Korpers  (der  auBere  Ring)  im  elastischen,  ein  iniuner  Ring  im  <  imiz/ustand.  Der 
Zusammenhang  des  Materials  fordert  indessen,  dafi  die  X'erschiebu.u-vn  nichi  liber  die  GrdBen- 
ordnung  der  elastischen  Deformation  hinauswachsen. 

In  Abb.  2  sind  a^-Kurven  fiir  elastische  und  plastische  Spamnuigs/ustiimle  cingetragen 
wobei  als  Abszisse  log  r  gewahlt  ist.  Die  dem  Grenzztistaud  entsj.m-hend.'ii  i,,  I.inien  sind 
parallele  Geraden  mit  der  Neigung  —2  AG  Man  sieht,  dat!  wenn  man  nur  lolg<-nde  Ford 
rungen  stellt: 

5  a)  es  soil  Gleichgcwielit  lierrschcn, 

1;  _  b)  iminneren  Rereidi  soil  die  I'lieBbedingimg,  im  uuli.-ien  die  Klasti 

fi  |  zitatsbcdingung  gelten, 

Mso  bleibt  die  Aufgabe  imbestimmt.  Die  <  didtdigrwitdiNbedingtmg  fnrder 
namlich  fiir  die  Uebergangslinie  oflVnbar  «lii*  Sti-t von  indessen 

da, 

nicht  die  Stetigke.it  yon  cr/t  d.  h.  von  Die  fb«rtVkriehtigtmg  der  Ver 

h^r _ J  109 r  schiebungen  bringl  auch  keine  Bestimmtheit  in  dir  Aufyahe.  Ks  lahi  sick 

,0gb  - J  vielmehr  zu  jedein  Spanmmgsverlanf  ein  Versehiefmngsvcriauf  hestimmen 

der  alien  Forderungen  genugb  Diese  I  ‘nbrMimmthrit  wild  jrdnch  selbMver 
.  \  :  standlich,  wenn  man  sich  ttherlegb  dab  man  dtireli  Hriustitug  fiber  die  Klasti 

^>^A6r,o  zitatsgrenze  und  Entlastung  bis  m  etitem  niedngemi  Dmek  *lit*  vmehieden 
|  sten  Spannungszustiinde  herstellen  kanu. 

-  I  Es  schcint  mir  indessen  ridifig  fiir  die  erstmalige  t  VbrrMdimhmg 

^  /  der  Elastizitatsgrenze,  fiir  die  sog,  jyngfrmilielie  Hrkmung,  m  fordern, 

/  dab  das  Material  an  der  (Jrenze  des  elastischen  lletrirh**  die  Fliebbe 
dingung  gerade  erreiche,  dab  sozusagen  nur  soviel  Material  in  dm  i irenz 
zustand  geraten  soil,  als  es  unbedingt  erforderlieh  ist,  wenn  man  nielli  grgen  dir  Idtctlhedingimg 
verstofien  will.  Dies  ist  in  unserem  Palle  gleichbedrutend  mit  deni  sfrrigrn  (  Vbrrgang  fiir 

at bezw.  .  Es  gehoren  daher  die  Kurvenstitcke  zusammrm  die  Melt  im  Afi^diliilljHitikte 
beriihren. 

Ich  will  bemerken,  daB  diese  Forderung  gleichbedetif  end  ist  tint  einnn  Msttimalprinzip 

welches  ich  gemeinsam  mit  A,  Haar  yor  17  Jahren  aufgesfellt  babe  und  wtddm%  folgeuder 

maBen  lautet: 

Von  alien  Spannungszustanden,  die  die  (Heichgewiebtsbedingtingiai  n  Adieu,  tritt  jetie  auf 
..die  mit  Beriicksichtigung  der  Ungleichung  (1 )  den  kleinsfen  Wert  fm  dir  rbmDehe  Form 
anderungsenergie  des  Gesamtkorpers  Hefert,  falls  man  diese  als  lAinktion  der  Sjiatmtings 
komponenten  auffafit 

Dieses  Minimalprinzip  Hefert  einerseits  das  Ergebnis*  dab  mu  Beieirhr  an ff  refen  kditnen» 
die  entweder  die  Elastizitatsgleichungen  Oder  die  Flieflbedliigtiiig  befrirdigm*  aude-i seifs  gewiihr 
leistet  es  den  stetigen  Uebergang  der  Spannungem  Ich  will  mkh  pizt  inrlit  daraiif  verbrriten 
a  . as  -^r*nz*P  auch  fur  dreidimensionale  Falle,  die  sonst  zkmlirh  iiiiklii  And,  platidblr  Ef 
ge  msse  hefert  Es  muBte,  urn  dies  zu  begrimdetg  der  f ninth  drs  Vai  besser 

ausgeholt  werden. 
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Der  von  Herrn  NAdai  und  von  Herrn  Trefftz  sehr  schon  in  Einzelheiten  durchgefiihrte 
Fall  des  allmahlichen  Uebergangs  beim  tordierten  Stab  reiht  sich  unter  das  Variationsprinzip 
zwanglos  ein. 

Es  ist  indessen  die  Berechnung  des  Uebergangs  nicht  in  alien  Fallen  so  klar  durch- 
zufiihren. 

Ein  wichtiger  Fall  ist  der  idealisierte  Druckversuch:  ein  elastisch  plastischer  Korper 
zwischen  zwei  starren,  reibenden  Platten.  Ich  beschranke  mich  wieder  auf  das  zweidimensionale 
Problem  und  setze  vollkommenes  Haften  an  den  Druckflachen  voraus. 


%  *  00 


Abb.  3. 

Der  erste  Schritt  ist  wohl  das  Aufsuchen  der  rein  elastischen  Losung.  Einer  meiner 
Mitarbeiter,  Herr  Knein,  hat  diese  Aufgabe  in  hiibscher  Weise  durchgefuhrt,  indem  er  zuerst 
die  durch  die  Randbedingungen  hervorgerufene  Singularitat  an  den  Ecken  untersuchte  und  durch 
ein  Spiegelverfahren  die  Losung  fiir  einen  Streifen,  wenn  auch  nicht  in  geschlossener  Form,  in¬ 
dessen  mit  einem  verhaltnismaBig  geringen  Aufwand  von  numerischer  Rechnung  ermittelte.  In 
Abb.  3  ist  die  Druckverteilung  an  der  Druckflache  eingetragen,  fernerhin  die  Linien  konstanten 
Wertes  |a>i-a2|. 

Man  sieht,  daB  die  FlieBbedingung  zuerst  in  unmittelbarer  Nahe  der  Ecken,  dann  aber 
in  einer  Zone  erreicht  wird,  welche  von  einer  Ecke  zu  der  andern  sich  hinzieht,  wobei  sowohl 
der  innere  Kern  als  der  auBere  Teil  des  Druckkorpers  von  der  FlieBgefahr  weiter  entfernt 
bleiben.  Es  tritt  offenbar  zunachst  unser  Fall  (2),  d.  h.  Grenzzustand  mit  verhindertem  FlieBen 
auf,  bis  der  Grenzzustand  sich  quer  durch  einen  Querschnitt  verbreitet.  Eine  vollstandige 
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,  wnhi  den  oben  angedeuteten  Wog  einschlagen  und  die  gc- 

ttST  ZST 

a„we»d^w«khes „k.  Brci.o  *.  «*«.  P*™  *»  Al“l»'“' 

DruckpLn  ^  f»  is.,  iiwrTTw 

liefert  die  Losung  einer  neuen  Extremalaufgabe.  u  mini  mi  * 
welche  der  fliefiende  Korper  iiberhaupt  aufzunehmen  vennag. 

Die  letztgenannte  Extremalaufgabe  ffihrt  uns  ,u  den  ^  b.rddruck- 

theorie^uben^ss^^e  Aufgabe  der  Erddrucktheorie  ist  die  Knnittelung  dm  liruckkratt  auf 
Stutzmauem  und  zwar  wird  nach  dcm  klcinstcn  und  dem  grdb.eu  W ,, «  -  -r  S.u.zkraft 
gefragt  zwischen  welchen  mit  Rucksicht  auf  die  Kliel.lbedmguag  ( deu-hgewH-ht  Mwn  kann. 

Es  ist  unschwer,  zu  bcweiscn,  dafi  wenu  man  Ldsungen  in  der  W  e—  Unsiiuieren  kann, 
dafi  die  Flieflbedingung  im  ganzen  betrachteten  (lebiet  erfullt  ist  and  dm  Wand  .-men  tdeit- 
streifen  bildet,  die  so  bestimmten  Spannungszustiimle  die  grsurhien  (.ten/weUe  mteui. 

Wenn  wir  geradlinige  Bcgrenzung  des  Krdreiehes  und  das  Kigengewu-hi  d-r  F.rde  als 
einzige  Belastung  annehmen,  so  kdnnen  wir  nacb  Boussin.-sq  all.-  Spamumgsknu., «.«.-»»«»  pro. 
portional  der  Entfernung  von  der  Krone  der  Stiitzniaurr  r  und  nur  aL  f-uukhon  des 

Winkels  ft  ansetzen  2) .  Unter  den  Spannungszu.stiinden,  die  diesem  \nsat  /  entspmdten,  linden 
wir  die  sog.  RANKiNESchen  Losungen  mit  geraden  Cdeitlinien;  diese  erfiillen  indessen  z.  B. 
for  vertikale  Wand  nur  in  den  beiclen  Grcnzfalkn,  dab  die  Begren/ung  des  Frdseiohs  unter 
dem  Reibungswinkel  ansteigt  bezw.  abfallt,  die  Forderung,  dab  die  W  and  .eli^t  eine  t  deitlinie 
bildet.  Aber  auch  fur  den  zweiten  dieser  Grcn/.fiille  abfalleiide-  ( irkmde  lieiVit  die 
Rankinesche  Losung  ein  Ergcbnis  fiir  die  Druckkratt,  das  otteiibar  j .h\  'ikuti- 1 b  " i'h'i sinnig 
ist  (gleiche  Grofie  als  bei  aufsteigendcm  (ieliinde  und  die  Krait  untei  dein  Reibungswinkel 
nach  oben  gerichtet) ,  bezw.  nicht  die  richtige  Losung  unset  er  Autgabe  -.ein  kann, 

Eine  einwandfreie  Methode,  den  Spannungszustand  oder  da  -  I  deitliineu-o  *  tern  so  zu 
bestimmen,  dafi  die  Wand  bei  beliebiger  Begrenzung  des  ( ielande>  und  hi-tiebigei  I  -age  der 
Wand  einen  Gleitstreifen  darstellt,  ist  bisher  nicht  gegeben  vvorden,  I  liter  \  ein.tehktssigung 
des  Eigengewichts  und  unter  Annahme  einer  gleidunafiigm  Belustung  lung-.  *!*•»  tr<*ieu  Ober- 
flache  ist  die  Losung  —  wie  es  von  M.  LftVY  gezeigt  wurde  s«-hi  einfaeli  zu  linden,  weil 
wir  mit  geradlinigen  Gleitlinien  auskonunen.  Fiir  den  Fall  lies  -ehviemt  F"i  dt  >-ieh<--  F-i  indessen 
von  H.  Reissner,  dem  man  auch  eine  sehr  klare  l larsh-iltmg  de  ■  I'tobh-m  mil  iiilfe  der 
AiRYschen  Funktion  verdankt,  gezeigt  worden,  dab  die  R„\XKtNf->eheti  l.i'**imgen  das  einzige 
Gleitliniensystem  mit  geradlinigen  Gleitlinien  darstellen. 

Ein  Gleitstreifen  ist  im  mathemat isclu-n  Shine  dadureh  aiisge/eielmet,  dull,  walirend  ini 
allgemeinen  eine  mit  Spannungen  belegte  Linie  die  Losung  in  der  .Vaebbai  -.ehaft  eindeutig 
bestimmt,  dies  fiir  Gleitstreifen  nicht  gilt.  Mit  anderen  Worteii;  es  kann  im  allgemeinen  durch 
einen  Streifen  nur  eine  Losung  des  Gleichungs, systems  dmrhgelegt  wet  den ;  imr  durch  den 
Gleitstreifen  gehen  unendlich  vide  Losungen  hindurch, 

Es  folgt  daraus,  dafi  wenn  wir  von  der  frek-n  Oberlladte  ausgelieti,  die  gesurhte  Lusting 
bis  zu  der  Gleitlinie,  die  von  dem  Schnittpunkt  der  Gelandeoberiludie  mid  d«  r  Wand  ausgeht, 

2)  In  der  KbiTERschen  Auffassung  entspricht  dieser  Amatz  tier  Rest  hritiikung  der  Beweglirh- 
keit  der  Wand  auf  Drehung  um  die  Kronenlinic. 


w^SLri  *4i&S«i- '&& tL ‘ &’  %&'#*»' ^ '&£, ft 
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mit  der  RANKiNEschen  Losung  identisch  sein  muB.  An  dieser  Gleitlinie  findet  eine  Verzweigung 
statt  und  unsere  vornehmliche  Aufgabe  besteht  darin,  den  mathematischen  Charakter  derselben 
zu  finden. 

Man  kann  unter  der  Annahme,  daB  alle  Spannungskomponenten  mit  der  von  dem  er- 
wahnten  Schnittpunkt  gemessenen  Entfernung  r  proportional  sind,  das  System  der  Gleitlinien 
und  den  zugehorigen  Spannungszustand  durch  zwei  GroBen  festlegen,  etwa  durch  den  von  r 
unabhangigen  Neigungswinkel  der  kleineren  Hauptspannung  gegen  den  Fahrstrahl,  wodurch 
auch  die  Richtung  der  Gleitlinie  bestimmt  ist,  und  durch  eine  SpannungsgroBe;  wir  wahlen 
als  solche  wieder  die  kleinere  der  beiden  Hauptspannungen;  sie  soli  durch  den  Ansatz 


Y rq( $*)  ausgedriickt  werden,  wobei  y  das  spezifische  Gewicht  der  Erde  bedeutet. 


Wir  erhalten  alsdann,  indem  wir  die  Spannungskomponenten  durch  <p  und  q  ausdriicken 
(Abb.  4) :  ‘  , 


=  r  (i  4-  cos  2  a  cos  2  cp) 


/k  V-R 


r  y  q  ,  .  > 

— —  (x  —  cos  2  a  COS  2  Cp) 


...  (7) 


cos  2  a  sin  2  cp 


Abb.  4. 


(p—  Reibungswinkel,  a  =—  +  ™  ist  der  Winkel  zwischen  Gleitlinie  und  der  kleineren  Haupt¬ 


spannung)  und  in  das  System  der  Gleichgewichtsgleichungcn  (Abb.  4) 


b  ar  ,  1  1  c)  t 


r  bft* 


:  y  sin 


1  ^  ^  1  d  T  |  2  T 

r  6  &  ‘  br  r 


einftihren,  die  zwei  folgenden  gewohnlichen  Differentialgleichungen  fur  cp  und  q 


(cos  2  cp  —  cos  2  a)  q  sin  2  y  —  2  cos  (%•  —  2  cp)  cos2  a 


■sin2(f-\-q  ( cos  2  y  +  cos  2  a)  —  2  q  (^  —  i)  cos  2  a  =  2  sin  (ft  —  2  cp)  cos 2  a 


Die  RANKiNEschen  Losungen  befriedigen  naturgemaB  diese  Gleichungen.  Sie  sind  durch 
die  Formeln 


Vr  ""  TO  +  ^  ) 

I  -4-  2  cp  a  2  a  .  ,  sin  2  cpn  cos  2  cl  q  ^  {  *** 

a  —  - x_ — xJ> - ^  &  -J - - car  ^  =  C  sin  (ft  —  t)  \ 

Vr  -  1  I  — COS  2  CL  ' 


I  —  2a 


gegeben,  wobei  cp0  durch  die  Beziehung  sin  (2  cp0  +  0 
landeneigung  nach  unten  positiv  gerechnet). 


2  a 


bestimmt  ist  (•/  =  die  Ge- 
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.  ,,  ,  n  njnem  singulareu  I’unkl  gelangi,  weun  9  den  Wert  a 

•*»  *<"  — 

.  ,  in  dor  ersten  der  beulen  Gleichungen  u>)  Null.  Wir  schreiben 

des  Differentialquotienten  m  dcr 
die  Gleichung  in  der  Form: 

da  a  sin  2  cp  -  3  cos  *■?'*'■  * . .  .  (U) 

cos  2a-  cos  -  f 

Es  sind  zwei  Falle  zu  unterscheidcn,  je  nachdem  der  /.abler  ebrnialls  yersd.windot  Oder 
von  Null  verschieden  ist.  Der  erste  Fall  entspricbt  der  UrKujm*  u;n  dm 
Losung,  der  zweite  Fall  tritt  auf,  wenn  wir  cine  Wand,  <he  nach  der  kANHiM-scheu  l,.. sung 

keine  Gleitlinie  bildet,  zur  Gleitlinie  zu  machcn  haben. 

In  der  Tat  betragt  fur  den  Fall,  daB  die  Goratlo  »  <-ine  Glciliimr  bildet,  d.  h, 

%■  =  a  —  9o>  ¥0  =  a  —  ^  ist’ 


qR  sin  2  a  : 


i  -|--  cos  2  oc  sin  (2  a  h*)  ^  2  «  2  cos'*  a  isw  2  %  sin  tl*  -  cos  2  a  *  os  1H* 


i  —  cos  2  a 


so  daB  der  Zahler  in  Gleichung  (n)  verschwindot. 

Um  den  mathematischen  Charakter  der  Verzweigung  zu  bestimmen,  Mimt  wir 


9  cp  x  i  Ar  W 

<l  <iH  1  /W 

«■  h  I  1 


...  (12) 


und  vernachlassigen  hohere  Glieder  in  t,  f,  g.  Die  DitleientialgteielmuMen  rihufteu  datm  die 
Form: 

iL  f—2xe,)te ' .  >  'J  .  /j,\ 

""I'OrTh 

^2- sin  2  a  4- 2  sin  (a.  —  cp„  —  i)  cos  2  «  2  /  «v.v  2  *  •  .l/,'  t.u  x  .«o  (x  ;f »  ““  * ) 

dt  dt  1 

Wir  machen  nun  den  Ansatzi 

f  *-«  a g  |  hohere  Glieder  in  /  und  4  .***  ...  *»*  ...  «**  (Hi 

und  schreiben  die  zweite  Different ialgleiehtmg  in  der  Form; 

df.  |  «  /  ,»  d  i  d  I  1  *% 

stn  2  a  +  2  (a  —  <p0  —  t)co$%%  2  /  y-  iw  2  a  -  2/;  ^  ,  *0  2  a  cos  m  *  *  t)> 


.  Diese  Gleichung  bestimmt  oflenbar  die  Komtanfr  <1  /11 

,  —  2  j/>r {%  *  <f()  —  /|  ...  (*5) 

;■  ...  Fiihren  wir  nun  den  Ansatz  (14)  in  die  erMi*  drr  ideielnm^rn  #13!  tdin  rrlmlten  wir 

nach  leichter  Rechnung: 
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dg  _ g  +  hohere  Glieder  in  g  und  t  ,  g, 

dt  g  -f-  t  -f-  hohere  Glieder  .  ' 

Diese  Gleichung  bestimmt  nun  die  Art  der  Verzweigung  in  dem  singularen  Punkt.  Die 
Losung  lautet: 

t—g  log  \g\-\-  Ag  hohere  Glieder .  (17) 

Wir  konnen  die  vollstandige  Losung  in  der  Form  schreiben: 

f—log\g  \  \  bxgtJrb^g%  +  . . .[  —  2  sin  (a  —  <p0  —  i)  cotg  2ag  +  axg2  +  . . . .  j 

t  —  log  \g  |  \g  +  ci g*  +  c% S%  +  •  •  ■  j  H~  Ag  +  d1g2  +  dtg%  -(-••••  I 

Es  entspricht  offenbar  jedem  frei  gewahlten  Werte  der  Konstanten  A  eine  Losung; 
wenn  wir  A  festlegen,  konnen  die  weiteren  Glieder  der  Entwicklung  berechnet  werden. 

Wir  haben  nun  jene  Losung  auszuwahlen,  bei  welcher  eine  vorgegebene  Wand  eine 
Gleitlinie  bildet.  Bezeichnen  wir  den  Neigungswinkel  der  Wand  mit  ft  ,  so  muB  der  Winkel  cp 
fiir  ==  $  wieder  den  Wert  a  annehmen.  Nun  haben  wir  in  dem  Punkte  -9-  =9  den  zweiten 

w  w 

Fall  des  singularen  Verhaltens  der  Funktionen  cp  und  q ,  indem  in  Gleichung  (11)  wohl  der 
Nenner,  aber  nicht  der  Zahler  verschwindet.  Es  sei  qw  der  Wert  von  q  an  der  Wand  (qw  be¬ 
stimmt  den  gesuchten  Wert  des  Erddruckes),  so  haben  wir 

d  q  Qw  szn  2  cp  —  2  cos  (9  —  2  cp)  cos 2  a 


cos  2  ct  —  cos  2  cp 


Wenn  wir  nun  den  Ansatz  machen 


?  =  ?,+»  (4 


9  —  9  —  t 


...  (20) 


und  v  =  a  u  +  hohere  Glieder  setzen,  so  bestimmt  die  zweite  Gleichung  die  Konstante  a  zu 


a  —  —  2  q  cotg  2  a 


.  (21) 


und  wir  erhalten  fiir  u  die  Entwicklung: 


v\ 


qw  cos  2  a 


C0S(K  —  — fr)  +  .  (22) 


Fiihren  wir  den  Wert  qR  =  cos  (9w — 2a)  cotg  a,  der  einer  RANKiNEschen  Gleitlinie 
entsprechen  wiirde,  ein,  so  konnen  wir  schreiben 


1/^  (£-)<»--»>+•■■ 


Der  Diff erentialquotient  — r  ist  an  der  Wand  unendlich;  dies  bedeutet,  daB  die  Wand 

d  9 

die  Enveloppe  von  Gleitlinien  bildet.  Die  einzigen  regularen  geraden  Gleitlinien,  die  durch  den 
Ursprungspunkt  gehen,  sind  die  Rankineschen. 

Ist  man  im  Besitze  beider  Entwicklungen  —  an  der  Verzweigungsstelle  und  an  der 
Wand  — ,  so  ist  es  leicht,  durch  bekannte  numerische  oder  graphische  Methoden  die  zusammen- 
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gehorigen  Losungen  zu  verbindcii.  l>i«-  : 

liniensysteme  und  zwar  fiir  horizontal*1"  usui  ouo  i  !<  !k  s'-  ■  ■  _  ,* 
beide  Falle  fur  vertikale  Wand  gem'hnil.  !  Hr  t  ;y  >| 


*«>*•  Kwoimenen  Gleit 
(K-lande 


r,,»  ai.« 

**l*s  etneai 


Mm 


,  \  u  V  *  \  * 

filelHinitn  fijr  hmmUlts  G*kn4*  ipJ  wW*,'**-***  * 
r«ibmd»  mkmhtt  W*iuf  fbtwg 

Abb,  5* 


geraden  and  .in™,  g.k™,,„,™  SnaV.  .!,  .  a1.,  .;:, a.  I  „  _ 

to  Kwwnstuck  al„,g.  la  land™  Fall™  . .  to  I,  1  ,.al,.a,l„ah,.!  V1 

fahren  gewonnene  geradt*  Ulritlinu1  ciiu*  \wm!„  mtu; 

Dasselbe  gilt  fur  die  (JmtSr  >U<h  Kidtjnoi,  .  ttu  dn,  \\,M  . 

Erddruckes  auf  eme  Maticr  von  ,l,r  H„h,  A  "*** 

f'tt  '  a'*;1  I  f*  '*  | 

die  dUR“ki”'s*  Th»,ie  rn  . . . . ,  ,„l  I,,*.,,  .,lmW„ 

'  p  1-0  1 

AWann  erhalten  wi,  (Or  .1™  F*..,  t 


Coulomb.sclif  Tlii'i.iir 
Exaktc  Thooric 


u  Hi 


j#1 
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Molekulare  Krafte  und  lhre  Deutung1) 

Von  P.  Debye,  Zurich 

i.  Die  Zeiten,  in  denen  es  gestattet  war,  in  den  Theorien  mit  Molekiilen  wie  mit  harten 
Billardkugeln  zu  spielen,  sind  vorbei.  Selbst  die  Verfeinerung  dieser  Vorstellung  durch  Ein- 
fiihrung  von  Kraftgesetzen,  die  nacli  Analogie  der  NEWTONschen  Gravitation  etwa  durch  eine 
Potenz  der  Entfernung  ausdriickbar  sind,  ist  iiberlebt.  Wir  glauben  heute  zu  viel  iiber  den 
Aufbau  der  Atome  zu  wissen,  um  befriedigt  sein  zu  konnen,  ohne  daB  wir  den  Versuch  unter- 
noramen  hatten,  jene  Kenntnisse  in  organischen  Zusammenhang  zu  bringen  mit  unseren  Er- 
fahrungen  iiber  die  Molekularkrafte. 

Das  erste,  was  wir  iiber  die  Atome  wissen,  ist,  daB  sie  elektrische  Systeme  sind,  auf- 
gebaut  aus  Ladungen,  die  nicht  beliebig  teilbar,  sondern  ganzzahlige  Vielfache  einer  Elementar- 
ladung,  derjenigen  des  Elektrons  sind.  Fiir  die  Kraft  zwischen  zwei  makroskopischen  elek- 
trischen  Ladungen  hat  Coulomb  vor  einem  Jahrhundert  experimentell  das  Gesetz  gefunden, 
wonach  sie  sich  gegenseitig  anziehen  oder  abstofien,  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  und  proportional  dem  Produkte  ihrer  Ladungsmengen.  Auf  diesem  Gesetze  ist 
das  iibliche  elektrostatische  MaBsystem  aufgebaut;  es  hat  sich  anderseits  bis  jetzt  bewahrt  bis 
auf  Abstande,  welche  etwa  10,000  mal  kleiner  sind  als  der  Durchmesser  eines  Atoms. 

Bedeutend  weniger  gut  sind  wir  unterrichtet  iiber  die  Bewegungsgesetze  der  Ladungen 
und  iiber  die  Verkniipfung  jener  Bewegungen  mit  den  elektromagnetischen  Feldern,  die  wir  als 
Strahlung  empfinden.  Zwar  legen  die  grofiartigen  Erfolge,  z.  B.  in  der  Deutung  der  Spektren 
Zeugnis  davon  ab,  dafi  die  Einfiihrung  des  Wirkungsquantums  durch  Planck  und  seine  Ver¬ 
kniipfung  mit  dem  RuTHERFORDschen  Atombilde  durch  Bohr  notwendige  Schritte  sind,  die 
tins  zu  einer  neuen  Mechanik  fiihren  werden.  Aber  die  wirklichen  Gesetze  dieser  Atom- 
mechanik  haben  wir  noch  nicht  vollkommen  erfafit. 

So  mag  es  trotz  allem  verfriiht  erscheinen,  Betrachtungen  iiber  Molekularkrafte  anzu- 
stellen,  die  nichts  anderes  sein  konnen  als  Betrachtungen  iiber  die  Felder,  die  von  einem  Molekiil 
ausstrahlend  ein  zweites  erreichen.  Aber  wenn  auch  bei  solchen  Ueberlegungen  nicht  die  letzte 
Wahrheit  erreicht  wird  (etwa  dadurch,  dafi  mit  der  klassischen  Mechanik  operiert  wird,  wo 
wir  doch  wissen,  dafi  wir  eine  neue  Atommechanik  verwenden  sollten),  so  sind  doch  die 
Resultate  deshalb  nicht  bedeutungslos.  Genau  so,  wie  wir  wissen,  dafi  die  klassischen  mecha- 
nischen  Gesetze  verbesserungsbediirftig  sind,  ebenso  gut  wissen  wir,  dafi  sie  nicht  ganz  falsch 
sind.  Sie  stellen  vielmehr  denjenigen  Grenzfall  der  riclitigen  Gesetze  dar,  den  man  erhalten 
wiirde,  wenn  das  PLANCKsche  Wirlcungsquantum  verschwindend  klein  ware,  und  von  dem, 
was  wir  mit  ihrer  Hilfe  erschliefien,  werden  wir  erwarten  diirfen,  dafi  es  eine  gewisse  Aehnlich- 
keit  behalten  haben  wird  mit  den  Naturgesetzen,  oder  anders  ausgedriickt,  dafi  eine  Korre- 
spondenz  zwischen  den  errechneten  und  den  wirklichen  Gesetzen  vorhanden  sein  wird.  Ueber¬ 
legungen  dieser  Art  wurden  von  Bohr  zum  «Korrespondenzprinzip»  erhoben  und  mit  Erfolg 
verwendet.  Deshalb  scheint  es  durchaus  berechtigt,  zunachst  mit  Hilfe  der  klassischen  Gesetze 

*)  Die  Kongrefileitung  war  der  Meinung,  daB  Ausfiihrungen  iiber  Molekularkrafte  auch  fiir 
Vertreter  der  technisch-mechanischen  Richtung  einiges  Interesse  haben  konnten.  Ich  weiB  wohl,  daB 
der  Raum,  welcher  hier  meinem  Vortrage  eingeraumt  wird,  zu  groB  ist,  verglichen  mit  dem  Interesse, 
das  die  KongreBteilnehmer  naturgemaB  dafiir  aufbringen.  Ich  mochte  deBhalb  nicht  unterlassen,  der 
Leitung  meinen  Dank  Mr  ihr  Entgegenkommen  darzubringen,  das  sie  durch  den  Abdruck  bekundet 
in  der  stillen  Hoffnung,  daB  in  ferner  Zukunft  doch  noch  die  Briicke  zwischen  technischer  Mechanik 
und  Molekularphysik  begangen  werden  wird. 
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vorzugehen.  Manches,  was  auf  diesem  Wege  eingefiihrt  wenlvn  mttb,  wn<\  atu*a  ^fairt  Mdne 
Berechtigung  behalten.  Anderes  wird  durch  Neucs  au  ersdzon  sriin  AU*r  pi'U«h*  \V0 

sich  die  deutlichsten  Widerspriiche  mit  dem  wirklichcn  Naturverhalffit  /vi^vn,  w  it  *  1  der  IHmkt 
sein,  wo  man  mit  der  besten  Hoffnung  an  die  Konstruktion  Yiiwullstamli^ung  tlrr  Grsetvit* 
der  Atommechanik  herantreten  darf. 

2.  Man  wird  von  vornherein  erwarten,  dafl  man  die  eleklrindte  Xafiii  der  Mulrkular* 
krafte  in  jenen  Fallen  am  leichtesten  erkennen  wird,  wo  die  Atnme  in  I*Wm  um  Umm  v\u 
stieren  und  deslialb  ihr  Feld,  entsprechend  dem  (  oulumbsclien  tlwt/o,  mil  naetisender  l\nt* 
fernung  nur  wenig  geschwacht,  ausdehnen  konnem  Die  kleinslt*  Ladung,  die  u»j  kummni 
die  eines  einwertigen  Ions  oder  des  Elektrons,  ist  nach  Mh.MKan  tin  fSDdn  Matin*  hen  Mali- 
system  4,77.10- 10  elektrostatische  Einheiten2). 

Man  hat  frtiher  gelegentlich  fiir  die  Erklarung  tier  Mulekularkrafle  die  alljgemeine 
Gravitation  heranziehen  wollen.  Indessen  sieht  man  sofort,  dal!  dif>e  uu;;t-!u  t:,  >  id-in  i-.t,  u-r- 
glichen  mit  den  elektrischen  Kriiften.  Beide  Krafte  nehnien  itti  einfachsten  Fallr  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  ah,  in  jeder  Knt fenmny  st.-heu  .»<•  .do  ini  .lihen 
Verhaltnis.  Fiir  die  Wirkungen  zwischen  einem  Na  tmd  einem  H-lon  iitnlei  man  zahlemniifijg, 
da B  die  elektrische  Kraft  io33  mal  so  grol.1  ist  als  die  Gravitation-do  an. 

Wir  konnen  uns  nun  fragen,  ob  die  soeben  abgesdiiitzteu  eh-Utt  i%eh,n  Ki.du*  w-u 
richtigen  GroBenordnung  sind,  urn  die  tatsiichlichc  Stiirke  ties  mul.-hul.tieu  /n-amnn-ultalts 
etwa  eines  Steinsalzkristalles  zu  crklarcn.  Ehe  man  aber  dies,  Bneelmung  maelit,  tmtU  man 
sicher  sein,  daB  wirklich  auch  im  festen  Steinsalz  die  Bausteine  von  dett  b.neit  An  und  VI 
gebildet  werden.  Diese  Sicherheit  hat  man  nun  heute  in  der  Tat.  tVbrt  die  Aniudmmg  der 
Einzelteilchen  (jedes  JVa-Ion  umgeben  von  6  C/-Ionen  und  jetles  (V  lon  utugeben  von  1'  Sa- 
Ionen)  batten  uns  die  Beobachtungen  von  Bragg  iiber  die  Reflexion  von  Huim-m, Hidden  im 
Sinne  der  LAUEschen  Interferenzidee  unterrichtet.  Nicht  fin  hyputhelGeln  s  Alob-knl  XtHl, 
sondern  die  einzelnen  Atome  sind  demnach  die  Bausteine.  Hat!  fVtm-r  die  Atom,-  .d,  |»„e« 
vorkommen,  erhellt  am  einfachsten  aus  dor  Tatsache,  daB  Sfeiiwd/  itttMandr  i-t,  die 
schen  Reststrahlen  zu  erzeugen,  d.  h.  daB  dieses  Salz  im  Gltrarofen  ein  Grbirt  -Mu  Marker 
selektiver  Reflexion  aufweist  In  der  Tat  versteht  man,  tlafl  das  elek  tt  ..magnet  tehe  i-Vld  tier 
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die  Existenz  einer  ausgezeichneten  Frequena  als  die  Kigenfmjuenz  des  poAtm-n  ,V„ Mutters 
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zwisclien  den  ionen  einzuffihren,  deren  Ur  sprung  dunkel  bleibt,  deren  Existenz  indessen  nicht 
zu  bezweifeln  ist.  Er  setzt  sie  proportional  einer  Potenz  der  Entfernung  und  bemiBt  ihre 
Starke  so,  daB  der  tatsachlich  beobachtete  Abstand  resultiert,  wahrend  der  Exponent  der  Potenz 
durcli  die  Forderung  festgelegt  ist,  daB  das  Modell  auch  den  Betrag  der  wirklichen  Kom- 
pi'essibilitat  wiedergeben  kann.  Zum  Gluck  erweist  sich  dieser  Exponent  relativ  groB,  ent- 
sprechend  einem  sehr  steilen,  an  die  «harten  Kugeln»  erinnernden  Anstieg  der  AbstoBungs- 
krafte  bei  der  gegenseitigen  Annaherung.  Infolgedessen  spielt  die  zu  diesen  Kraften  gehorige 
Energie  nur  eine  untergeordnete  Rolle  und  ihre  Fehler  konncn  das  Hauptresultat  nur  wenig 
beeinflussen.  Diesem  Befunde  entspricht  aufierdem  die  Tatsache,  daB  man,  wie  Bragg  und 
Wasastjerna  zeigen,  jedem  Atom  und  jedem  Ion  in  den  verschiedensten  Kristallen  stets  den- 
selben  nur  fur  das  Atom  oder  Ion  charakteristischen  Raum  zur  Verffigung  zu  steilen  hat. 

Die  Energie  eines  Mols  NaCl  in  Krystallform  laBt  sich  durch  Kombination  von  Beob- 
achtungen  iiber  Bildungs-  und  Sublimationswarme,  sowie  der  I  onisationsenergie  experimented 
bestimmen.  Sie  ergibt  sich  zu  180  kg  Cal.  Born  zeigt,  daB  diese  Energie  fibereinstimmt  mit 
der  errechneten. 

Der  experimentelle  Wert  fur  die  Energie  eines  solchen  Krystallgebildes  ist  immerhin 
nur  auf  Umwegen,  durch  Kombination  mehrerer  Beobachtungen  zu  erzielen.  Es  scheint  viel 
naher  zu  liegen,  daB  man  fragt,  ob  es  denn  nicht  moglich  scin  sollte,  ein  MaB  fur  die  Krystall- 
krafte  zu  bekommen  durch  Ausfiihrung  eines  einfachen  ZerrciBversuches.  Man  kann  in  der 
Tat,  wie  es  Zwicky  gemacht  hat,  berechnen,  wie  sich  die  lonenebenen  miter  seitlicher  Kon- 
traktion  voneinander  entfernen,  wen n  man  Zugkrafte  in  Richtung  einer  krystallographischen 
Achse  an  einem  Steinsalzstfick  angreifen  laBt.  Man  findet  dann  eine  Kraft,  welchc  mit  zu- 
nehmender  Dehnung  immer  langsamer  anwachst,  um  bei  einem  bestimmten  Werte  der  Ver- 
langerung  ein  Maximum  zu  erreichen.  Man  wird  offenbar  diesen  Maximalwcrt  mit  der  Zer- 
reiBfestigkcit  identifizieren  miissen.  Tut  man  das,  so  ergibt  sich  theoretisch,  daB  man  an  einem 
Stabchen  vom  Querschnitt  i  mm2  mit  einer  Kraft  von  300  kg  ziehen  raiiBte,  um  es  zu  zer- 
l-eiBen.  Das  Experiment  ist  weit  entfernt  davon,  diese  Zahl  zu  bestatigen,  das  Stabchen  reiBt 
schon,  wenigstens  bei  der  fiblichen  Anordnung,  wenn  man  0,5  kg  anhangt.  Soli  man  diesen 
Widerspruch  als  ein  Beweis  gegen  die  Richtigkeit  der  Grundvorstellungen  ansehen?  Vieles  weist 
darauf  hin,  daB  man  besser  daran  tut,  die  Erklarung  darin  zu  suchen,  daB  ein  groBeres  Krystall- 
stiick  in  den  allermeisten  Fallen  wesentlich  abweicht  von  dem  Bilde  des  fiber  seine  ganze  Er- 
streckung  mathematisch  regelmafiigen  Gitters  und  vielmehr  einen  Bau  aufweist,  den  man  mit 
dem  sofort  einleuchtenden  Namen  «Mosaikstruktur»  benannt  hat  Ist  dem  so,  so  ist  kerne 
Gewahr  mehr  daffir  vorhanden,  daB  das  Resultat  der  Rechnung  mit  der  Wirklichkeit  uberein- 
stimmen  wird.  Das  besonders  technisch  interessante  Problem  der  Materialfestigkeit  ist  damit 
theoretisch  als  eine  sehr  schwierige  Frage  gekennzeichnet.  Und  obwohl  ein  endgfiltiges  Urteil 
heute  noch  nicht  erreicht  ist,  darf  doch  darauf  hingewiesen  werden,  daB  Joffe  bei  geeigneter 
Anordnung  des  Versuches  80  %  der  theoretischcn  ZerreiBfcstigkeit  praktisch  erhalten  hat  bei 
Steinsalz,  so  daB  ein  triftiger  Grund  zur  Beunruhigung  nicht  vorliegen  dfirfte. 

3.  Ein  groBes  Gebiet,  auf  dem  die  Auffassung  der  Molekularkrafte  als  elektrische  zu  einem 
tieferen  Verstandnis  zu  ffihren  scheint,  ist  das  der  Elektrolytlosungen.  Das  klassische  Gebaude 
der  Losungstheorie  wurde  aufgebaut  auf  zwei  Grundgesetzen.  Das  van  T’HOFFSche  Gesetz 
des  osmotischen  Druckes,  wonach  dieser  und  zugleich  die  verwandten  Erscheinungen  der 
Gefrierpunktserniedrigung  und  der  Siedepunktserhohung  der  Zahl  der  gelosten  Teilchen  pro¬ 
portional  sind,  ohne  daB  deren  besondere  Art  eine  Rolle  spielt,  ffihrt  Arrhenius  zu  der  Auf¬ 
fassung  der  Existenz  freier  Ionen  in  der  Losung.  Die  Zahl  dieser  Ionen,  der  Dissoziations- 
grad  wird  festgelegt  durch  das  zweite  Grundgesetz,  das  Massenwi rkungsgesetz  von  Guldberg- 
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cler  Losung  adcliert.  Offenbar  wird  somit  der  EinfluB  der  verschiedenen  Ionen  mit  einem  um  so 
grofieren  Gewicht  versehen,  je  holier  ihre  Wertigkeit,  d.  h.  ill  re  elektrische  Ladung  ist. 

So  sielit  man  in  dieser  Regel  in  klarerer  Form  erneut  einen  Hinweis  auf  die  Wirk- 
samkeit  der  Ionenkrafte  hervortreten,  denn  diese  sind  entsprechend  dem  Coulombschen  Gesetze 
den  Ladungen  und  damit  den  Wertigkeiten  proportional.  In  der  Tat  ffihrt.  eine  eingehendere 
Betraclitung  der  Wirksamkeit  der  Ionenkrafte  auf  eine  Begrfindung  der  Lewisschen  Regel. 
Nimmt  man  z.  B.  eine  NaCl-ludsung  und  betrachtet  etwa  ein  Na-lon  und  seine  Umgebung. 
Es  wird  dann,  eben  infolge  der  Coulombschen  Krafte  wahrscheinlicher  sein,  dafi  man  in  einem 
irgendwie  herausgegriffenen  Abstand  ein  umgekehrt  geladenes  C/T011  als  ein  gleich  geladenes 
Na-lon  findet.  Und  trotzdem  die  Regel  mafiigkeit  in  der  Anordnung,  w el che  sich  herstellen 
mochte  und  die  Ghosh  in  gar  zu  weit  gehender  Idealisierung  mit  der  Anordnung  in  einem 
Steinsalzkrystall  verglich,  infolge  der  Temperaturbewegung  nicht  zustande  kommen  kann,  so 
wird  docli  ein  Rest  von  dieser  Ordnung  fibrigbleiben,  fiber  deren  Gesctzmafiigkeit  zuerst 
Milner  Untersuchungen  angestellt  hat.  Man  wird  behaupten  konnen,  daB  jedes  Ion  ini  Mittel 
von  einem  Sell  warm  umgeben  sein  wird,  in  dem  die  entgegengesetzt  geladenen  um  so  starker 
iiberwiegen,  je  naher  man  an  das  Ion  herangcht,  Unter  vereinfachenden  V oraussetzungen 
gelingt  es  nun  zu  zeigen,  daB  die  mittlcre  Dichte  der  Ucberschufi ladung  ini  Schwann  mit  der 
Entfcrnung  voni  Ion  so  abnimmt,  dafi  fiir  diese  Abnahme  eine  Streckc  mafigebend  ist,  die  nur 
von  der  oben  eingefuhrten  lonenstarke  abhangt,  sofern  die  Krafte  zwischen  den  Ionen  dem 
Coulombschen  Gesetze  geniigen.  Dieses  ffihrt  dann  ohne  weiteres  zu  einer  elektrostatischen 
Begrfindung  der  Lewisschen  Regel. 

Zugleich  mit  der  Erklarung  dieser  Gesetzesmafiigkeiten  erhalt  man  die  Erklarung  fiir 
das  ebenfalls  merkwiirdige  Verhalten,  welches  die  Leitfahigkeit  der  star  ken  Elektrolyte  in 
groBer  Verdfinnung  kennzeichnet  und  das  sclion  von  Kohlratjsch  auf  eine  horm  gebracht 
wurde,  von  der  er  feststellen  mufite,  dafi  sic  mit  dem  klassischen  Masscnwirkungsgesetze  keinen 
Zusammenhang  haben  konne. 

Bjerritm  hat  seit  vielen  Jaliren  die  Wichtigkoit  der  Ionenkrafte  hervorgehoben  und  gibt 
seiner  l  'cbcrzeugung  Ausdruck,  dafi  in  vielen  Fallen  der  gewohnlich  angegebene  Dissoziations- 
grad  von  weniger  als  roo  %  nur  (lurch  die  Wirkung  der  Ionenkrafte  vorgetauscht  sei.  N ernst 
dagegen  findet  in  neuester  Zeit  bei  Beobachtungen  fiber  Verdfinnungswarmen  ein  individuelles 
Verhalten  der  Ionen,  welches  ihm  in  Widerspruch  mit  der  Lewisschen  Regel  zu  stehen  scheint 
und  ihn  veranlafit,  an  der  Bedeutsamkeit  der  Coulombschen  Krafte  zu  zweifeln.  Die  Diskussion 
wird  vielfach  unter  dem  Schlagwort:  «vollstandigc  oder  unvoll stand ige  Dissoziation»  geffihrt, 
was  zur  Folge  hat,  daB  der  eigentliche  Kern  dcr  Frage  verschleiert  wird. 

Um  was  es  sich  m.  E.  wirklich  handelt,  kann  am  besten  illustriert  werden  an  Hand 
einer  Analogic.  Bemerkt  man,  dafi  Joddampf  nicht  den  idealen  Gasgesetzen  genfigt,  dann  findet 
man  daffir  die  Erklarung  in  der  Tatsache,  dafi  das  Jodmolekfil  in  Jodatome  dissoziiert  und  man 
wendet  zur  Berechnung  der  Abweichungen  das  Massenwirkungsgesetz  an.  Es  sei  gestattet, 
diese  Method e  die  «chemische  Methode»  zu  nennen.  Nun  weifi  man  aber,  dafi  alle  Gase,  auch 
solclie,  bei  denen  von  einer  Dissoziation  nicht  die  Rede  sein  kann  (wie  etwa  die  einatomigen) , 
Abweichungen  von  den  idealen  Gasgesetzen  zeigen.  Alle  Gase  lassen  sich  ja  verflussigen!  Fur 
die  Erklarung  dieser  Abweichungen  greift  man  nach  van  der  Waals  auf  die  Hypothese  der 
Molekularkrafte  zurfick  und  wendet  damit  eine  Methode  an,  welche  die  «physikalische  Methode* 
genannt  werden  soli3).  Es  besteht  wohl  darfiber  keine  Uneinigkeit,  dafi  fiir  ein  vollstandiges 

~ ~ ~ ^Die  Bezeichnungen  sind  gewahlt  im  Zusammenhange  mit  der  historischen  Entwicklung;  warden 
wir  nur  an  die  durch  die  modeme  Atomtheorie  geleistete  grossartige  V erschmelzung  von  Chemie  und 
Physik  denken,  so  mtisste  man  die  Wahl  als  unstatthaft  bezeichnen. 
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Verstehen  beide  Methoden  gleichzeitig  herangezogen  werden  niiissen.  Wiihmid  dieses  nun  im 
Falle  der  Gase  durchweg  geschieht,  hat  man  fiir  die  Theorie  der  Lbsungen  laitge  Zei(  hindureh 
die  «chemische  Methode»  allein  bevorzugt.  Die  Meinung  ist,  dafi  danehen  eine  I’eriieksiehtigung 
der  Ionenkrafte,  die  zu  ihrer  Behandlung  die  «physikalische  Methodic  erfordern,  uucrlafilich 
ist.  Man  kann  nur  noch  fragen,  welcher  Gesichtspunkt  praktisch  der  wichtigste  ist.  Das  wird 
wie  bei  den  Gasen,  in  jedem  Falle  fiir  sich  entschieden  werden  niiissen.  I  eh  finite  es  inmierhin 
fiir  moglich,  die  allgemeine  Feststellung  zu  machen,  daB  die  «phystkaliscfie  Methodic,  ,ij(.  ])(,j 
den  schwachen  Elektrolyten  nur  eine  praktisch  wenig  bedeutsame  Knrrektur  hedingt,  im  I’alle 
der  starken  Elektrolyte  den  weit  fiberwiegenden  Teil  der  Erkliirung  liefert. 

SchlieBlich  kann  man  sich  noch  die  Frage  vorlegen,  ob  zwischen  den  Kriiften,  mil  denen 
beide  Methoden  operieren,  in  der  Tat  ein  prinzipieller  Unterschiod  existiert.  Kriunert  man 
sich  an  eine  Arbeit  von  Boltzmann,  in  welcher  das  dem  Massemvirkungsgesef /.  entspreelieude 
Dissoziationsgleichgewicht  zwischen  Jodmolekiil  und  Jodatonien  al.gehdtet  wird  auf  (bund 
der  Annahme,  daB  die  Jodatome  an  ihrer  Obcrflache  «kleine  eniplindliehe  Bereiehe->  liaben.  die 
den  Sitz  groBer  Krafte  sind,  so  sieht  man,  dafi  formal  kein  soldier  Vntersdiied  existiert 
Indessen  wissen  wir  heute,  daB  die  in  der  Boltzmannschen  Redinung  auftretende  (fiAOe  <Ier 
empfindhehen  Bereiche,  sich  auf  dem  Umwegc  fiber  die  NbrnstscIu-ii  diemisdicn  Konstanten 
durch  das  PLANCKsche  Wirkungsquantum  ausdrticken  liiBt.  Man  darf  daher  vidleieht  ver 
muten,  daB  zwischen  einer  wahren  chemischen  Bindung,  wie  sie  der  «diemisdien  Methode* 
zu  runde  liegt,  und  einer  kontinuierlich  und  stetig  veranderliclien  «physikalisdien  I’»in<lung», 
von  der  die  andere  Methode  ausgeht,  doch  ein  wesentlicher  Untorsehied  exist  imm  mag,  indem 
man  im  ersten  Falle  die  Bindung  als  Folge  eines  Quantensprunges  mit  endlidier  Hitepde- 
differenz  zwischen  Anfangs-  und  Endstadium  ansieht. 

4-  Die  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  alle  auf  Atonic  oder  Molekiife,  wefelie 
urc  erust  oder  Aufnahme  eines  oder  mehrerer  Elektronen  zu  louen  gewordeu  sind  Man 
konnte  den  Emwand  erheben,  dafi  hier  die  Existenz  Coulombscher  Kriifte  selbst verstamllich 
1S*  Un  ,4  a^r.TaS  als  Molekularkraft  bezeichnet:  wird,  einfach  durch  die  \vei{  fiber- 

megande  W.rfcung  elektrostatischer  Ladungskriifte  iiberdeekt  is,.  I!s  is,  deshall,  ......rliilllid, 

ladenerUGebUdeahMddtrt  ”  ”'****  "  "  *fch  ”  dic  •W™***™  «W 

tales  GdXeT  ,1f  dments>>r“h“d.  wie  man  mit  Hilfe  I-ndragn,  ,-iu 

auf-  Eine  nneV  ”  '  T  S°  dranet  slch  als  Snfachste  Moglicbkcit  das  llili]  eine*  |)i,,(1fs 

Mert  dH  ;r u”?  re  g  ^  neg*tive  ^ 

Ma„ete„  s^eblf  «**"  K°rabina*i‘>"  •«»"*!,.  ffU-lchl  de„,  . .  „i,„, 

Tatache  »fleh.  !  ,  H'mut  proportional  der  dritten  Potenz  der  Entfermnig  ab,  nine 

zweier  UdnngJ  “tSpricK  <ll'rd'  Korabinali,,,, 

so  muB  der  Findmeb-  a  wi!'-  St?Ut  “““  ,dle  UeberIehrung  m  dieser  primitiven  Weise  dar, 
tt  .  er.  l  kur  Slcb  aufdriingen.  Dem  ist  aber  trotzdem  nicht  so. 

urn  s6  verwTcXgwerrnSTe1SnChheS  SyStm  ^  Ladungen’  50  wird  clas  PotentiaI  desselben 
der  die  Absicht  bat  pi  -  ,her  man  .an  das  System  hcrankommt.  Der  Mathematiker, 

entwicklung  wahlen’  welche  fortsd!  ^ Tt  darzustellen’  wird  deshalb  Kcihen- 

einem  f4ewaS„^k e 4teT P°*e“en  <1Cr  ™  -K«nd 

man  in  Po,«rtiaMamdl2  ?  Wr”  deS  Syst'ms'  Tut  das-  » 
welches  als  Fakr!?  em  erstes  detn  reziproken  -  Abstande  proportionales  Glied 

“  Das  « 

Festleptmo*  Hip  n  -fi  •  bstandes  proportional  und  erfordert  zu  seiner  quantitativen 

hestlegung  die  Definition  ernes  Vektors,  des  Momentenvektors,  der  bildlich  durch  zwd  en" 
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ii  gegengesetzt  gleiche  Ladungen  im  endlichen  Abstande  dargestellt  werden  kann  und  dessen 

h  Grofie  durch  das  Produkt  Ladung  mal  Abstand  gemessen  werden  muss.  Geht  man  zum  dritten 

7  Gliede  iiber,  so  ist  dieses  der  dritten  Potenz  des  reziproken  Abstandes  proportional  und  ist 

Ii  quantitativ  gekennzeichnet  durch  GroBen  von  der  Dimension  Ladung  mal  Quadrat  eines  Ab- 

.  standes,  die  man  als  Quadrupolmomente  oder  als  elektrische  Tragheitsmomente  des  Ladungs- 

i  systems  bezeichnet.  In  dieser  Weise  kann  man  die  Reihe  fortsetzen,  jedes  weitere  Glied  er- 

i  fordert  die  Einfiihrung  von  Momenten  hoherer  Ordnung. 

,i  Vom  Standpunkte  dieser  Reihenentwicklung  aus  gesehen,  ist  demnach  die  Einfuhrung 

von  Molekiilen,  die  ahnlich  wie  Magnete  wirken  und  ihre  Kennzeichnung  durch  elektrische 
1  Dipolmomente  durchaus  natiirlich.  Selbstverstandlich  wird  nicht  jedes  neutrale  Gebilde  erne 

i  Dissymmetric  der  Ladungsverteilung  aufweisen,  wie  sie  dem  Dipolcharakter  entspncht.  Es 

kann  auch  die  innere  Symmetric  groBer  sein.  Dann  wird  das  Dipolmoment  Null  sem  und  das 
I  System  wird  sein  Feld  so  konzentrieren,  daB  es  proportional  der  vierten  Potenz  der  Entfernung 

an  Intensitat  abnimmt,  wahrend  zu  seiner  Kennzeichnung  nunmehr  die  elektrischen  Tragheits¬ 
momente  dienen  werden.  Entsprechend  der  Reihenentwicklung  kann  das  Einteilungsverfahren 
fortgesetzt  werden.  So  verschwindet  z.  B.  das  Feld  wieder,  wenn  die  drei  elektrischen  Haupt- 
tragheitsmomente  einander  gleich  sind,  dann  wird  das  Reihenglied  wichtig,  welches  der  vierten 
Potenz  der  reziproken  Entfernung  proportional  ist,  usw. 

Fur  den  Physiker  handelt  es  sich  nun  zunachst  darum,  die  Existenz  von  Dipolmolelailen 
experimentell  nachzuweisen.  Bringt  man  ein  Ion  in  ein  homogenes  elektrisches  Feld,  so  wird 
darauf  eine  Kraft  ausgeiibt  und  es  entsteht  unter  geeigneten  Umstanden  der  elektrische  Strom. 
Ein  Dipolmolekiil  dagegen  erfahrt  in  einem  solchen  Felde  im  ganzen  keine  einseitig  gerichtete 
Kraft;  nur  ein  Drehmoment  wird  ausgeiibt,  welches  bestrebt  ist,  das  Molelciil  so  zu  drehen, 
daB  seine  Momentenachse  parallel  dem  Felde  zu  liegen  kommt,  ahnlich  wie  das  mit  einem 
Magnetstabchen  im  Erdfelde  geschieht.  Unter  Einwirkung  eines  homogenen  Feldes,  etwa 
zwischen  den  Platten  eines  Kondensators,  werden  also  die  Molekiile  einer  Flussigkeit  oder 
eines  Gases  sich,  sofern  sie  Dipolcharakter  haben,  orientieren  und  infolgedessen  der  Volumen- 
einheit  ein  elektrisches  Moment  erteilen.  Die  GroBe  des  erzeugten  Momentes  steht  in  nahem 
Zusammenhange  mit  der  Dielektrizitatskonstanten.  Einfach  ist  indessen  diese  Beziehung  nur 
bei  Gasen.  Sind  die  Molekiile  so  benachbart,  daB  sie  sich  gegenseitig  merklich  beeinflussen, 
dann  kann  von  der  Dielektrizitatskonstanten  auf  das  Moment  nur  unter  Heranziehung  von 
Betrachtungen  iiber  die  gegenseitige  Wirkung  geschlossen  werden.  Man  benutzt  hier  gewohnlich 
eine  schon  von  Mosotti  und  Clausius  abgeleitete  Beziehung.  Diese  ist  indessen  im  allgemeinen 
nicht  streng  richtig,  eine  bessere  Beziehung  existiert  aber  zurzeit  nicht.  Diskutiert  man  das 
dielektrische  Verhalten  von  Fliissigkeiten,  so  benutzt  man  also  nebeneinander  Hypothesen  uber 
die  Erzeugung  des  Momentes  und  solche  iiber  die  gegenseitige  Wirkung.  Es  ist  unmoglich, 
reinlich  zu  trennen.  Auf  die  Nichtbeachtung  dieser  Tatsache  sind  gelegentliche  schiefe  Urteile 
zuriickzufiihren. 

Wir  wissen,  daB  die  Dielektrizitatskonstante  fur  alle  Korper  ohne  Ausnahme  groBer 
als  i  ist.  Alle  Korper  nehmen  also  unter  Einwirkung  eines  elektrischen  Feldes  ein  Moment  an, 
das  positiv  ist.  Sollen  wir  nun  schlieBen,  daB  dieses  Moment  in  alien  Fallen  duich  Orien- 
tierung  der  Molekiile  zustande  kommt  und  demnach  alle  Molekiile  Dipolcharakter  haben?  Dieser 
SchluB  ist  unberechtigt.  Ebenso  wie  eine  leitende  Kugel  in  einem  Felde  ein  Moment  annimmt. 
dadurch,  daB  die  frei  beweglichen  Ladungen  sich  verschieben,  kann  ein  Molekiil  ein  Moment 
erhalten,  dadurch,  daB  es  quasi  elastisch  deformiert  wird  und  seine  Ladungen  kleine  Verschie- 
bungen  erfahren.  Diese  Art  der  Influenz  ist  sogar  die  einzige,  welche  lange  Zeit  allein  in  Be- 
tracht  gezogen  wurde.  Es  geniigt  also  nicht,  die  Dielektrizitatskonstante  allein  zu  messen,  es 
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muB  vielmehr  nach  einer  Eigenschaft  dieser  knnstunhm  dm  mit  d.-ni 

Dipolcharakter  verkniipft  ist.  Wir  wissen,  daB  dm  Mnlrkiilr  t  int  !m.-u  ■  fui'i  ’  aditr'r  lit  winning, 
die  Temperaturbewegung,  aufweisen.  Vmucht  man  u!m  »  i  »ti« -I  »*  *i.  mb,  .....  H,<fr  t.|ek, 

orientieren,  so  wird  diese  OrirnfFi  ting  undo  \fd!  'O'Vtml?  Urnofttt  kf*unen 
>mfurbe\u*giiiiK  dir  vm  ■»  n  s»udr  f|rr  ^\j0j( 


trischen  Feldes  zu 

da  sie  fortwahrend  infolge  der  1  emperat 
kiile  gestort  warden  wird.  Man  wird  ofienbar  uni  u  enigm  i  diin  5  t  I  ^h*  nunim,  jr  iut 
siver  die  Bewegung,  d.  h.  je  holier  die  teinperafur  Ft.  NddaOl*  :::  o;  ‘!.:U  t  ‘'^a  *  :n  t  ;ax  VUR 
Dipolmolnkiilen  in  eineni  tmveranderliehen  \  nlunu-n  ein,  m»  u  ? m 
die  bei 
nehmen 


„r _  .  .  .  tmveranderliehen  Volutm-n  tdis*  hm  wild  nun  ,-u  r.t  fatten  huU%  clafi 

die  bei  konstanter  Dichte  bestimmte  DielektriV.itaf^ciiiMiiiite  mit  ^liiirfiim-tidn  IVmjmatur  ab 
nehmen  muB.  Das  Gesetz,  nach  welchein  dieses  geM'lindr,  hanu  mo  !  Ido  h  t  P  a  r/M  \m4\g 
MAXWELLschen  Prinzips  berechnet  werden,  I  be  negriindni:.;  n  *  * «  *v  :•  '  U >■;  b,  i  t^ni^rn 

die  Langevin  auf  dem  Gebiete  des  Magnefisimis  inisfiilirie  /nr  NMi-Huug  »lr*  (  Vfiti^rlmi  Cie* 
setzes  des  Paramagnetismus.  Diese  irmere  mid  anUrrt**  Irlirilirfikm!  Iwi4r.t  i;,Mr  lirnchtc 
Sommerfeld  neulich  dazu,  fur  die  elektrisclu*  Hrregttfig  *Iwd»  <  >*  inittrrtmg  brit  Snuwn  ifan« 
elektrizitat  vorzuschlagen.  Wahrencl  nun  die  Kr reeling  auf'  £  #i  nud  »lrt  i  h  trut imutg  sidi 
temperaturempfindlich  erweist,  ist  das  mit  der  {*’ 1 1 1 *r - •  ?*'.A  ...  \»  jr!  j^y 

Durch  Untersuchungen  fiber  die  Temperaturabhaiigigk«'ii  tlrr  I  brlriit  at %f%« «tt ant i^n  Iwkommt 
man  also  die  Moglichkeit,  festzusfetlenu  ol>  die  betieffen  \ru  ,\f*’H.n U  )  »:«  >.)  Uo.Ao  t 
kann  dann  durch  Anwendung  des  Temperatmge'-rt/e-.  dm  <  ,«  -  v ,  j  „  /.  -  .. 

Solche  Untersuchungen  wtirden  schou  vnr  la nurr  Znt,  als  ilirr  (iriitiitig  iwcfi  nidif  tie* 
kannt  war,  im  NERNSTschen  Laboraforiwn  au*g*‘tuhu  \mis  IUum  r  >  t*  sp  |u*  ,|4liSI  |fl^ 
und  in  neuester  Zeit  haben  besonders  Zaiim  in  VtmcrUm  niel  ?,*  V!  /m  u  a  ,^-br  \fr^isitgt1l 

mit  modernen  Hilfsmitteln  gemacht.  Das  Tempeiafun'e-.i !  ^  b.a  Meb  to  Arn  .w*  tieaafint, 
Die  Werte,  welche  ffir  die  Pipolniomentc  grftiiidtii  v-oi-hio  o-,  !  d.n  f  iidd-UMrdmmg 
I0_M-  Gerade  diese  GroBenordtumg  isi  «,  wtddt**  /uu.m.-:)  m>  dj,  )*’»•!■, it 
aussetzungen  wesentUch  bestSrkt.  Hie  Ladung  vim*  !>•,  * 

io  10  C.G.S.  Einheiten,  die  Abstandf  im  (\f.4rk«tl  *inl  d*»  hr,r,>;  !m  •  ttjr 

haben  also  in  der  Tat  von  vornherein  *u  orwartmi.  d.tlS  d.r.  M  ,  hn  ? U.-hskt  Adting 

mal  Abstand  zu  messen)  die  GrbBenordiuiiig  |„  ;*  .  . 

Unter  den  verschiedenen  Amvcndmigen,  w *’!.■!(>•  in,*'!  '.»<(.  \«;i  dnn.-  dn  Fvistcnz 

von  Dipolmolekulen  machen  kaiui,  solku  zwri  w.  > .|,-u 

.  .  ,  '  ..  welchu  du  (  luiiiikn  nst  M»-b'3; id  ,,1’  i; j.tHvii,  das 

chenusche  Verhalten  aus  ihr  almdesen.  S,,  k{Mm  ,!„*  ,(,SSi 

2  I"  d*rSt!5  si,‘  ;,h,,r  mdrnwK,  !..<.•  «■  da« 

So  wird Ult?  P  R,e“w;haf,‘,n ,h,  o.s,,:  tvh,,, 

elektrischen  SvrT  rieciKt‘»J’<S»a f ten  dri  htsinr!  a)«  \  --it.i,;  !  '  !  n.a;<  u  iml  der 

dfirfte  Lrera  T"’  . . .  5 

sucht-  besonders  «.i  f^u  mi*  1  m-, -s;  u,-  du  1  t-im  mii.r 

"T  ,liV  Vnh:tUm^  —  «-»!..  . ,  ,,  ,v.  1  iKmudv,, 

AK  -  -io,  ,s  d»,  i,.,h, ,  '/a,  nlta 

,  Dampfform  und^bei  kn  ^ /  lUSf*lll/iil  Wl(lf**r|?»  1Hn  iv  vo|  ?i Uoooi  /n  m-iunddrin  in 

elektrizitatskonstanten  zem'te  siSb^T'1  m  .dd  dm  Pi 

auBersten  fehlte.  Das  ist  rren-ni  .! *  *  *  '* '  u  ;*  dnr.?!  i  ,  !„s  >J»  ii  bidden 

Valenzen  des  Kohlenstoffatn  ’  ^  ,IK‘n  J,”f  ''  1  ’  e-.i'jv!'.  u  !  suv,..bllv  ftn  tli«* 
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H-Atome  durch  cm  67-Atom  ersetzt,  dann  tritt  sofort  cine  Dissymmetric  auf,  welche  dem  Mole- 
kiil  ein  Dipolmoment  verleiht,  das  im  Verhalten  der  Dielektrizitatskonstante  zum  Ausdruck 
kommt.  Als  zweite  Anwendung  sei  die  Erkliirung  der  von  Drude  aufgefundenen  anomalen 
Dispersien  fur  elektrische  Wellen  besprochen.  Die  Verteilung  der  Dipolaxen  im  konstanten 
Felde  stellt  ein  statistisches  Gleichgewicht  dar.  Wiirde  man  nun  das  Feld  plotzlich  verschwinden 
lassen  konnen,  so  wiirden  trotzdem  die  Axen  nicht  momentan  zu  derjenigen  Richtungsvei teilung 
zuriickkehren,  die  im  Felde  Null  herrscht  und  bei  welcher  keine  Richtung  bevorzugt  ist.  Der 
ProzeB  des  Entstehens  Oder  Vergehens  der  von  der  Feldstarke  erzwungenen  Einstellung  wird 
zeitlich  durch  eine  Relaxationszcit  charakterisiert  scin.  Diese  Relaxalionszeit  aber  ist  zu  be- 
stimmen  mit  Hilfe  einer  Gleichung,  die  eine  Verallgemeinerung  darstellt,  der  EiNSTEiNschen 
Betrachtungen  fiber  die  BrownscIic  Bewegung,  wclchc  sich  im  vorliegenden  Falle  auf  die 
Drehungcn  der  Molekfile  zu  beziehen  haben.  Nchmen  wir  an,  dab  diese  Relaxationszcit  bestimmt 
ist,  so  wird  das  Medium  auf  Wellen,  deren  Schwingungszeit  grofi  ist,  gegen  die  Relaxationszcit 
so  reagieren,  dab  diese  sich  mit  einer  Gcschwindigkeit  fortpflanzen,  die  der  statischcn  Diclektii- 
zitatskonstanten  entspricht.  1st  dagegen  die  Schwingungszeit  kurz  verglichen  mit  der  Relaxations- 
zeit,  so  konnen  die  Molekfile  sich  nicht  melir  einstellen  und  reagieren  nur  noch  wegen  lhrer 
Polarisation,  die  der  quasi  clastischen  Verschiebung  der  inneren  Ladungen  entspricht.  Die 
Dielektrizitatskonstante  hat  dann  urn  den  Bctrag  des  Orientierungseffektes  abgeuommen.  Im 
Wasser  entspricht  das  eincm  Abfalle  von  80  auf  3.  Die  oben  erwahnte  Gleichung,  welche  diesen 
Abfall  als  Funktion  der  Frequenz  bcschreibt,  zeigt,  dab  gleichzeitig  eine  Absorption  auftreten 
mub,  die  in  demjenigen  Frequenzbereich  ein  Maximum  hat,  wo  der  Abfall  der  Dielektrizitats- 
konstanten  stattfindet  und  links  und  rechts  davon  verschwindet.  Beide  Erschcinungen :  anomale 
Dispersion  und  Absorption  konnen  also  nur  dann  auftreten,  wenn  das  Molekfil  Dipolcharakter 
hat.  Diesem  entspricht  der  experimentelle  Befund. 

Urn  zu  entscheiden,  ob  die  Grobenordnung  der  Relaxationszcit  der  Frequenz  entspricht, 
ffir  welche  praktisch  anomale  Dispersion  und  Absorption  von  Drude  gef unden  wurde,  mub  man 
sich  eine  Vorstellung  bilden  fiber  die  Grobe  des  Moment es  der  Reibungskraft,  das  111  emer 
Fliissigkeit  auftreten  wfirde  an  einem  Molekfil,  welches  gezwungen  wird,  mit  gleichmabiger 
Geschwindigkeit  zu  rotieren.  Ebenso  wie  sich  gezeigt.  hat,  dab  man  ffir  die  Diffusion  die  rich- 
tige  Grobenordnung  findet,  wenn  die  Molekfile  der  diffundierenden  Substanz  hinsichtlich  der 
bei  gleichmabiger  Fortbewegung  auftretenden  Reibungskraft  wie  Kugeln  endlicher  Dimensional 
im  STOKESScheni  Sinne  behandelt  werden,  wird  man  es  bier  wagen,  das  Molekfil  mit  einer  gleich- 
maflig  rotierenden  Kugel  zu  vergleichen.  In  der  Tat  folgt  auf  diesem  Wege  die  Grobenordnung 
der  Relaxationszeit  zu  io~10  Sec.,  einer  Wellenlange  von  einigen  cm  entsprechend.  Wenn 
es  auch  zu  viel  verlangt  ware,  absolute  Uebereinstimmung  der  Erfahrung  zu  fordern  mit  den 
Schlubfolgerungen,  bei  denen  die  benutzte  ldealisierung  des  Molekfils  in  wesentlicher  Weise 
eingeht,  so  darf  man  doch  vermuten,  dab  der  Ansatz  weiter  tragt  als  bis  zur  bloben  Abschatzung 
der  Grobenordnung.  Die  Theorie  zeigt,  dab  die  Erscheinungen  wesentlich  abhangen  von  dem 
Verhaltnis  gebildet  aus  dem  Produkte  Reibungskonstante  mal  Frequenz  einerseits,  und  dem 
Produkte  Boltzmannsche  Konstante  mal  absoluter  Temperatur  anderseits.  Diese  Kombmation 
wachst  bei  konstanter  Temperatur  mit  steigender  Frequenz.  Glaubt  man  aber,  dab  die  auf- 
tretende  Reibungskonstante  im  Sinne  von  Stokes  der  gewohnlichen  Zahigkeit  der  Fliissigkeit 
proportional  ist,  so  kann  man  jenes  Verhaltnis  auch  vergroBern,  indera  man  bei  konstanter 
Frequenz  die  Temperatur  erniedrigt.  Man  sollte  also  erwarten,  dab  ahnliche  charakteristische 
Kurven,  wie  sie  ffir  den  Brechungsexponent  und  den  Absorptionsindex  erhalten  werden,  wenn 
man  bei  konstanter  Temperatur  die  Frequenz  erhoht,  auch  auftreten  mfissen,  wenn  man  bei 
konstanter  Frequenz  die  Temperatur  erniedrigt.  Dieses  aber  ist  in  der  Tat  der  Fall;  hubsche 
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Versuche  von  San-ichiro  Mizushima  haben  neuerdings  die  Ki  warning  heMiitigt.  Die  i 
trizitatskonstante  von  Dipolsubstanzen  zcigt  mil  abnehmrndcr  lVm|H-tatui  dm  anoiitaim  Ah  tall 
und  gleichzeitig  wachst  die  anomale  Absorption  zuersl  an,  errdetit  cm  Muxinumi  Im.| 
dann  wieder  ab. 

5.  Die  dielektriscbcn  Versuche,  von  denon  ohm  «lie  Hob'  w.u.  h.itn-n  tins  in  tlIT  i 
zeugung  gestarkt,  dafi  das  elektrische  Biid  ties  MnlekiiK  dn  \\  ii  hhehhei*  «  n»  >•)»)  ieht  VciMtehen 
wir  jetzt,  ob  die  Molekularkrafte,  wie  sit*  z.  B.  hei  dn  \  (iti ,  .i;;uni;  ciur,  i  siditbar 
werden,  in  Zusammenhang  mit  jenein  Bilde  gebraeht  wet  den  K*  «iuj>  si 

Als  van  der  Waals  zeigte,  daB  cine  Kontinuitat  zwisdien  drm  gasfnrmigm  mltj  ,|(>m 
fliissigen  Zustande  existiert  und  er  das  charakteristisehe  \Yi h.dvn  in  gi.-Yrn  /;is;m  dimdi  eim* 
beruhmte  Zustandgleichung  wiedergab,  war  er  atisgegangni  von  /w«i  <  it  uitdannniinim,  Dir 
Molekiile  sollen  sich  erstens  in  grbBerer  Kntfermtng  ‘-Set*.  gt  ;;*■»  -t’ ,t;:  o.  !»  n,  nt.nms 
sie  in  kleinerem  Abstande  abstoBende  Kriifte  aufeinitndcr  atistihm,  dir  sclir  rasch  mit  ahnehmen. 
der  Entfernung  zunehmen  und  durch  die  Einfuftrung  wirklichcr  \htlrkidduichiue**er  approxi- 
miert  werden  konnen.  Diesen  zwei  Grundannahmcn  rntspriedit  dir  Kotfuhrong  /wrier  indi- 
vidueller  Konstanten  der  Anziehungskonstanteii  a  und  drr  VoluiMmUonstaiitm  I*,  !>ir  kritischen 
Konstanten  (der  kritische  Druck,  das  kritisehe  Voltmtrn  und  dir  kritindir  Tempt-rulur t  siml  ttach 
van  der  Waals  durch  die  beiden  Molektdarkunxtanten  n  und  an  .dt  tnddt.o  !•  •  hut  .  p-lt  gr/eigt, 
daB  die  van  der  Waalssche  Formel  nur  eim*  rrste  groin*  N’nhrmng  d.o  strli,,  •a.  ihi  •  irh  Ui„  ,ij(, 
quantitative  Darstellung  des  wirklidien  Vrrlialten*  ***«.<-  (i.e,  ,  h,»mh  It,  »,,!••>  md  dagrgrn  das 
qualitative  Verhalten  aller  Case  in  au.sgezeiehneicr  Wrist*  wirdcgt  g.  hm  «  1(d  |  j,«  . Busnach 

■-.als  sicher  anzunehmen,  daB  die  von  van  tier  W«ah  poshiliri  »«•  iinnn  ..■!!»•  \neirhnng  r\kim 
und  wir  haben  uns  nicht  nur  zu  fragrn,  ob  rijie  soldi,*  ,\n/i>  hung  ,m .  tniM-tm,  tdrktt  ischett 
Bilde  folgt,  sondern  aufierdem  zu  untersudten,  oh  dir  cirkhr-ehm  K,.»lV  go.U  g-ntsg  sind,  tun 
die  tatsachliche  molckulare  Anzielmng  zu  erklaren, 

Man  denke  sich  zwei  Molekiile  von  Dipnlehataktr,  in  rinn  w » ,  ,rt»  I  nth  mting  \on, 
einander.  Sie  werden  dann  noch  alle  mogliefien  ( irienfimmgm  ilim  {  lutwn  kduttm  ! 

Die  Frage  ist,  ob  unter  diesen  Umstiinden  itn  Mitte!  <*i»r  rr-.tdtinmdr  Kt,«n  t..n  l  tnrm  da* 
andere  Molekul  ausgeiibt  wird,  als  Kolge  tier  elrktrisrbrn  1-ridrt,  do-  nom,  1  ndwigsvvstcm  f 

aiisstrahlend  am  anderen  angreifen.  Mach  den  Grundy. . t/m  dn  b'U.tj.-  uUk  Meht, 

a  uberhaupt  keme  resultierende  Kraft  voriiandat  ist,  fall,  ,db  t  bie»u.-nts«..-si  >l.-t  rlrktmclten 
iniT?  i^Um* gIeichberccilti^  HhmMt  ttb'i ,  wir  1-in  Xhmmn  m  rkmn 

eh^r  a  a  Wifd  U,Kl  liath,rCh  *li"  I* rrrgsin?:  71!  kommt, 

ebenso  wird  jedes  Molekul  bestrcbt  sein,  sich  im  l*Vl.|r  dr,  andrtr,,  ,n  .ountj-.m  Wei,  diese 

ausvesnr^  1St  mdess®n  durch  <!ie  Temperaturiirwegung  ge,,„,t  >„■  «„,(  .,1  „  itm  so  ne.tiger 
demBoltzmnri  Sm1’  ^  ,<°  \Cr  ’fWMI>eraU,r  »•'**•  ;\Ber  mi  laiigr  sir  5i,,.:d,*t,  ,**.  w  er-lni  ttaeh 
mgt  ahnlichw-  “w®Il8®hen  1>rin»r>  die  Orient irrtittgcn  r.  i»ur»iMr||rr  i-ii.-rgir  hm»r- 

dies,  ''4"  v' ",  "”T 

Bei  A»r  TtAor,  l  ,  rRK%  ,Ik  a,!i  Aiwtvimug  dm  Ft  rhrmmtg  ttiti, 

Kr"‘rh*f""  •“1'™  ■“  * . . 

~  .«*  d^e  ^rv “-1 *  . . . .  . . .  "H- 

*  B  ■  *  »*  elektrischcs  Moment  h«°.  „  l-  ^ 

seitig  anziehen,  wiirde  man  scheinbar  f  r  .  '  '  *H' '  ;‘"d'  U’n'h  %im  XV;t:th 

Indessen,  das  *  «  ,  T*  . . .  . 

der  Betrachtung  liegt  nicht  da,  in,  daft  vti,  v.„«  I  tipohitoModen 
to 
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ausgegangen  sind,  auch  wenn  die  elektrischen  Systeme  der  Molekule  symmetrischer  sind  und 
erst  mit  Hilfe  von  Momenten  hoherer  Ordnung  charakterisiert  werden  konnen,  besitzen  sie 
gegenseitige  potentielle  Energie.  Die  Orientierungen  kleinster  Energie  werden  nach  wie  vor 
bevorzugt  und  eine  gegenseitige  Anziehung  stellt  sich  ein. 

Insbesondere  Keesom  hat  Rechnungen  durchgefiihrt  iiber  diese  « Anziehung  durch  Orien- 
tierung».  Wie  nicht  anders  zu  erwarten,  wird  die  so  errechnete  Molekularanziehung  temperatur- 
empfindlich.  Aber  auch  die  Experimente  fordern  diese  Abweichung  vom  ursprunglichen  van  der 
Waalsschen  Ansatz.  Die  elektrischen  Tragheitsmoraente,  welche  z.  B.  bei  dcnjenigen  Molekulen, 
die  keine  Dipoltrager  sind,  notig  wiiren,  uni  die  Formeln  quantitativ  den  experimentellen  Ergeb- 
nissen  anzupassen,  ergaben  sich  von  der  Grofienordnung  io-20.  Diese  Grofienordnung  ist  wieder 
in  Uebereinstimmung  mit  dem,  was  wir  erwarten  miissen.  Ein  solches  Moment  hat  namlici 
die  Dimension  Ladung  mal  Quadrat  eines  Abstandes  und  da  die  Elelctronenladung  die  Grofien¬ 
ordnung  io-w>  und  die  Molekuldimensionen  die  Grofienordnung  io  8  haben,  folgt  dei  zu  er- 

wartende  Wert  ebenfalls  zu  io~26.  . 

Bei  naherem  Zusehen  ergeben  sich  indessen  verschiedene  Einwande,  die  von  wesentlicher 

Bedeutung  scheinen.  Die  Ansatze,  welche  im  Sinne  des  Boltzmann-Maxwellschen  Prinzips  den 
Keesomschen  Rechnungen  zu  Grunde  liegen,  erfordern  implicite  die  Existenz  einer  re  ativ  e- 
trachtlichen  kinetischen  Rotationsenergie  dcr  Einzelteilchen.  Diese  Energie  mufite  sich  in  der 
speziflschen  Warme  bemerkbar  machen  und  wir  wissen,  dafi  dieses,  wemgstens  bei  den  em- 
atomigen  Edelgasen,  die  doch  auch  die  van  der  Waalssche  Anziehung  zeigen,  nicht  der  I-all  ist. 
Nur  eine  Abanderung  des  Rechnungsprinzips,  die  vielleicht  allerdings  nicht  von  yornherein  a  s 
unberechtigt  abgetan  werden  kann,  wiirde  den  Widerspruch  beheben  konnen.  Ueberdies  aber 
haben  die  bisherigen  Versuche  des  Leydener  Laboratoriums  zwar  gezeigt,  dafi  die  «Konstante»  a 
keine  Konstante  ist,  es  hat  sich  indessen  in  alien  Fallen  ergeben,  dafi  die  Molekularanziehung 
bei  zunehmender  Temperatur  einem  festen  Grenzwerte  zustrebt  und  nicht  verschwindct.  Dieser 
Forderung  kann  die  «Anziehung  durch  Orientierung»  nie  geniigen.  Wenn  die  kmetische  Energie 
der'  Rotation  grofi  wird  im  Vergleich  mit  der  potentiellen  Energie  der  Orientierung,  werden 
alle  Achsenlagen  gleichberechtigt  und  damit  verschwindet,  wie  oben  bemerkt,  die  Anziehung 

nach  den  Grundgesetzen  der  Elektrostatik.  , 

Eine  Revision  der  Voraussetzungen  zeigt  bald,  dafi  diese  nicht  in  jeder  Hinsicht  ein- 
wandfrei  sind.  Schon  bei  der  Besprechung  der  dielektrischen  Eigenschaften  fanden  wir  es  notig, 
auf  die  alte  Idee  von  Mosotti  zuriickzugreifen,  dafi  das  Molekiil  nicht  ein  starres  Gebilde  is  , 
sondern  durch  ein  elektrisches  Feld  deformiert  werden  kann.  Die  Tatsache,  dafi  die  Licht- 
'  geschwindigkeit  in  einem  Case  eine  andere  ist  als  im  Vakuum,  liefert  den  expenmentel  en  Be- 
weis  fur  diese  Deformierbarkeit  und  der  Brechungsexponent  ist  ein  Mafi  fur  die  Bcweglichkei 
der  Ladungen  im  Molekiil.  Wenn  dem  aber  so  ist,  dann  mufi  schon  ohne  Orientierung  eine 
gegenseitige  Anziehung  der  Molekule,  die  « Anziehung  durch  Polarisation*  existieren.  Jedes 
Molekiil  wird  mit  Hilfe  seines  Feldes  ein  benachbartes  beeinflussen,  ahnlich  wie  erne  kleme 
leitende  Kugel  influenziert  werden  wiirde.  Infolge  dieser  Influenz  entsteht  eine  gegenseitige 
potentielle  Energie,  welcher  nach  den  Grundgesetzen  der  Elektrostatik  Krafte  entsprechen,  die 
das  influenzierte  Teilchen  nach  solchen  Stellen  treiben,  wo  die  Feldintensitat  am  grofiten  ist. 
Was  hier  geschieht,  ist  dasselbe  wie  das,  was  wir  beim  Grundversuch  in  der  Elektrostatik 
beobachten,  wo  wir  feststellen,  dafi  ein  beliebig  geladener  Kbrper  alle  anderen  neutralen  Korper 
.ohne  Ausnahme  anzieht.  Eingehendere  Rechnungen  haben  gezeigt,  dafi  die  Grofienordnung  der 
Polarisationskrafte  in  der  Tat  ausreicht,  um  z.  B.  das  quantitative  Verhalten  der  Moleku  ar- 
anziehung  bei  den  Edelgasen  wiederzugeben.  Es  ist  also  schliefilich  kein  Grundl  mehr  vorhanden, 
an  der  Moglichkeit  einer  elektrischen  Deutung  der  van  der  Waalsschen  Attraktionski  af te  zu 
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zweifeln  Diese  Ueberzeugung  1st  inzwischen  Migar  m.  -uth  «. •« ■->  dm..  -tan  Zeit 

Born  und  einige  Mitarbeiter  die  Polarisatiom.k.atie  y1''  •  1!  »•*>•“«.  urn 

sogar  den  inneren  Aufbau  von  heleropolaren  Molt-knU-u  "  ’■  ‘ 

6  Ueberblicken  wir  die  Gesamtheit  des  btdtet  '"Je-'b:..,  omt  n.d,.  ...  sseiden  wir 

durch  die  Tatsache  getroffen,  daB  die  ICrfolge  munet  dmi  rum, -hi  wiude:..  uei,  Kr. 

scheinungen  handelt,  die  wesent  licit  <lurc!t  den  Mdse.  Urn  n-  !■  sm„  Mohiiil 

bestimmt  werden.  In  der  BoRNschen  Theorie  tier  hetetoj«tl;umt  Kt  %  fall.  dm  bet  grbfterer 

Annaherung  wesentlichen  AbstoBungskritfie  dutch  eiiten  pimm-mm. -Hr* \»  .it/  mittets 
eines  Potenzgesetzes  gefafit  werden.  In  tier  GaMlieorte  'd'firM  man  imco  me  sm  son  einem 
Molekiildurchmesser,  der  die  gegenseitige  Annahrrnng  b-cht .ml.!  \  ■  H«  i  mub-ttchietiden 

Erklarung  dieser  in  klcinen  Abstiimlen  allein  mal'.gcUmdmt  Ks.d‘<  t  *  lean  K.d,  Man  tlarf 
daraus  wohl  schlieflen,  daB  das  Problem  die-e  Wiiknttgen  <  bnitall  ■  .at’  M-huiV  eisit.ielir  Kr- 

scheinungen  zuriickzufuhren,  wenigstens /.ur  Zeit  Ih  *.«»u4»-s  -  dtwteig,  .mn  ss  r,  d  I  sm  >!g,-dt  sscn 

wird  man  darauf  gcffihrt,  die  Kragesleilung  /tmiiclnt  in  dm  mum. ’t-o  tm.g’mb,  o  h.itm  ,tii/tt 
greifen.  Das  geschieht,  indent  man  nicht  .leu  Xu'.;tmmmtu..ii  usmm  \bd.  Lnlr  ..  in  Mmne, 
sondern  den  ZusammenstoB  eines  Atoms  mil  einetit  Phiumi  irnMnuP  in  m.m  nt  einent 
elektrischen  Felde  den  Elektronen  ltelieltige  ( ieschsvindighmte;-  m  'm!»  n  on  I  te  oh  -t  dm.  I«ei|iteitt 
nachweisen  kann,  hat  man  nebenbei  nodi  den  Vuttril,  d.id  nun  dv  do  ■e.nnirtr.t. inner  ^t«trk 
variierten  Bedingungen  experimentell  verfolgm  kann  Soleiie  \  et  n.rht  to  i  >,  mi  I.rteutn 

ausgefiihrt  worden.  Zuniichst  hat  er  festgestellt,  dab  di>'  i  h  b'-mirts  t  G  •>  hss indig- 

keiten  ohne  starke  Rikkwirkung  dnrchlasseti,  ssutnit  di<  <  ttimdkt;.,  me.  Men  v  to  tm  miM*t 
heutiges  Atombild.  Eine  Storung  tier  Klektronenbettrgttm:  u<ti  !« t  immwit  < ».  »dett..<dmmg,  ssic 
man  sie  nach  dem  Bilde  der  harlen  Kugeln  erssaitm  um  d* ,  *■  lb  s»  >»  m  *  m.  I„  >,  s.  Guv  kleineg 
Geschwindigkeiten.  Das  interessante  Gebtet  tier  tnittleieii  G.-mbss  sudud.m'm),  «.  ,d.  V.  be  a  aiders 
von  Franck  und  Hertz  sowie  einer  groBen  Reiln  son  ,111  km.  *.>!.*>>.  n  -•n'l-i  ':<■?:?  \s  nrde, 
und  das  sein  eigenes  Gepriige  eihiilt  tluicb  tlie  ( luaittett  .pittm;. .  t*  *•!. b,  i  1<  An  ■  *■»  wugett 

konnen.  liegt  auBerhalb  des  bier  zuliissigen  Ralmtens.  bur  Hits  M  ,01  do  .  j  Ik-  w.-wnslidt, 
dafi  auch  im  Bereiche  kleiner  Geschwimligkeiien,  die  kt  me  d.*si.  *ndn,  V.-tt  )■  nmg.  u  tin  Mom 
verursachen,  sehr  merkwiirdige  und  miens ai tele  Knebeiftutjgen  <  *  t  .it.  sen  da-  xut  .tnigen 
Jahren  von  Ramsauer  experimentell  naeltgew ii-M-ti  and  -,rsM.-in  to.  ’n  )  .  h  svtmleit, 

Als  Beispiel  sei  das  Verlialten  vun  Argon  et vv ,t s  a, diet  ;.vt  1  K-J  .i..nru,  widelie  eine 

Potentialditferenz  von  etwa  40  Volt  durdtlnttfen  It.tben,  vs » t d*  tt  .thidse}*  .,*»•;  ■  n.-'.ti,  me  d.e<  .ntt 
Grund  des  gewohnlichen  gaskinetischcn  Atottiduu'lnne-  .  t  .  ^tt  n  ss.»t  1.  ts  s  1  t  t.  ht  tn.ttt  mm  at 
kleineren  Geschwindigkeiten  tiller,  so  svird  /tmaelist  die  Zei  -ft esnttii;  i;> > -A'-t  '*•),  ,<  tgt  ttide'sett 

nicht  dauernd,  sondern  erreicht  bei  13  Volt  eiiten  MuMimtissn!,  st  .ddtet  rjti.  ja  /.Mndi  ver- 
groBerten  Atomquerschnitt  entspricht.  Von  d;t  an  ss  ttd  tnnt  ntrt !,« sirthgei  v.  .-r mil  alt- 
nehmender  Geschwindigkeit  die  Zerstrenutig  ssiedt  1  get tngm  tu,d  eti’-.j.iudi’  >  I;  bei  einer 
Geschwindigkeit  von  1  Volt  nur  tudir  einem  fjitetsebmtb  vsekdat  nngH.do  4 irtrb  dem  dritteti 
Teile  des  gaskinetischcn  Quersdiuittes  ist.  Gewiss,-  Vusttdte  Irgms  die  \ '.-i mining  imbf,  daB 
eiganz  kleinen  Geschwindigkeiten  wietler  mumt  tin  Atov.tehst n  dm  /<•:  tu tnmj;  einsetzen 
urfte,  so  daB  die  Kurve  eine  vielleicht  nicht  mu  .mth  tlndte  \G.tth'  hkmi  tint  einer 

Dispersionskurve  in  der  Nahe  einer  AbsorptioiHlinic, 

Glaubt  man,  daB  ein  Atom,  welches  nach  It* mu  on  dsmonowbr.,  .M  .tetn  i-t.  nicht 
von  einem  elektrostatischen,  sondern  von  einem  elekno.lvtmtm  .bm,  Weeb  .db  Id.-  ttmgflten 
,  so  ann  man  verstehen,  daB  die  ankommenden  Elekn.anst  ded,,»!b  ,  st;,  Vh.ndbmg  erbihrcn 

aiifsr.0  ^1  S1C  ei  ^er  Annaherung  kinetiwhe  Iniergie  urn  dm  \si  rtti.  r  ^.dt  Aingnngseiiergic 
aufspeichern  werden.  Auch  die  Tatsache.  dull  M  Vrrklnm  ning  dm  . ■  odm  mdigkei.  eine 
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_ P.  Debye,  Zurich  _ _ _ 

VergroBerung  der  Zerstreuung  zustande  kommt,  folgt,  wenn  beriicksichtigt  wird,  daB  das  Atom 
vom  Elektron  polarisiert  werden  muB  und  deshalb  das  Elektron  anzieht.  In  diesen  Gedanken- 
gangen  bewcgen  sich  einige  Arbeiten  von  Zwicky.  Aber  es  scheint  kaum  wahrscheinlich,  daB 
man  mit  Hilfe  der  klassischen  Vorstellungen  verstehen  kann,  daB  bei  noch  kleinerer  Ge- 
schwindigkeit  die  Ablenkungen  wieder  abnehmen.  Es  ist  deshalb  von  Hund  versucht  worden, 
die  Regeln  der  Quantentheorie  so  zu  formulieren,  daB  die  Beobachtungen  mit  ihnen,  wemgstens 
qualitativ,  im  Einklange  sind.  Obwohl  man  offenbar  von  einer  wirklicli  quantitativen  und  ein- 
leuchtenden  Theorie  noch  sehr  entfernt  ist,  scheint  es  doch  sicher,  daB  nur  eine  Abanderung 
der  Grundgesetze  im  Sinne  der  Quantentheorie  zum  Erfolg  ftihren  wird.  Heute  ist  man  wen 
trotz  einigen  bemerkenswerten  Ansatzen  noch  nicht  im  Besitze  einer  gentigend  umfassenden 
Formulierung  der  Quantengesetze  urn  das  Problem  der  Zusammenstofie  mit  Aussicht  auf  emen 
durchschlagenden  Erfolg  in  Angriff  nehmen  zu  konnen.  Indessen  schon  die  Erkenntms  a  ein, 
daB  die  Quantengesetze  wesentlich  sein  werden  fiir  den  weitcren  Fortschntt  auf  diesem  Gebiete 
ist  nicht  gering  einzuschiitzen.  Die  stetig  fortschreitende  Entwicklung  auf  dem  Gebiete  dei 
Quantentheorie,  welche  neuerdings  durch  die  Namen  Heisenberg,  Born,  de  Broglie, 
SCHRODINGER  gekennzeichnet  ist,  laBt  lioffen,  daB  auch  das  hier  zuletzt  behandelte  Problem 
in  nicht  zu  ferner  Zeit  gelost  werden  wird. 
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The  Distortion  of  Single  Crystals  of  Metals 

By  G.  1.  Taylor,  Ca  mbr  i  >1 g  r  i  !■;  m  i  .1  n  >1  • 

(See  plate  I  for  figure*  «  .4.  o  O' 

Our  knowledge  of  the  distortion  of  met  a!  tie  ft*  '.d-  !  rim-!..  v.i-h  *!ls.  W4(rk  o{ 

Rosenhain  and  Ewing  who  showed  that  when  muni  ow’-ti-  p*  on*  d  and  tin-  j«,lishwl 
surface  examined  under  a  microscope  a  number  of  hoe  .  j*  a  i  is  hu,-,  .,pp«ir  to 

consist  of  steps,  and  the  authors  came  to  the  cwicIumou  tiut  'Vv  ti„  „f  crystal 

planes  on  the  surface  of  the  metal  and  that  they  ;«>•  due  Jm  -dsppju,;  .  n  ik.  ,  plan,  \m  |i!t|e 
advance  beyond  this  was  possible  however  till  the  0  .»  u- i  no  im,;,  |n 

of  X-rays,  the  orientation  of  crystal  axes  in  giaius  of  s»<  :  d,  fttudi  Jui.-  .  i ,  ,i4!  flHV)j  jmt 
are  crystals  as  far  as  their  internal  structure  i*  : 

Simultaneously  with  the  development  of  \Wrm.  >>s  .m.dv.i  .  !>>.  \  t,t;  -  tm-te  h.i-  iWI1 
a  great  development  during  the  last  few  years  of  method--  to*  ;u<-;  us:.;  •  m>  *.*ihe  emtak 

Methods  of  slow  crystallisation  from  the  molten  state  .m>l  of  n<,  ■.Pt.-n  ,-u  ,*  mu  !<■»»>  have 

been  developed  in  Germany,  America,  Russia  ami  uuiPiu.  v,hsb-  m-  *V -i*  Rowing 

large  crystals  from  small  ones  in  the  solid  state  have  Urn  T/i  Tp-d  .  i‘.\  a*  i  opluid  Asa 

result  of  these  researches  we  are  now  in  a  position  to  d*.r,-lop  the  riu-.u  i  *4  -h-.*, .* u.-u  of  tnrtatu 
to  an  almost  unlimited  extent.  1‘or  this  reason  it  mviii*  opj  ».j  urn.-  a’  ‘hr  j.;  ,,-in  o.uk •  to 
the  methods  that  may  most  usefully  he  employed  in  tin*  *>i  .a  p*.<M<-n: .  >  1  thi .  up**,  This 

is  specially  so  because  the  problems  are  essentially  matin  nut  a  .d  to  rb.u ...  :u  j .  J  m<«it  ,,j  ;jlt, 
workers  in  this  held  are  experimental  physicist  - . 

The  simplest  elements  of  the  problem  are  the  following  \  po  rt-  »-t  jr„.  t.d  wl  :s 

of  a  single  crystal  throughout  its  volume  is  subjected  to  a  guru  dt  -o-ttn*:!.  h  .  Jt4p,.  ami  >4*» . 

can  be  measured  before  and  after  distortion  and  the  r<t  imitate <»  p  *,  ,  *,,  *  p,|  ,,*  »  mWwj 

in  each  case.  In  some  cases  lines  due  to  the  dtsioitiou  aj-ja-ai  ..a  ri,e  uts  *t  1,  mpiimi 

to  find  the  relationship  between  the  distortion,  the  civ-t.il  as,-  and  tars,-  . 

"  In  all  cases  except,  1  believe,  in  the  work  of  Mo*.  J-j,  vm  .md  nr-  ..dt  al-amoimin  eiy»tali, 
the  principle  of  the  methods  used  lias  been  to  begin  by  tin.  I  mg  a  t-md  .  5  u .?  y,;1{,  :<  i:ik  .  wnbirm 
distortion  and  also  one  set  of  slip  lines  on  the  surf, ter.  In  ca-,--*  hlr  t)Mt  ,,s  »,Si< 

these  conditions  are  satisfied  by  a  simple  trust!,-  test  ,,f  ti  usufoun  !-.n  I-  1,  -d  that 

the  meaning  of  the  slip  lines  is  known  (in  tuativ  «•;»*,,*»  si  1 .  ti,de»  *1  *.!■■>  j.*»j ,  1,  ,4s.  j  jb.it  tln*v  ate 
the  traces  of  planes  of  slipping  on  the  surface  of  the  |<* u  nm-n  t  Ik  n--  u  tw-doir  is  to  de¬ 
termine  the  orientation  of  the  crystal  axes  and  to  show  that  on*-  01  rii«;  ej1..?**!  planes  e»4ticii|e*... 
with  the  plane  containing  the  slip  lines.  If  thi*  P,  don,-  i„  n.s <*  ,t»  1  *}*,-  .0 ,  lejimg  it  ran 

be  proved  in  most  cases  that  the  crystal  axes  lematn  to,,-.!  n-Um,-  *.«  tUr  5, !.««,•  ,’ont.otiiug  tk 
slip  lines.  Then  from  the  external  measurement »  of  the  -|*ymu-u  -  >  ,  ,  s»  p,--.-  ,  ,,f  4  riattal 

bar  the  major  and  minor  axes  of  the  -st rawed  rlliptie  '.,vn.,r,  .<»id  ik-  oj  i,»p,u,*»  of  li»« 
originally  marked  on  the  specimen  in  a  plane  peijtendi,  u!.h  u>  tie-  .^t  .,  4.u,  -A-m  »,i>  that 

e  p  ane  containing  the  slip  lines  is  undistortrd  In  the  *.*!,»»»  .»»>!  e,  i!,.*;  p,.  jn.,ii»,n  of  tk* 
axis  o  t  e  specimen  relative  to  the  plane  of  partit-!r„  refi-u,  .|  p,  »,  ,  ,s  j  dm  mg  ifi,*  ,s»4i»t  is  such 
as  can  be  accounted  for  by  slipping  in  a  certain  dmwtbm  .*  ,h,a  i  5o .  d,iycn*>n  »s  tkn 

shown  to  coincide  with  one  of  the  crystal  axes. 

hk  fAnBy  and“eth0d8.wWch  are  nof  m  d.  t.oi  the  *  auk.  IMi.wvi  .ml 

.  ,  ow  w°r  ers  avc  obtained  some  my  wicirsting  j p,-v  Uu-  that 

okne  in  rtf  y  are  distorted  under  jaire  teitsik  siitr.,;,  b>  ilippmK  |Mi,dkl  to  u  cr-  -*al 

that  the  Hist  flteC  .10n ,°  a  CryStal  ’l’**f%**  mrtkrl,  bow*  w  *  4»-j«nd  list*  assumption 

.that, the  distortion  is  always  due  to  slipping  parallel  ,0  i(  m,t4j  „,J.  ;t„d  tk-  dtp 


mark  out  that  plane  on  the  surface  of  the  specimen.  They  depend  in  fact  on  knowing  the  form 
which  the  answer  will  take  before  starting  to  solve  the  problem,  and  the  work  consists  in  verify¬ 
ing  the  correctness  of  the  original  assumptions.  There  are  however  many  cases  to  which  these 
methods  do  not  apply.  In  the  case  of  aluminium  for  instance  Miss  Elam  and  I  have  shown 
that  under  certain  definable  conditions  the  distortion  is  due  to  simultaneous  slipping  on  two 
crystal  planes  and  she  has  extended  that  result  to  the  cases  of  silver,  copper  and  gold.  Again 
the  case  of  iron  has  proved  an  insoluble  problem  to  metallurgists  who  have  arrived  at  an 
enormous  number  of  mutually  contradictory  results  because,  as  I  shall  show  later,  the  lines 
of  slip,  though  definitely  related  to  the  distortion,  are  related  only  indirectly  to  the  crystal  axes. 
Then  again  one  may  want  to  experiment  with  metals  under  conditions  where  slip  lines  are  not 
observable  as  for  instance  when  aluminium  crystals  are  tested  under  compression  between 
parallel  steel  plates,  a  type  of  experiment  to  which  I  shall  refer  later. 

To-day  I  propose  to  describe  the  general  method  which  I  have  developed  for  dealing 
with  all  problems  of  this  kind.  The  advantage  of  this  method  lies  in  the  fact  that  it  gives 
all  information  which  can  possibly  be  obtained  from  external  measurements  of  a  specimen 
uniformly  distorted,  and  that  it  makes  no  assumptions  in  regard  to  the  nature  of  slip  lines. 
The  method  consists  in  determining  all  the  directions  which  remain  unchanged  in  lengti  uiing 
a  uniform  distortion.  I  will  not  go  into  the  details  of  how  this  is  done.  It  is  quite  simple  in 
idea  though  sometimes  laborious  in  practice.  I  will  content  myself  with  a  general  description 

of  the  method.  .  .  .. 

In  order  to  get  the  greatest  possible  accuracy  special  precautions  are  necessary  in  the 

experiment  to  ensure  uniformity  in  the  distortion.  I  need  hardly  go  into  the  details  of  t  e 
experimental  methods,  but  in  order  to  illustrate  the  degree  of  uniformity  which  can  be 
obtained,  photographs  of  a  circular  disc  cut  from  an  aluminium  crystal  before  and  after  com¬ 
pression  between  parallel  steel  plates  are  shown  in  figs,  x  and  2.  It  will  be  seen  that  the  squaies 
ruled  on  the  surface  before  compression  become  oblique  parallelograms  after  compression.  I  he 
uniformity  of  the  distortion  may  be  judged  by  the  remarkable  straightness  of  the  ruled  lines 

in  the  distorted  specimen.  .  ^  .  , 

Fig.  3  is  a  photograph  after  distortion  of  a  flat  piece  cut  from  an  iron  crystal  an 

compressed  between  parallel  plates.  This  piece  was  originally  marked  in  squares  with  the  same 
pattern  as  the  aluminium  specimen  shown  in  fig.  i.  It  will  be  seen  that  the  uniformity  of 

distortion  is  remarkable.  .  .  .  ,  . 

From  measurements  of  the  shape  and  size  of  similar  elements  in  the  material  before 

and  after  distortion  it  is  a  simple  matter  to  obtain  formulae  connecting  the  positions,  of  a 
particle  before  and  after  straining.  For  this  purpose  rectangular  coordinate  axes  are  chosen 
in  some  convenient  manner,  thus  in  the  case  of  compression  specimens  marked  as  Jiown  in 
fig.  i,  the  axis  of  *  may  be  taken  perpendicular  to  the  surface  of  the  specimen.  axis 

of  x  may  be  parallel  to  one  set  of  ruled  scratches  and  the  axis  of  y  also  in  the  surface  of  the 
specimen  but  perpendicular  to  the  axis  of  *  so  that  before  distortion  it  is  parallel  to  the 
second  set  of  scratches.  With  this  choice  of  axes  the  formulae  connecting  the  coordinates 
yv  gl)  of  the  particle  in  the  distorted  material  with  (*0,  y0,  *0)  the  c00rdinates  of  the 
same  particle  before  distortion  are: — 

=  «*<>  +  ly*  +  i-^o 

yx  =  my0  +  vu0  ^ .  ’ 

In  these  formulae  a,  /,  p,  m,  v,  y  are  foundby  simple  formulae  from  measurements  ofthe  specimen. 
It  is  now  a  simple  matter  to  calculate  the  equation  to  the  conical  surface  on  which  all 
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unstretched  directions  lit*.  The  »mhn* *r;  \..r  J. 
is  unchanged  by  distortion  is 

Tt*  ?  hi*  '■  1  i‘  '*  i  "  '  i 

Substituting  for  xx  yt  sx  from  til  mid  <  ne  vy*  .*  ^  >■>,>%  ,  >  '  t,(  (f,u»v^j 

its  first  position,  i.  e„  its  inwition  firtWr 

(.«« —  I) /»-  -l)/  |  (f  i  }!*  !  **  »>  '  •'  'V  i.;»  ,  wvj.,.0 

It  will  be  seen  that  the  uiMirtclu  I  e< ^  ,*  4  ,  ,  ♦  , 

In  order  to  connect  the  position  ut  tlio.  e  <i.r  wr.1-  *J  *  ^  ,  -  "  ,  *  l||,ltl¥' 

1  1  ,f'v 


ft«n*  in 


1  **  -  /'d* 

"  r;f  ^  #  ’’  '**-  ■  "  1  1  ;  -  “i  :*./ ;  -O// 

^  -  L,  .  1  "  *  ‘  '  J  1  1  if  '  ,  ,  ,  *  ^  <*„ 

ox  which  was  measured  hi  our  e\iiriiiii«o^  \  , 

^  Fig.  4  is  a  diagram  of  this  ml  ,s  1  ,  J  ’  *  "  ‘  ;  '  *1'  ?*k  *"» 

<m«*m*m* . k,ot| . .  .,  L^,’’  "!  ’v  '  ’  ’  V  ’  '  ”  * 

that  shown  in  %s.  i  and  >  . . .  ,  ,  '  “  “  '  '  ”  '''  'v'  ••<««!■>«»  wutnl  » 

characteristic  of  a!I  sucll  7n«»7',i  Z  Z .  '  '  "" 

. . 

T,;.:?rr^ . ■  - . *  *•- 

Simple  considerations  show  thaf  a  Ull«(llt,  .  1  /'  >  **  ’*•' 

oi  these  planes  ami  in  a  direct  itm  >t  u'4HtH:  '**  n.W  -V  ^  1  *  n.  o  *  iT  JM  h*  eititif 

an  unstretched  cone  of  this  kind, *'  *****  ’  hu‘  4'/’  ”  ''v  !  ,;n>-  uw  hi 

Plane  of  slip  are  detcrnimed,  but  Vmmln'  ^  ;  i’*'  **>'«*'  *’«  lht 

method  which  attempts  to  find  tfte  idii  V  ?.  *’"** M  rumwaWe 

thC  ma^eriaI  0!1,y-  ®«st  suffer  fro.,!  ”ir4"'”S  u'ruU  '*  ^  ^ 

Plane  of  slip.  “°W  ^  "'  VV,n<‘!!  «**  »«*•!  <•;*!  ^ lo.J;  *i,-  ,,  ,W<J  j,l,„lf,  ,»  the 

.■  ^  crin  ^ermine  tin*  cryst-,1  •1>,  , 

“’culate  the  two  correspond, «/  ,,  '  f  4,8"!  -,Ur>  ^  ^u,uK  .00!  tite  mw 

1  mmk  |a, sit, on,  of  ,fl(  it  „  found  to 
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the  crystal  axes  remain  fixed  relative  to  one  of  the  planes  and  not  relative  to  the  other,  the 
slip  plane  is  clearly  the  one  with  respect  to  which  they  remain  fixed.  In  addition  to  this 
the  plane  with  respect  to  which  the  crystal  axes  remain  fixed  is  usually,  as  in  the  case  of 
aluminium,  a  crystal  plane.  In  fig.  4  the  pole  of  the  slip  plane  is  marked  at  Av  a  (111)  plane 
determined  by  X-rays  at  A  the  direction  of  slip  at  B2  and  the  nearest  (no)  direction  at  B. 

It  will  be  seen  that  this  method  of  representation  brings  out  very  clearly  the  accuracy  with 
which,  in  the  case  of  aluminium  under  compression,  the  slip  plane  and  direction  of  slip  agree 
with  a  crystal  plane  and  a  crystal  axis. 

(b)  We  can  examine  the  slip  lines,  if  there  are  any.  In  many  cases  they  are  the  traces 
of  the  slip  plane  and  even  if  they  are  not  marked  clearly  enough  to  permit  of  measurement 
they  may  indicate  which  of  the  two  alternative  planes  to  choose. 

(c)  We  may  carry  out  the  distortion  in  two  stages,  so  as  to  obtain  measurements  for 
3  states  of  the  material,  (1)  unstretched,  (2)  after  first  distortion,  (3)  after  second  distortion. 
We  can  then  work  out  the  second  position  A,  of  the  unstretched  cone  for  the  transition  from 
states  (1)  to  (2),  and  the  first  position  B,  of  the  cone  for  the  transition  from  states  (2)  to  (3). 
Both  these  cones  exist  in  the  material  in  state  (2).  It  is  found  that  one  of  the  planes  in  A 
coincides  in  position  with  one  of  the  planes  in  B.  This  is  the  slip  plane  because  it  remains 
unstretched  during  both  distortions.  The  other  plane  in  A  does  not  coincide  with  the  cor¬ 
responding  plane  in  B,  that  is  to  say  the  second  plane  of  particles  which  is  unstretched  by  the 
first  distortion  does  not  remain  unstretched  in  the  second  distortion.  Hence  from  the  external 
measurements  alone  we  can  determine  which  of  the  two  parts  of  the  unstretched  cone  is  the 
slip  plane. 

Examples  of  the  use  of  the  method 

Our  first  use  of  the  method  was  to  determine  the  plane  and  direction  of  slip  for  tension 
specimens  of  Aluminium.  In  this  work  we  made  no  use  of  slip  lines  which  in  oui  experiments 
sometimes  did  not  appear  and  were  very  indistinct  when  they  did.  The  problem  however  may 
also  be  solved  by  the  method  first  described  in  which  the  answer  to  the  problem  is  first  assumed 
and  then  proved  to  be  correct.  The  result  is  similar  to  that  of  other  workers  with  other 
materials,  the  distortion  being  entirely  due,  except  in  special  cases,  to  slipping  on  one  crystal 
plane  in  the  direction  of  a  crystal  axis.  Experiments  with  compression  specimens  give  identical 
results. 

Since  most  of  us  are  familiar  with  this  type  of  distortion  I  will  pass  on  to  the  con¬ 
sideration  of  the  cases  in  which  the  crystal  axes  have  moved,  as  a  result  of  distortion,  into 
symmetrical  positions  with  respect  to  the  principal  direction  of  stress.  Here  there  is  an 
a  priori  reason  to  suppose  that  the  material  might  slip  on  two  planes  at  once  and  an  examination 
of  the  unstretched  cones  has  enabled  us  to  prove  this  to  be  the  case. 

The  oval  curve  in  fig.  5  is  a  stereographic  projection  of  the  unstretched  cone  for  a 
small  extension  of  a  specimen  when  two  possible  slip  planes  were  nearly  symmetrically  placed 
with  respect  to  the  axis.  The  two  slip  planes  are  shown  as  two  arcs  of  circles  AC  and  AB. 
The  unstretched  cone  nearly  passes,  as  it  should  if  the  hypothetical  double  slipping  actually 
occurs,  through  the  point  of  intersection  of  the  two  planes.  From  a  consideration  of  the  nature 
of  the  distortion  due  to  slipping  through  two  small,  but  not  necessarily  equal  shears  on  the 
two  planes  AB  and  AC  it  can  be  proved  that  the  unstretched  cone  must  pass  also  through 
three  other  crystal  axes,  making  4  in  all.  These  are  marked  in  fig.  5  as  A  (101),  B  (oil), 
C  (110)  and  £>  (ill).  It  will  be  seen  that  the  cone  passes  very  close  to  all  these  points. 
By  choosing  different  ratios  of  the  amount  of  slip  on  the  two  slip  planes  we  can  find  a  distor¬ 
tion  of  this  type  which  will  give  rise  to  every  possible  second  degree  cone  which  passes  through 
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>ne  snown  m  1^.  a  * 
the  directions  (on)  an*  I  * 1  i,H  n'i**  "* 


Distortion  of  Iron  Crystals 
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The  direction  of  slip  is  therefore  a  crystal  axis.  To  find  how  the  plane  of  slip  is 
related  to  the  crystal  axes  the  pole  P  of  the  plane  of  slip  was  marked  on  each  diagram.  It 
lies  necessarily  on  or  very  close  to  the  (in)  plane  because  the  direction  of  slip  coincides 
with  or  is  very  close  to  the  (in)  axis.  A  portion  of  the  (in)  plane  is  drawn  as  an  arc 
of  a  circle  in  each  diagram  figs.  6  to  8.  This  plane  contains  3  (no)  and  3  (112)  axes.  The 
positions  of  the  two  nearest  (no)  axes  are  marked  by  the  symbol  0  while  the  position 
of  the  nearest  (112)  axis  is  shown  as  @  on  the  diagrams.  It  was  found  that  P  could  occupy 
any  position  on  the  (in)  plane.  In  different  specimes  with  different  orientations  of  the 
crystal  axes  in  relation  to  the  principal  direction  of  stress,  the  position  of  P  varied  from 
coincidence  with  the  (112)  axis  to  18 0  away  from  it.  The  point  P  was  in  fact  always  close 
to  the  direction  of  maximum  slope  in  the  slip  plane  and  seemed  therefore  to  be  related  chiefly 
to  the  direction  of  stress  rather  than  to  the  orientation  of  the  crystal  axes. 

The  question  now  arises  how  it  can  happen  that  a  material  can  slip  parallel  to  a  crystal 
axis,  but  on  a  plane  which  is  related  to  the  direction  of  stress  rather  than  to  the  orientation 
of  the  crystal  axes. 

Two  theories  suggest  themselves  immediately  (a)  the  material  may  slip  simultaneously 
on  two  planes  parallel  to  their  line  of  intersection.  It  might  for  instance  slip  on  two  (no) 
planes  or  two  (112)  planes,  (b)  the  particles  of  the  material  may  stick  together  along  the 
(in)  directions  and  may  not  slip  on  crystal  planes  at  all.  The  resulting  distortion  may  be 
likened  to  that  of  a  large  bundle  of  rods  which  slide  on  one  another.  There  is  a  strong 
inherent  improbability  that  hypothesis  (a)  is  true  because  the  two  slip  planes  would  in  general 
have  different  orientations  to  the  principal  direction  of  stress.  Previous  experience  with 
metals  of  cubic  symmetry  has  shown  that  under  these  conditions  slip  confines  itself  to  that 
plane  among  crystallograpliically  similar  planes,  for  which  the  sheai  stress  is  the  gieatest  so 
that  if  there  is  a  tendency  for  the  material  to  slip  on  crystal  planes  we  should  expect  it  to 
slip  on  one  plane  only.  On  the  other  hand  it  is  not  possible  to  distinguish  between  ( a )  and 
(b)  from  distortion  and  X-ray  measurements  alone.  Both  are  capable  of  accounting  fully 
for  all  the  facts  so  far  brought  forward. 

Observation  of  slip  lines  however  furnishes  us  with  the  clue  required.  In  our 
experiments  it  was  found  that  the  slip  lines  were  much  curved  or  jagged,  but  that  when  the 
distortion  is  uftif ofiti  (i.  e.  when  straight  scratches  on  the  surface  of  a  specimen  remain 
straight  after  distortion)  they  preserve  a  general  direction  which  is  constant  all  over  a  flat 
surface,  and  can  be  measured  in  most  cases  with  a  probable  error  of  3  °.  This  direction  was 
found  to  correspond  with  the  trace  of  the  slip  plane  found  from  distortion  measurements. 
The  error  was  never  greater  than  4 0  for  the  tension  specimens  and  3  0  for  the  compression 
specimens.  These  are  both  within  the  limits  of  our  experimental  error.  The  directions  of 
the  slip,  lines  on  the  top  face  and  on  two  flat  faces  ground  on  the  curved  edge  of  the  com¬ 
pression  disc  shown  in  fig.  (8)  are  shown  in  fig.  8  by  means  of  the  symbol  ^p.  It  will  be  seen 
that  they  are  very  close  to  the  plane  of  slip.  It  appears  therefore  that  the  geneial  direction 
of  the  slip  lines  marks  out  the  trace  of  the  plane  of  slip  found  in  distortion  measurements  and  has 
therefore  no  direct  connection  with  the  crystal  axes. 

.These  observations  appear  to  offer  conclusive  evidence  against  hypothesis  (a)  because 
whenever  we  have  observed  slip  lines  on  occasions  when  double  slipping  has  been  proved  to 
occur,  two  sets  have  been  visible  crossing  one  another.  In  the  case  of  our  tests  there  was 
never  more  than  one  set  in  cases  where  distortion  measurements  showed  a  single  direction  of  slip. 
Hypothesis  (b)  however  offers  a  complete  explanation  of  the  slip  lines.  Fig.  9  shows  a  bundle 
of  hexagonal  rods  standing  vertically  and  photographed  from  above.  Initially  they  were  all 
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standing  on  a  horizontal  board  and  as  they  were  all  the  same  length  the  top  surface  was  a 
horizontal  plane  and  the  traces  of  the  faces  of  the  rods  could  m it  he  seen.  In  tig.  (|  (ju.v  jj 
been  given  a  shear  by  tilting  the  board  on  which  they  are  standing.  The  genei.i!  direction  of 
the  lines  which  appear  are  parallel  to  « crystal  planes®,  i.  e.  parallel  m  perpendicular  to  tht» 
faces  of  the  rods.  The  distortion  represented  by  this  however  is  an  impossible  tine  because 
if  each  rod  is  representing  a  molecular  cell  the  slip  of  every  rod  on  its  neighbour  represents 
a  fraction  of  a  molecular  distance  and  the  crystal  lattice  distances  are  changed,  an  effect  which 
X-ray  analysis  proves  to  be  unknown.  Fig.  to  represents  the  same  model  distorted  in  the 
same  way  as  the  model  shown  in  fig.  9,  hut  the  rods  have  lieen  caused  to  stick  together  in 
such  a  way  that  they  slip  at  least  one  «molecular  distance*  on  their  ncighhom  s  if  they  slip  at 
all.  The  trace  on  the  horizontal  plane  of  the  top  of  the  rods  of  flu-  slip  pl.me  which  would 
be  determined  by  external  measurements  is  represented  by  the  lines  parallel  to  the  bottom  of 
the  photograph,  which  will  be  seen  at  each  side  of  the  model.  It  will  he  seen  that  the  .model 
slip  lines*  which  appear  are  bent  or  jagged,  and  that  the  jagged  elements  of  which  they  are 
composed  are  directly  related  to  the  crystal  axes  hut  that  their  general  direction  is  parallel 
to  the  trace  of  the  plane  of  slip  determined  by  external  measurements. 

This  conception  of  the  nature  of  slip  in  iron  crystals  leads  to  a  remarkable  prediction, 
namely  that  if  a  face  is  cut  and  polished  so  that  it  contains  the  direction  of  slip,  ih,-  slip 
lines,  if  they  can  be  made  visible,  will  all  be  straight,  whereas  they  will  he  more  and  more 
jagged  as  the  surface  of  the  specimen  is  more  and  more  inclined  to  the  din-chon  of  slip 

The  compression  specimen  shown  in  fig.  3  was  first  compressed  hv  a  small  amount 

to  the  fa  ^  °f  SliPvCalCUlated'  Thm:  flat  **  -ere  then  cut  parallel  to  ,he  m,n„al 
°  ,  ?•  The®e  Can  be  seen  in  the  photograph  fig.  3  and  their  position  relative  to  the 

on  the  diagram  “  %  §  0UtUUe  draw“‘K  of  *I*™«e«,  is  placed  i»  position 

of  sliptTowfrrP!1T0^!h^nIi?  HneS  °“  °nC  °f  Xhu  facwf  CUt  the  dir.-ction 

diagonal^ma^-kT^re  due  ,  ^  ^  **  horizontal  in  the  fignte,  the 

of  SipTki  L  S),  arC,  ranarkal>Iy  *«*»•  t-t  shows  a  photograph 

Of  slip  It  Will  be  seen  that  th*  ^  ^  ^  maximum  I)0SS1,J^  ^ith  the  direct  ion 

direcLwhS  .%  rz a  r? 

°ioI  remarkable  ftafa'  “"“T  "I"'1'  a"S'1'  17"  " ill. '’li.-.V.”  ,f  slip 

should  lead  ZZ£=£  ZT  .  *-■*  — ™™ls 

a  verilieation  P  Charactcr  of  sli‘>  >»  capable  „f  M,ikiuK 

rrr-  ",aki"K.d'ar  a'H'a",ai:“ 

hypotheses  by  special  measurements.  °  °  lllaU,ul  "I  vmfymij  particular 
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Some  Mechanical  Properties  of  Matter  under 

High  Pressure 

By  P.  W.  Bridgman,  Cambridge  U.  S.  A. 

(For  figures  8  and  9  see  plate  II.) 

One  does  not  ordinarily  think  of  hydrostatic  pressure  as  very  important  in  affecting  the 
properties  of  the  solid  and  liquid  bodies  of  our  commun  experience.  Thus  it  is  only  when  special 
precision  is  sought  that  we  specify  that  the  measurements  must  be  made  under  standard 
atmospheric  pressure  in,  for  example,  defining  the  zero  of  the  Centigrade  scale,  or  in  defining 
the  calorie  in  terms  of  the  thermal  properties  of  water.  The  justification  for  customarily 
neglecting  the  effect  of  pressure  is  that  the  pressure  range  of  ordinary  experience  is  small. 
If,  however,  pressure  is  sufficiently  increased,  effects  may  be  produced  large  enough  to  give 
useful  information  about  the  constitution  of  matter.  For  a  good  many  years  I  have  been 
experimenting  with  pressure  high  enough  to  produce  such  significant  effects:  pressure  of  the 
order  of  x  0,000  to  20,000  kg/cm2,  and  sometimes  even  considerably  higher.  The  effect  of  suci 
pressure  on  a  large  number  of  the  physical  properties  of  matter  has  been  determined;  in  this 
lecture  I  propose  to  briefly  summarize  a  few  of  these  facts  which  are  more  distinctly  mechanica 
in  character. 

Perhaps  the  simplest  effect  of  hydrostatic  pressure  is  to  decrease  volume.  Ordinarily, 
changes  of  volume  under  pressure  are  not  considered  important— thus  the  error  still  persists 
in  some  books  that  water  is  incompressible.  However,  important  changes  of  volume  are 
produced  by  the  pressures  with  which  we  are  concerned,  as  may  be  realized  from  the  fact  that 
12,000  kg/cm2  will  decrease  the  volume  of  many  metals  by  an  amount  several  fold  greater 
than  the  volume  contraction  produced  by  cooling  to  o 0  Abs.  at  atmospheric  pressui  e. . 

It  is  perhaps  worth  while  to  mention  in  the  first  place  a  point  on  which  there  is  some¬ 
times  considerable  misapprehension;  pressures  of  this  order  of  magnitude  never  produce  the 
slightest  permanent  change  of  volume,  but  volume  changes  under  pressure  are  perfectly  elastic. 
There  is  no  reason  to  think  that  this  is  not  also  the  case  at  pressures  indefinitely  higher  than 
those  yet  reached;  effects  which  at  first  seem  to  indicate  a  permanent  change  of  volume  can 
always  be  traced  to  flaws  in  the  original  material,  or  failure  of  the  stress  to  be  truly  hydro¬ 
static,  so  that  plastic  flow  of  the  material  results. 

With  respect  to  the  effect  of  pressure  on  volume  we  may  roughly  divide  matter  into 
the  two  groups  of  solids  and  liquids,  since  under  these  high  pressures  there  is  no  essential 
difference  between  a  liquid  and  a  gas.  All  the  ordinary  liquids,  leaving  out  liquid  metals, 
behave  roughly  alike  at  high  pressure;  the  volume  decrease  under  12,000  kg/cm2  varies  from 
about  20  %  for  water  to  30  %  for  ether,  the  most  compressible  organic  liquid.  The  greatest 
volume  decrease  yet  found  in  any  substance  is  that  of  hydrogen  and  helium;  the  volume  of 
these  at  12,000  kg/cm2  at  ordinary  temperature  is  less  than  one  half  the  volume  of  the  cor¬ 
responding  solids  at  atmospheric  pressure  at  a  temperature  close  to  o°  Abs. 

The  compressibility  of  ordinary  liquids  is  a  very  strong  pressure  function;  typical 
organic  liquids  decrease  in  compressibility  by  a  factor  of  about  15  from  atmospheric  pressure 
to  12,000  kg/cm2;  for  water,  on  the  other  hand,  the  corresponding  decrease  is  by  a  factor  of 
only  5.  By  far  the  largest  part  of  the  decrease  of  compressibility  occurs  in  the  first  two  or 
three  thousand  kg/cm2.  This  we  may  take  to  indicate  that  initially  the  effect  of  pressure  is 
mainly  to  squeeze  out  the  empty  spaces  between  the  molecules.  This  effect  is  exhausted  corn- 
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paratively  soon,  thus  accounting  for  the  very  rapid  iitiri.il  .Hen,.,'  ,,f  -ii.iiin-  lff 

this  effect  is  exhausted,  further  change  of  volume  is  provided  bv  the  actual  cb.mm-  of  ^ 
of  the  molecules  under  pressure,  and  tiiis  effect  is  nine!.  smaller  Hum  the  i nil  hi  effect  "'"l 
persists  with  comparatively  little  change  over  a  wide  range,  This  change  ,,f  w*Itmu*  !,f 
molecules  under  pressure  is  not  usually  thought  of  as  imponaut,  and  is  I1(,i  Mi-mem,!  t 
experiments  at  low  pressures.  Thus  practically  all  the  equation*  „f  that  "tve  III 

proposed  for  liquids  on  the  basis  of  experiments  to  goon  or  3000  kg.Vm«  do  tea  ., ■»!,».  ;HT  , 

of  this  phenomenon,  so  that  these  equations  uniformly  indicate  to,  huge  a  ml,,,,,  , 

low  a  compressibility,  at  high  pressures.  ‘  '  *  ,0° 

Initially,  different  liquids  show  much  greater  individual  difference,  than  ,|„.v  „ 

high  pressure.  In  fact,  ordinary  liquids  approach  m,  Hum-  to  comm.,,,  behanm  ,t 
pressures  that  it  is  possible  to  set  up  a  sort  of  ideal  liquid  a.  high  ptewue,,  }v. 

of  all  liquids,  m  much  the  same  way  that  we  have  at.  idea!  ga,  at  o.din.m  . . 

The  effect  of  pressure  on  the  volume  of  .soli, Is  fmetailic  element, .  is  m.nkedh  differed 
rom  that  on  liquids.  The  volume  changes  are  in  general  much  less,  being  Hf  ,!lr  , 

•  P^Lrcbt:  *rr 4  * 

^:t  r:,ion:frsnr^Ti,i‘,,roi;'"^ 

distortion  of  the  atoms  themselves.  ’  *  "*  ,U‘"  ,|uuf,ti4  '•  '  *  ‘mi«c!.-d  niili  a 

Although  the  compressibility  of  the  average  snlbi  t  •  ,  , 

average  organic  liquid,  there  are  important  exceptions  Th  !  r  """ ,  '  '  *Ju‘  ,,H' 

compressible  of  the  metals.  In  the  series  nf  n  .  ».  ’*  ka  1  ,l"  iiU  •"*'  ,,v  !'u  ^  »»«*» 

with  increasing  atomic  weight  until  in  r-  •  a  a  v,t  t.s,  cmnpre-.ibilm  lapidK  increases 

12,000  kg/cm2  is  as  great  as  that  of  ether  one  of  ,i  ‘  "'M'  ,u‘,it-r 

Initially  the  compressibility  of  caesium  is  t,  'it  M>  mn*t  CuI,,!!I  edible  m  o.unc  liquids. 

is  much  higher,  the  avet^e  oTSTcn H  "  "T  ^  *■ U 

that  the  compressibility  of  the  atom  of  c-  _  lM'm*  ahout  the  This  iiH*an> 

ether.  Among  the  alkali  metals  the  most  "IUch  hiKlH*r  **«»»  that  <>i  the  molecule  of 

its  atomic  volume  is  abnormally  high  indic-ip1''  ^  I’0,assi,un-  1  ordinarv  conditions 

We  would  expect  such  a  structure  to  have  -T !  *7  T"  !*Uv,rnnir  atom. 

act  is  the  case.  Under  high  pressure  the  ihrJ1  <l  >I10UIU  w>»»prrssj|>ilif  y,  and  this  in 

other  alkali  metals  becomes  very  much  -i*  mm  y  hl^h  compressibility  cmuoaivd  nit h  iht* 
dAfni-moi: _  r  .<  J  U1UU1  ac 


tty  compare,!  with  the 


deformation  of  the  7"  *  **  H*'  ",  a  great 

endanger  the  integrity  of  the  atomic  structure  'U' oniia,“">  is  so  high  ;ipp.,m,tlv  to 
m  direction  of  some  of  the  physical  properties’  ,  *7  .I''k1u‘sI  there  N  a  reversal 

o  an  atomic  disintegration,  such  as  we  supnoso  T.V!  'a.rac,t‘r  as  l()  -MiggeM  the  beginning 
0  Cn  0wn  mtG  a  gas  of  protons  and  electrons  UlW  >n  ,,u*  stars*  vv|im-  the  atoms  are 


bent  pressures  there  is  it  reversal 
*cter  as  to  suggest  the  beginning 
1  ^le  *^nrK»  where  the  atoms  are 


^  ci^Lrons. 

rr“^“  c  Sr:  t  ^  w* 

ogether  the  forces  which  resist  further  comoie,  •  T  '’arlS  °f  !'UmK  :m  cIiwt 

"T  “  “*“«•  “a*  it  is  sometimes  assume,  T  mK  *"»'"•  '»  <•*>  «M» 
wheu  pressure  increases,  but  that  this  is  ‘  “’'"l^il-ilily  urns,  ueccarily 


eccssary  is  shown  by  at  least  one  exceptio 
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The  compressibility  of  amorphous  quartz  increases  with  rising  pressure  by  a  marked  amount. 
This  is  a  genuine  effect;  there  is  no  hysteresis  in  the  connection  between  volume  and  pressure, 
the  effect  is  perfectly  reversible,  and  the  experiment  may  be  repeated  an  indefinite  number  of 
times.  One  is  at  first  inclined  to  see  a  connection  between  this  and  the  amorphous  condition, 
since  quartz  may  also  exist  in  the  crystalline  form -with  a  smaller  volume.  But  that  the  effect 
may  be  more  intimately  connected  with  the  law  of  force  between  the  molecules  is  suggested 
by  the  fact  that  crystalline  quartz  shows  the  same  effect  at  high  pressures  along  one  of  the 
directions  in  the  crystal. 

After  compressibility,  perhaps  the  most  purely  mechanical  property  of  a  liquid 
is  its  viscosity.  I  have  measured  the  effect  of  pressure  up  to  12,000  kg/cm2  on  the  viscosity 
of  a  large  number  of  liquids,  most  of  them  organic,  but  including  water  and  measurements 
not  yet  complete  on  mercury.  In  general,  the  effects  of  pressure  on  viscosity  are  higher  than 
on  any  other  physical  property  yet  measured,  and  vary  by  a  far  greater  amount  with  the 
character  of  the  liquid.  In  every  case  except  that  of  water,  viscosity  increases  under  pressure. 
Roughly,  viscosity  increases  geometrically  when  pressure  increases  arithmetically,  so  that 
log  (viscosity)  plotted  against  pressure  is  approximately  linear.  Fig.  1  shows  a  typical  curve  of 


Fig.  1. 

The  common  logarithms  of  the  relative  viscosity  of  methyl- 
cyclohexane  at  30  0  and  75^^*  ted  as  ordinates  against 
pressure  in  thousands  of  kilograms  per  square  cm* 


Fig.  2. 

The  relative  viscosities  of  water  at  o°,  io°,  30  and  75 0 
(reading  downward)  plotted  as  ordinates  against  pressure 
in  thousands  of  kilograms  per  square  cm. 


this  sort  At  low  pressures,  however,  there  is  usually  a  departure  from  this  rule  in  that  the 
initial  increase  of  log  (viscosity)  is  less  rapid  than  the  increase  of  pressure,  the  graph  being 
initially  concave  toward  the  pressure  axis.  There  are  also  departures  at  high  pressures  from 
this  rule;  often  log  (viscosity)  of  those  liquids  which  show  the  highest  pressure  effects 
increases  more  rapidly  than  linearly  with  pressure.  The  increase  of  viscosity  produced  y 
12,000  kg/cm2  varies  from  something  of  the  order  of  20  %  from  mercury  to  more  than  10 
fold  for  a  complicated  organic  liquid.  It  seems  then  that  some  substances  ordinarily  liquid 
may  be  made  to  approach  the  behavior  of  a  glass  by  high  enough  pressures.  The  change  o 
viscosity  under  pressure  is  always  perfectly  continous;  there  are  no  phenomena  indicating 

freezing  under  pressure.  . 

Water  is  an  exception,  as  it  is  with  respect  to  so  many  of  its  other  properties.  The 
results  are  shown  in  fig.  2.  At  low  temperatures,  the  initial  effect  of  increasing  pressure 
is  to  decrease  viscosity  instead  of  to  increase  it.  This  abnormal  decrease  does  not  continue 
indefinitely,  however,  but  presently  the  viscosity  has  a  minimum  and  beyond  this  the  normal 
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increase.  As  temperature  increases,  the  initial  abnormal  negative  pressure  coefficient  becomes 
smaller,  until  at  30 0  C.  it  reaches  zero,  and  above  (his  the  sign  changes  to  positive,  as  is 
normal.  In  general  the  effect  of  pressure  on  the  viscosity  of  water  is  like  that  of  (|u. 
properties,  that  is,  initial  abnormalities  arc  wiped  out  at  high  pressures,  and  at  pressures 
high  enough  water  tends  to  become  completely  normal.  The  fact  that  under  ordinary  conditions 
the  properties  of  water  are  abnormal,  which  is  so  essential  to  phenomena  of  life,  ue  owe  to  the 
fact  that  atmospheric  pressures  are  so  extremely  low. 

The  relations  found  between  viscosity  and  pressure  indicate  that  the  mechanism  of 
viscosity  cannot  be  as  simple  as  has  been  supposed  in  most  of  the  theories  hitherto  proposed 
for  the  viscosity  of  liquids.  There  are  not  many  such  theories,  but  all  are  similar  in  supposing 
that  the  viscosity  of  a  liquid  is  due  to  the  same  sort  of  momentum  transfer  that  it  is  in  a 
gas.  It  is  a  consequence  of  such  a  mechanism  that  viscosity  must  b<*  a  function  1  if  volume 
only,  or  at  any  rate  must  change  only  very  slightly  when  volume  changes,  if,  (hen,  the 
temperature  of  a  liquid  is  raised,  and  at  the  same  time  the  pressure  is  increased  as  to 
keep  the  volume  constant,  there  should  at  most  be  a  very  small  change  of  vNco-itv.  Thai  this 
is  not  the  case  is  shown  by  fig.  3;  viscosity  decreases  when  temperature  is  increased  at  constant 
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^common  logarithms  of  the  relative  viscosity  of  i-amyl 
alcohol  at  30  0  and  750  C  plotted  as  ordinates  against 
relative  volume, 


The  common  logarithm  of  the  ratio  of  the  viscosity  at 

pressure  01500  k#/nn*  to  Umt  ut  atmmpherfc  prr^me 
30  .  ff[  *  mmlm  of  litjnitk  phmM  m  ordinal 

agamst  the  common  logarithm  of  the  *  complexity  immWr 

bee  the  text  for  a  definition  of  thii  number* 


siffnificanr  Thl  7  pr“SUW  C°effident  with  ^  naturv  of  the  liquid  ‘e„ 

‘  g  ,  t-  There  1S  a  rough  parallelism  between  the  m-iLmilnde  ,  f  o  „*  ■  . 

complexity  of  the  molecule.  Thus  the  effect  of  I2(ln  ‘  !  V  C<  "'  * 

is  20  %,  on  water  oerhaos  twofold  ,  2,000  k^/cm~  <>n  (he  viscosity  of  mercu 

complicated  organic  liquid  This  is  't,0”  I  a  coho1  four  fold,  up  to  no  on  the  mo 
of  500  kg/cmMs  1  ted  a  J  t  7"  “  %  4  in  which  "«  effect  of  a  press,, 

« Complexity  of  the  molecufe» 7s  obvTTl^  aCaSUriag  r0Ughly  <lu‘  ^niph-scity  of  tin*  tnolccu 
both  the  number  of  atoms  in  the  molecu^  ^7  r0Ugh  Concq)t'  11  tmy  1,(1  thonght  to  invol 
have  arbitrarily  chosen Ta  ?  7  of  *n«livi.l«al  atoms;  v 

in  ail  the  atoms  of  the  molecule  by  to,a'  m,",l"'r  "f  d'cl"': 

marked  parallelism  between  the  nr«e  .  atoms-  fhe  diagram  now  shows  a  vc: 

Such  a  0,  1-  vrsi,y  -  « . *- 

The  simplest  interpretation  seems  to  be  dial  ■  "  v  <!1'ctlc  nKimi',mu"  transfer  mechanisi 
mechanism  which  prevent  the  moieenies  freeiy  sLin^t  StlHtZX 
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with  the  fact  that  at  constant  volume  viscosity  decreases  with  rising  temperature.  Such  an  inter¬ 
locking  effect  may  perhaps  be  important  in  determining  the  properties  of  liquids  as  mechanical 
lubricants.  In  a  liquid  in  which  the  interlocking  is  great  we  would  expect  that  it  would  be 
comparatively  easy  to  tear  apart  a  film  which  has  become  very  thin,  as  in  the  journal  of  a 
machine,  and  thus  destroy  the  lubrication.  Now  it  does  seem  to  be  an  experimental  fact  that 
other  things  being  equal,  a  liquid  is  a  better  lubricant  if  it  has  a  small  pressure  coefficient  of 

viscosity,  that  is,  a  small  interlocking  effect. 

The  two  effects  hitherto  described  (compressibility  and  viscosity)  are  homogeneous 
effects,  in  that  the  substance  is  submitted  to  a  stress  the  same  in  every  direction,  and  unless 
we  are  dealing  with  a  non-cubic  crystal,  the  strain  is  homogeneous  also.  Besides  simple  effects 
of  this  kind,  there  are  more  complicated  ones  produced  when  part,  not  the  entire,  surface  of  a 
body  is  exposed  to  hydrostatic  pressure,  so  that  non-homogeneous  conditions  are  produce  . 
In  this  way,  solids  may  be  subjected  to  permanent  deformations  and  eventually  rupture.  Results 
are  to  be  obtained  in  this  way  which  cannot  be  otherwise  obtained,  because  the  extreme 
uniformity  of  external  conditions  when  stress  is  applied  by  a  liquid  makes  it  possible  to  reaci 
higher  stresses  than  can  ordinarily  be  reached  without  rupture,  and  so  to  observe  the  de¬ 
formation  and  rupture  under  extreme  and  instructive  conditions.  In  my  early  pressure  work 
I  have  observed  many  cases  of  this  sort,  and  I  have  thought  a  description  of  them  would  bo 

particularly  appropriate  to  a  Congress  of  Applied  Mechanics. 

We  first  discuss  phenomena  where  there  is  no  rupture,  but  only  permanent  deformation. 
The  results  here  differ  from  those  of  ordinary  experience  chiefly  with  respect  to  stress-strain 
hysteresis,  which  presents  many  anomalies,  such  as  abnormal  directions  and  a  noima  y  aige 
values.  Interesting  results  are  found  sometimes  in  minerals.  A  mineral  need  not  be  a  homo¬ 
geneous  substance,  so  that  even  when  the  surface  is  exposed  to  a  hydrostatic  pressure  all  over 
so  as  to  produce  in  the  mineral  a  hydrostatic  stress  uniform  from  the  macroscopic  point  of 
view  the  strain  on  a  microscopic  scale  may  be  non-homogeneous.  Under  these  conditions 
there  may  be  hysteresis  between  pressure  and  deformation.  In  fig.  5  is  shown  such  a  hysteresis 


Fig-  5- 

Hysteresis  loop  in  pipe  stone  when  subjected  to  hydrostatic  pressure.  The  fractional  decrease 
of  length  is  plotted  against  pressure  in  thousands  of  kilograms  per  square  cm. 


loop  for  pipe-stone.  The  most  surprising  feature  is  the  abnormal  direction  of  the  loop. 
Properly  we  do  not  have  hysteresis  here  at  all,  for  the  deformation,  instead  of  lagging  behm 
the  pressure,  is  in  advance  of  it.  Evidently  a  highly  unusual  type  of  mechanism  must  be 
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involved  in  such  an  effect  as  this,  but  there  is  nothing  impossible  in  such  a  situation 
mechanisms  can  be  invented  which  show  effects  of  just  this  kind,  *  atK 

Other  unusual  hysteresis  effects  are  found  when  a  hollow  eUindn.  -d  ()h,  . 
is  exposed  to  hydrostatic  pressure  over  the  entire  external  surface  so  as  to  decree 
internal  volume.  The  results  of  one  such  test  are  shown  in  fig.  o,  Most  of  the  features ’of' tl^ . 
test  are  shown  also  by  simple  tension  tests,  such  as  tin*  raising  of  the  sield  point  bv  J 
strain  to  the  previous  maximum  stress,  hardening  by  resting  after  overstrain,  and  hvstereX 
But  the  particular  character  of  the  stress  applied  here,  which  does  not  ten.!  to  pul!  the  ' 
apart  and  so  ultimately  produce  rupture,  hut.  rather  compacts  the  metal  more  closely  as  sf  J 


subjected  to  cyclic  applications  of  external  pressure  (plotted 
as  abscissa,  one  division  corresponding  to  10^  ^') 


*  *ts*  /» 

Sek«T.ndtta  f  fhmn  in  *%•  6  fof  another  and 

Sure  is  at  SS"?*  tl,at  wh<*n 

P  ■  i  at  fta  mc«tt§ei!  the  internal  vo!tim«  mm 

mmam  ufa. 


increases,  permits  reaching  stresses  *vffpr  +1,,  * 

possible  in  other  kinds  of  test,  and  so  gives  »  p°m<  .v‘*rv  mm"h  ^‘k'her  titan  is 

in  collapsing  tests  of  this  sort  may  be  raised  t"UC '  t'Xa^<'I'aU’<I  ‘‘fleets.  *!'h<ts  the  yield  point 
the  width  of  the  hysteresis  'T"  ,h“  *«“**> 

In  addition  to  these  effects  similar  ’  "i  W  *  Wt  °f  t,K*  ,naxiimiIIi  deformation, 
of  the  usual  tests,  sometimes  unique  effect  Z  IUa«ni,u,l<‘  fl“m  "»** 

the  cycle  of  operations  it  was  foZtZZ  Z  f  “  iihmVn  ^  ^'a«-  in 

mcredse  of  internal  volume  over  a  short  ran  Jr  "T  °!  CXtmi111  lm'ssurt‘  was  followed  hy  an 

which  are  responsible  for  this  highly  alnJ,  T  C°'U^M  **>'«»«»  “f  internal  .trains, 
found  also  in  thick  cylinders  stretched^ by  internal  JJ'  Sl',uIar  a,loni:il,>us  effects  have  been 
more  readily  m  thick  walled  cylinders  in  whtVh  ^|C5>SU^  n  ^‘neral,  such  effects  arc  produced 
system  of  internal  strains  varying  greatlv  fro  1S  *  larKt!  ,nass  <>f  ,1H‘<al  u>  sU,n'  »P  :i 

the  internal  strains  are  more *  P°int‘  H  «»  ^ler  has  thin  wails, 
appear.  The  effects  are  also  larged  in  TsZlT  F*'  *°  ^  •!«  .«« 

example  such  effects  are  larger  in  a  high ^T!^1  mofeeuhr  sl»«cfure.  as  for 
What  now  happens  when  the  external  Dress  S  ^  &  StwI  °f  ,ower  c;‘rbon  content, 

^finitely?  Of  course  it  is  well  knoWn *  h°Uo"  «***  -  in  . 

and  folds  into  a  star  shaped  figure.  If  however  the  wall  ^  J  evcntua,,y  unstable, 

s  arc  above  a  certain  critical  thickness, 


instability  does  not  occur,  but  instead  the  internal  volume  decreases  regularly  with  increasing 
pressure  until  it  vanishes  and  the  hole  is  squeezed  shut.  The  internal  diameter  is  very  nearly 
a  linear  function  of  pressure;  the  pressure  at  which  the  cavity  is  closed  is  a  function  on  y  o 
the  material  of  the  cylinder,  and  is  independent  of  the  ratio  of  internal  to  external  diameter. 
This  pressure  is  about  10,000  kg/cm2  for  copper,  and  20,000  kg/cm2  for  a  mild  steel.  One 
important  conclusion  can  be  drawn  from  the  linearity  of  the  relation  between  internal  diameter 
and  pressure,  namely  that  plastic  flow  of  the  metal  is  not  determined  by  the  maximum  stress 
difference.  It  is  easy  to  show  that  if  the  maximum  stress  difference  is  constant  after  flow 
begins,  such  a  cylinder  would  support  an  indefinitely  great  pressure  without  completely  closing, 
the  internal  diameter  decreasing  logarithmically  as  pressure  increases.  The  fact  that  the 
cavity  eventually  closes  shows,  that  in  the  later  stages  of  flow  the  maximum  stress  diffeience 
is  less  than  in  the  initial  stages;  in  other  words  we  have  here  a  weakening  by  excessive  flow 

instead  of  a  strengthening.  '  .  ,  .  ec 

Suppose  now  we  experiment  with  a  brittle  substance  like  glass,  whose  breaking  stre  . 

in  ordinary  tensile  tests  is  perhaps  500  kg/cm»,  instead  of  a  metal,  and  subJ^  1 
hollow  cylinder  of  glass  to  hydrostatic  pressure  all  over  its  external  surface.  W.11  the  glass  flow 
like  the  metal?  Experiments  show  that  nothing  happens-pressures  of  25,000  to  30,000  kg/cm 
produce  in  the  glass  neither  flow  nor  rupture,  and  such  a  cylinder  recovers  from  the  app hcation 
of  pressure  unscathed.  Now  this  failure  to  break  is  most  instructive  in  what  it  tells  us  about 
conditions  of  rupture.  At  the  internal  surface  of  such  a  hollow  cylinder  when  expo  ed  to 
25000  kg/cm2  external  pressure  there  is  a  maximum  stress  (compressive)  of  25,000  kg/  , 
a  maximum  stress  difference  of  25,000  kg/cm2,  a  shearing  strain  corresponding  to  a  stie 
difference  of  25,000  kg/cm2,  and  an  elongation  of  the  fibres  in  the  radial  direction  equal Uo  Uia 
produced  by  an  ordinary  tension  of  12,500  kg/cm2  (assuming  Poissons  ratio  ■4)  -  T  ls  .  ^ 
example  is  sufficient  to  show,  therefore,  that  rupture  is  not  determined  either  b  — 
stress,  maximum  stress  difference  (or  strain),  or  maximum  elongation  the  three  cnteua  whic 
are  most  usually  considered.  Furthermore,  these  criteria  fail  to  hold  by  enormous  amount.. 
We  notice,  however,  that  the  stresses  in  this  case  are  never  tensile  in  charactei,  but  are  ev  iy- 
where  compressive,  or  at  most  zero.  May  it  not  be  possible  then  that  rupture  occurs  when dk 
maximum  tensile  stress  reaches  a  critical  value?  Imagine  now  a  solid  cylinder  of  glass  exposed 
to  hydrostatic  pressure  over  its  curved  external  surface,  but  with  no  pressuie  on  v  , 
so  that  there  ‘is  no  stress  across  planes  perpendicular  to  the  axis.  Experimenta  y  we  m  y 
realize  such  a  stress  distribution  by  leading  a  rod  of  glass  into  and  out  of  a  pressure  j*am 
through  two  stuffing  boxes.  What  now  happens  when  pressure  is  increased  indefinitely.  Ihe 
experiment  is  easily  tried.  The  rod  parts  on  some  plane  perpendicular  to  the  axis  in  the  regi 
exposed  to  pressure,  and  the  two  pieces  are  expelled  from  the  pressure  chamber  through  the 
two  stuffing  boxes,  exactly  as  if  the  rod  where  pulled  lengthwise  by  a  tensile  force.  This  1 
call  the  « pinching  off»  effect.  Here  then  we  have  rupture  across  planes  on  which  them  is 
approximately  no  stress  (actually  there  is  a  slight  compressive  stress  across  this  plane  arising 
from  the  friction  of  the  packing),  so  that  it  is  perfectly  evident  that  maximum  tensile  stress 
does  not  determine  rupture.  We  would  be  inclined  in  this  case  to  say  that  it  is  the  maximum 
elongation  which  determines  rupture,  but  the  experiment  above  with  the  hollow  cylinder  disposes 
of  this  criterion.  That  maximum  tensile  stress  is  not  intimately  concerned  m  rupture  we  can 
show  still  further  by  experiments  on  hollow  glass  cylinders  exposed  to  internal  pressure, 
is  possible  to  raise  the  internal  pressure  on  such  a  cylinder  to  a  point  where  the  maximum 
circumferential  fibre  stress  is  more  than  twice  the  fibre  stress  at  rupture  under  ordmaiy 
tensile  conditions. 


■I 


^1 
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These  results  just  described  with  glass  depend  essentially  mi  it,  .mtotphou,  character 
and  results  entirely  different  in  character  may  he  obtained  with  a  buttle  rtwaliitir  inatVr’  1 
such  as  quartz.  '  ‘  ’ 

Thus  a  hollow  cylinder  of  quartz,  exposed  to  external  pressure,  is  ruptured  when 
pressure  is  pushed  to  high.  In  fig.  8  (Plate  II)'  is  shown  one  such  cylinder  ruptured  by  external 
pressure.  Rupture  takes  the  form  of  a  microscopic  disintegration  of  the  intin  utt  face.  There 
are  obviously  interesting  geological  applications  here. 

Tests  similar  to  those  on  glass  may  be  made  ori  metals  capable  of  plastic  deformation 
Such  metals  show  the  pinching-oft  effect  just  like  brittle  material,.  Then-  i,  a  difference  of 
appearance  in  the  ruptured  surface,  however,  in  that  instead  of  a  clean  u.ptme  on  a  simrl. 
plane  we  get  a  drawing  out  and  necking  down,  in  appearance  like  an  mdiuarv  tensile  specimen 
This  however  is  not  an  important  difference,  ami  the  essential  fact  retains  that  we  have  nmture 
by  simple  parting  of  the  fibres  across  planes  on  which  there  is  no  stress.  The  result,,  of  ruL 
tests  on  hollow  cylinders  subjected  to  internal  pressure  arc,  however  ,  difim-nt  for  brittle  and 
plastic  materials.  The  rupture  of  a  brittle  material  is  sudden,  and  1  have  not  been  able  to  follow 
the  details  of  it;  there  ,s  every  reason  to  think,  however,  that  rupture  begiuv  ,he 
surfoce  w  ere  we  would  expect,  where  all  stresses  and  strains  hL  their  maxinnnnwZ 
With  plastic  metals  on  the  other  hand,  if  the  cylinder  is  sufficient!!  thick  so  that  high 

pressures  can  be  reached  before  rupture  occurs,  it  will  he  found  that  tin-  nack  ,t,U|,  ,m  the 
outside  and  travels  inwards  In  fW  n  /puin  m  t  ,  *  in  on  tilt 

which  was  hurst  hv  •  +  r  ^  \  ,-s  s  KWn  a  s‘‘l>f«ui  of  one  such  rvliudm  ,,f  steel 

ther.  +  b  prssure*  I!(‘si<k's  tlK'  ^et  •bat  rupture  Marts  at  ,he  evte,  ior  surface 

'Vv’T'’8""1-  "■  *• . .  . - . is* 

sidemions  would  lead  one  to  Lpect"' (Tex-tiu'1!1'’"  ll“,‘  "“li'"tv 

cylinder  of  fig  Q  althotmh  CXpect’  f<”  .|o,ooo  kg/em"  was  reached  j„  ,l».  Med 

is  rmi  o,-  g  9  th  lff  thC  normal  tensile  strength  was  onlv  too....  k--Vue'  In  fact  it 

against  25%  in  ordinary  tensile  tests  ThZerv'g Z'l"'"  ,W  ,KV,‘  f'n,n‘1’ 

slipping  of  the  metal  on  itself  at  the  inner  surfact  *  •  ITT?'"  '*  .a*'rt.,IUI 1  !iv 

will  show.  This  slioninp-  at  th«  •  .  *  ‘  ,l’  ireful  examination  of  the  diagrams 

shows  that  although^rupture^ay1  7'  "?!  °f  "*•**  «*«*««• 

propagate  itself  from  the  inside  and  the  nlf"”- Z  th(‘ .a”"il,Uuls  an‘  s,u"h  ‘hat  it  can  not 

surface.  *  Inu  c  (  struct ive  rupture  has  tn  start  at  th<*  outer 

core  pl^rr doId/fttoTr^oT  hTf  TinK  ,y|K'  n""l'r,‘'  A™"  »  ‘■vlmdrind  '.M 

hydrostatic  pressure  overuthe'entire  external '^urfoc*'  w^'  "*■*  «*'•*'  * 

It  will  be  found  that  the  rubber  ring  is  brokcn'exictl  A”  '  "i  ,s  r;,,'‘  l1  '"P1'  ™«wh 

ring  under  ordinary  conditions.  In  fact  reflect*  *1  Y  7  W  ,Cn  a  is  driven  into  the 

in  a  wedge,  because  the  volume  comnres-'KM  t  ,0n  shows  <hat  ,!u‘  c,Vc>ct  is  much  like  driving 
so  that  under  pressure  the  rubber  is  distort  77  °i  rU  >ber  IS  mucb  higher  than  that  of  steel, 
of  free  rubber  under  the  given  pressure  6  But  Z*  Z  10  &  ,Iiam<ltt!r  KrcaU-r  than  that 
maximum  shearing  strain  or  stress  HPt»’  ■  explanation  amounts  to  assuming  that 

Whatever  the  explanation,’  the  S  is  ZT*  this.  vw  Iwv4f  *“cn  is  not  true, 

stress  is  compressive  and  every  fibre  is  shortened^  UV°  rUptUre  111  a  sul>stance  whose  every 

apply,  either  to  brittle  or  phstiT^Ltr  hi^ comment  ^  °f  rUI,‘UrC  Cim 

0 mment  on  this  situation,  it  seems  that 

r\  I  I 
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at  least  one  consideration  not  usually  entertained  is  pertinent.  It  is  evident  that  the  hollow 
cylinder  of  glass  under  external  pressure  did  not  break  for  the  reason  that  there  was  nowhere 
for  the  fragments  to  go  if  rupture  did  occur,  because  of  the  perfect  symmetry,  and  similarly 
in  the  case  of  the  metal  cylinders  under  internal  pressure,  rupture  did  not  occur  at  the  inside 
because  rupture  could  not  propagate  itself  after  starting.  We  must  therefore  add  to  our  usual 
conditions  geometrical  considerations,  such  as  those  of  the  familiar  problems  of  instability, 
which  shall  state  that  rupture  can  occur  only  if  it  is  of  such  a  nature  as  to  relieve  the  applied 
stress  and  bring  about  a  decrease  of  potential  energy  of  the  whole  system.  In  these  geometrica 
considerations  symmetry  relations  must  be  involved,  so  that  the  conditions  of  rupture  will 
in  general  be  different  for  crystalline  and  amorphous  substances. 

But  a  much  more  serious  consideration  is  whether  properly  speaking  there  is  any 
such  thing  as  a  criterion  of  rupture.  I  believe  we  have  no  right  to  expect  any  general  criterion 
in  view  of  the  extremely  varied  structure  of  different  sorts  of  matter.  It  is  sufficient  in  dealing 
with  many  phenomena  to  think  of  the  molecules  which  compose  matter  as  being  to  a  certain 
degree  like  small  rigid  bodies,  in  which  are  located,  according  to  more  or  less  complicated 
patterns,  centers  of  electrical  and  magnetic  forces  which  hold  the  substance  together  and  give 
it  its  properties.  When  such  a  substance  is  subjected  to  stress,  the  molecules  must  readjust 
themselves  to  each  others  irregularities  in  the  most  complicated  ways,  and  according  as  one 
or  another  pair  of  the  local  centers  of  force  are  separated  by  more  than  the  critical  amount, 
we  may  have  rupture  under  the  most  varied  conditions. 

The  theoretical  considerations,  as  well  as  the  experimental  facts  summarized  above, 
indicate  therefore  that  we  should  attempt  to  establish  general  criteria  of  rupture  only  as  a 
matter  of  practical  convenience,  as  for  engineering  purposes,  and  that  we  should  expect  any 
such  criteria  to  be  valid  only  in  a  narrow  range  of  conditions,  both  of  stress  and  material. 
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Ueber  die  ausgebildete  Turbulenz 

L.  P  r  a  n  d  1 1 ,  Go  1 1  i  a g e  a 
(Hiezu  Tafel  Ml) 

M.  H.  Was  ich  Ihnen  hier  fiber  die  Ge.setzmafligkciten  der  ausgehihle.en  turbulenten 
Flussigkeitsstromung  vortragen  will,  ist,  wie  ich  gleich  sagen  mbchte,  m-ch  writ  da\.,„  t.atl-  , 
etwas  Abgeschlossenes  darzustellen,  es  lumdelt  sick  vielmehr  utn  dir  nsten  Sdtiitu*  a„f  rinn  ’ 
neuen  Wege,  denen,  wie  ich  hoffe,  noch  manchcrlei  weitere  Schritte  fulgnt  wndui.  '  "" 

Die  Untersuclumgen  zur  Frage  der  Turbulenz,  die  wir  suit  etvvu  5  Jalucn  in  1 
treiben,  haben  die  Hoffnung  auf  ein  tieferes  Verstiindnis  der  innerat  Yorgimge  der  uulndmieir 
Fliissigkeitsbewegungen  leider  sehr  klein  werden  lasseu;  unsne  photog.aphMehen  und  kiumnm 
graphischen  Aufnahmen  zeigten  uns  nur,  wie  lioffmmgslos  verwickeit  diese  Bewemumen  ...» J 
Falle  kleinerer  Reynoldsscher  Zahlen  sind.  Abb.  .-4,  Tafcl  IIP),  zeig.  llnum  \ufnahmen  riaer 
Wasserstromung  in  einem  sehr  langen,  tiefen,  rechteckigen  Gerinne,  von  oben  mi.  einer  auf 
einem  Wagen  mitfahrenden  Kammer  photographiert.  Je  nach  der  Wageng.sdm  iudiekri.  rrJibf 
sich  ein  sehr  verschiedenes  Bild,  aber  alle  Bilder  sind  unangmehm  venviekrl.,  Kineunm 
graphische  Aufnahmen  derselben  Bewegungen  vverde  ich  am  Schluil  des  Voitiag,  /dueii  l'w 
artige  Aufnahmen  sind- bis  jetzt  nur  zu  statistischen  Rnniithmgen  fiber  die' Wndluni-  1.’ 
zeithchen  Mittelwertes  der  Geschwindigkeit  uud  fiber  die  GriUie  der  v<„ k.-nmumdeu  !h- 
schwindigkeitsschwankungen  benfitzt  worden,  sons.,  haben  wir  aus  ihnm  nod,  nu-h 
konnen  Das,  ™  id,  das  «groBe  h*.  aus^.i, -JnZ 

gelost  werden.  1  h  VVU<J  ,|alu'r  w',hl  ***«■'!»  nu-lit  so  bald 

Es  ist  aber  auch,  wenn  man  auf  ein  tieferes  VersFindn;,:  ,1 .  ■  \i  i 
verzichtet,  immer  noch  moglich,  auf  einem  durch  Versuche  k.aitronirrl1,!^’’^111'1'  '  "  |1U'  ,n'U'"Z 
Wege  verschiedene  GesetzmaBigkeiten,  besonders  fiber  ‘|)1,aU,",lrnuI,'^dl^' 

Stromung  eintretende  mittlere  Bewegung  theorctisch  J,  ”1  I"U  *  'or,i‘'U'KU’n 
mittleren  Geschwindigkeit  als  Funktion  dts  (V  gernde  dir  Angabe  der 

gabe.  Der  erste  Schritt  dazu  kann  t  H  . T-  *  “*  »*«**«» ^h.igr  At* 

wegungen  hervorgerufenen  scheinbaren  Reibmigskidfte  ii'^tTn <*  -1*  p'*  ‘hUCl‘  ’li‘‘  XJisdlla' 

dafi  sie  in  die  hydrodynamischen  Differenti-d  i  ,*si  ’  M,du'“  •kugrs.dlt  werden, 

Differentialgleichungen  fur  die  mittlere  Id  Sucu,i>gen  emgrselzt  werden  kfmmm  mid  mi 
Diese  Aufgabe  haRe liefern. 

verwendete  Formulierung  zurfick,  bei  der  eine  mitilny-l •  f  l!*“  ^  ,l,“  vidt':,dl 

tauschgrofle.  A s)  eingcfiihrt  witd  wol.M  1,  !  °  Ziihigkou  y. 

spannungen  ^  W°to  lIan"  “  ™  Z5l:iBkri,  . .  srl,„l,. 


c )u 
^  by 


u.s.w. 


die  E  ^  iDie  rationelle  SerecMiung^rs11  Ges^hw^T  !,'°rSrhunK:1:u'bc'i(t;'‘  des  V.  I).  f„  Heft  d i . 
die  EXvS  denr  &6fie  der  dCr.Nmie  eiUW  Slattr,;  Wand  uud 

V  Diese  Bezeichnung  habe  ich  der  Jw  i  2U  diesen  Aufgaben. 

7  auliker  haben  diese  GroBe  mit  e  bezeichnet.  5  entnouimei1'  Huus.smes(i  mid  na,  h  ihm  amir  re 
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die  scheinbaren  Schubspannungen 


t'  =  A  4-  u.  s.  . .  (*) 

oy 

hinzutreten  (u  =  zeitlicher  Mittelwert  der  Geschwindigkeitskomponente  «)•  Diese  Formulierung 
hat  aber  den  Nachteil,  daB  der  Austausch  selbst  wieder  von  der  GroBe  der  Geschwindigkeit 
abhangt,  die  doch  erst  gesucht  werden  soli. 

Nach  zahlreichen  vergeblichen  Versuchen  ist  es  mir  nun  in  letzter  Zeit  gelungen,  fiii 
die  scheinbare  Reibung  einen  Ausdruck  zu  gewinnen,  der,  obschon  auch  nur  eine  grobe  Nahe- 
rung,  doch  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Stromungen  in  schwachreibenden  Flussigkeiten 
recht  gut  wiedergibt  und  dabei  von  dem  oben  erwahnten  Mangel  frei  ist.  Um  den  Impulsaus- 
tausch,  der  die  scheinbare  Reibung  hervorbringt,  zu  formulieren,  pflegt  man  nach  dem  Vorgang 
von  O.  Reynolds4)  die  augenblickliche  Geschwindigkeit  in  zwei  Teile  zu  zerlegen,  den  zeit- 
lichen  Mittelwert  und  die  Schwankung  um  diesen: 

u  —  u  -f-  u* 

V  =  V  -f-  vr 

w  =  W  4"  ©/. 

Die  Schwankungen  verursachen  dann  im  Mittel  einen  scheinbaren  Spannungszustand, 
dessen  Komponenten  durch  die  Impulskomponenten 

p  m%  p  u'  V  u.s.w. 

(o  =  Dichte,  Ueberstreichen  als  Zeichen  der  Mittelbildung)  gebildet  werden.  Diese  Ausdrucke 
sind  sehr  bekannt,  es  handelt  sich  nun  aber  darum,  fiir  sie  eine  Form  zu  gewinnen,  in  der  die 

mittlere  Stromung  («Grundstromung»)  w,  v,  w  auftritt. 

Hierbei  ist  nun  die  Einfiihrung  einer  fiir  den  Turbulenzzustand  charakteristischen  Lange 
wesentlich,  die  hier  eine  ahnliche  Rolle  spielt,  wie  die  freie  Wegliinge  in  der  kinetischen  Gas- 
theorie.  Man  kann  sie  als  Durchmesser  der  jeweils  gemeinsam  bewegten  Flussigkeitsmassen 
deuten,  aber  auch  als  den  Weg,  den  eine  solche  Fliissigkeitsmasse  zuriicklegt,  bevor  sie  durch 
Vermischung  mit  Nachbarmassen  ihre  Individualitiit  wieder  aufgibt.  Man  findet  unschwer,  daB 
diese  beiden  Strecken,  wenn  die  Reynoldssche  Zahl  #)  hinreichend  groB  ist,  sich  nur  durch  einen 
konstanten  Faktor  unterscheiden  ( W ider standsarbeit  beim  Vordr ingen  in  frerade  bliissigkeits- 
massen  =  kinetische  Energie  der  Masse).  Wir  wollen  diese  Lange,  der  zweiten  Bedeutung 
folgend,  Mischungsweg  nennen  und  mit  l  bezeichnen.  Nimmt  man  an,  daB  eine  solche  mit 
Eigenbewegung  begabte  Fliissigkeitsmasse,  die  sich  in  einer  Stromung  mit  Geschwindigkeits- 
gefalle  quer  zur  Stromungsrichtung  befindet,  eine  Geschwindigkeit  gleich  der  mittleren  Ge¬ 
schwindigkeit  derjenigen  S telle  besitzt,  aus  der  sie  stammt,  und  daB  sie  sich  um  den  Mischungs¬ 
weg  l  quer  zur  Stromungsrichtung  verschiebt,  so  wird  sich  ihre  Geschwindigkeit  von  der  an 
dem  neuen  Orte  vorhandenen  mittleren  Geschwindigkeit  unterscheiden  und  zwar  ist  dieser 
Unterschied,  wenn  die  mittlere  Stromungsrichtung  zur  X-Achse  gewahlt  wird,  in  erster 

Naherung  —  Man  kann  deshalb  die  durchschnittliche  Schwankung  u'  proportional  l  ~ 

4)  0.  Reynolds,  Phil.  Trans.  Roy.  Soc.  T.  186  A,  S.  123  —Scientif.  Papers,  Bd.  1,  S.  535  vergl. 
auch  H.  A.  Lorentz,  Abhandl.  liber  theoretische  Physik,  Bd.  1,  Leipzig  1907,  S.  43. 

5)  Und  zwar  die  aus  Durchmesser  der  Fliissigkeitsmasse  und  Relativgeschwindigkeit  gebildete 

Reynoldssche  Zahl. 


L.  Phandtl,  Gottiku k n 

setzen.  Die  Querbewegung  v'  kann  man  sich  in  tier  Weise  ontstanden  denkeii,  dal’.  y\\(.j  l.'Hissj<r 
keitsmassen  mit  verschiedenem  u',  die  sich  vor  einander  hotinden,  zusainme.iprallen.  n,]t.r 
voneinander  entfernen.  Die  auf  diese  Weise  entstehenden  ( lesdnvindigke.lcit  ki'tnnen  dahw 
proportional  u'  gesetzt  werden.  Die  scheinbare  SclmbspannungT'  pPVuinl  also,  Wenn  man 
die  Proportionalities f aktor en  von  u'  und  v'  tmd  auch  den  Konvlationsfaku a ,  der  bei  der  Bil 
dung  des  Produktmittels  hinzutrcten  wiirdc,  unterdrtickt,  indeni  man  sie  siimtlieli  auf  das  ohne 
hin  noch  unbekannte  l  wirft, 

Beriicksichtigt  man  noch  das  Vorzeiclien,  das  mit  dem  von  -'1-  wechs.dn  niuf!  so  u.;r| 

<)  J1  ‘  *  '  U 

richtiger  geschrieben : 


<)//  ()it 

<)j'  <)r 


...  (2) 


Der  Vergleich  mit  der  BoussiNHQschen  Form  zeigt,  dab  l  Vbereinstiiut.intip  herm-steilt 
wird,  wenn  man  den  Austausch  h 


I  or  |  .  u/ 

schreibt.  Diese  einfache  Forme!  hat  sich  fiir  den  bei  der  Al.leitnng  zugn.nderehep,,  hall  dab 

trotz  direr  offenbaren  Unvollkommenheiten  recl.t  gut  bewiihrt.  Vor  alien.  lie.Vrt  sje'iu  IVber’ 
mstimmung  mrt  den  hydraulischen  Erfahrungen  Wi.lerstiinde  proportional  den.  .  ...adral  der 

die  JZtfeTZlir*  ^  lhrCm!  Ba"  “  l‘rkennt-  Ma,‘  mul'1  sich  a|H-r  bei  denies,.!, ate., . 
nut  diesem  Ansatz  gewonnen  werden,  vor  Augen  halten,  dab  e.s  ,id.  .....  cine  e.,te  grobe 


Abb.  5. 


Naherung  handelt.  Die  Losungen  von  Stromungsaufgaben  mit  diesem  R  •.  r  ,  ,  , 
wenn  man  das  gewbhnliche  Zahigkeitsdied  als  lwi  ,  ..  Rl‘l,,,1,,k*kbed  haben 

liche  Eigenschaften  Stitt  diwc  .  sck  k  em  unterdn'ickt,  et  was  ungewblm 

erhalt  man  irgendwo  t  LdTcl'^  fn  ^  Udjfr*aaK*  *“  k<>”^»<r*r  <Whwindigkei 
gentiell  an  eine  wagerechte  Gerade  anschHebP  Gesd^  d^.e"dlich  stark  ^krununte  Kurve  tan 
*.  d«  der  Krummungsradius  aui  Null 

7  V,'^'  Tel  ^  S'  WeSeS  V"hal*“  **  l  '■«-*  — 

**7"  ^  “  °  d"  AUS“"SCh  nach  “”Serer  Fonnd  “  N“«  winl.  r„  Wirklichkei,  trill,  die 
ge„a„  au,  vtelutehr  hbrt  dutch  die  Uuruhe  der  Nachbargcbiete  der  . . .  de 
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L.  Prandtl,  Gottingen 


Maximumsstelle  nicht  vollig  auf.  Nimmt  man  zur  Verfeinerung  der  Theorie  eine  Ausbreitung 


der  Austauschgrofie  durch  den  Austausch  selbst  an,  so  ergibt  sich  an  den  Stellen^  =  o  noch 

ein  von  Null  verschiedener  Austausch  6)  und  man  bekommt  nun  wieder  richtige  Asymptoten, 
und  Maxima  mit  endlicher  Kriimmung.  Indes  zeigen  die  Versuche,  daB  die  Kriimmung  der 
Geschwindigkeitsprofile  an  der  Stelle  des  Maximums  haufig  auffiillig  stark  ist,  woraus  zu 
schlieBen  ist,  dafi  dort  der  Austausch,  wenn  auch  nicht  Null,  so  doch  betrachtlich  kleiner  ist  als 
in  der  Nachbarschaft,  so  daB  der  einfachen  Formel  (2)  eine  gewisse  innere  Berechtigung  nicht 
abgesprochen  werden  kann. 

Wir  haben  bisher  nur  die  Spannung'skoniponente  betrachtet,  die  in  hydraulischen  Auf- 
gaben  gewohnlich  die  Hauptrolle  spielt.  Es  ist  aber  nicht  schwer,  fiir  vorkommende  Falle  auch 
einen  mit  den  Symmetrieeigenschaften  vertraglichen  Ausdruck  anzugeben,  der  einen  vollen 


Spannungstensor  liefert.  Man  kann  dazu  z.  B.  den  baktor 


bu 

by 


in  Formel  (2)  durch  das  maxi- 


male  Geschwindigkeitsgefiille  quer  zur  Stroinlinie  ersetzcn,  und  den  zweiten  Faktor 


c )u 
by 


durch 


den  Tensor  y  u  -\-  u  y  7) ;  gewisse  Versuche,  auf  die  ich  noch  zu  sprechen  komme,  deuten 
jedoch  darauf  hin,  daB  die  Sache  nicht  immer  ganz  so  einfach  ist;  der  Austausch  selbst  muB 
vielmehr  auch  als  ein  Tensor  angesehen  werden,  so  daB  in  der  Verallgemeinerung  von  Formel 
(2),  sobald  man  iiber  das  ebene  Problem  hinausgeht,  das  Produkt  zweier  Tensoren  auftritt. 
Eine  niihere  Verfolgung  dieser  Angelegenheit  mag  liier  unterbleiben. 

Der  «Mischungsweg»  l  verlangt  noch  eine  besondere  Untersuchung.  Er  wird  im  allge- 
meinen  als  eine  Funktion  des  Ortes  angesehen  werden  konnen,  von  der  zunachst  festzustellen 
ist,  daB  sie  bei  Annaherung  an  Wande  zu  Null  werden  muB,  well  hier  die  Querbewegungen 
behindert  sind.  Die  Beobachtungen  in  Rohren  mit  glatten  Wanden  weisen  aller dings  darauf  hin, 
daB  die  Zahigkeit  nicht  ganz  ohne  EinfiuB  ist.  Im  Bereich  der  Blasiusschen  Widerstandsformel 

muB  l  proportional  mit  j/V.  /  . -  \  gesetzt  werden,  damit  sich  bei  Anwendung  von  Glei- 

'  '  XWnnd  P  ' 

chung  (2)  die  richtige  Abhiingigkeit  des  Widerstands  von  der  Reynoldsschen  Zahl  und  gleich- 
zeitig  die  Proportionalitat  der  Geschwindigkeit  mit  der  7.  Wurzel  des  Wandabstandes  y 
ergibt  8) . 

Einfacher  scheinen  die  Verhaltnisse  bei  solchen  turbulenten  Bewegungen  zu  sein,  bei 
denen  keine  Wande  mitwirken,  wie  z.  B.  bei  der  Vermischung  von  Fliissigkeitsstrahlen  mit  der 
umgebenden  ruhenden  Fliissigkeit  und  bei  der  Abbremsung  der  Nachlaufstromung  hinter  einem 
bewegten  Objekt.  In  diesen  Fallen  der  «freien  Turbulenz»  kann,  wenigstens  fur  genugend 
groBe  Reynoldssche  Zahlen,  augenommen  werden,  daB  in  vergleichbaren  Fallen  immer  die  Vor- 
gange  in  einem  quer  zur  Langserstreckung  gezogenen  Querschnitt  geometrisch  und  mechanisch 
ahnlich  verlaufen.  Dazu  gehort,  daB  die  Mischungswege  bei  wachsender  Breite  des  Strahles 
Oder  des  Nachlaufstromes  immer  proportional  mit  der  Breite  des  Stromes  bleiben,  wodurch 
dann  vermoge  der  der  Formel  (2)  zugrunde  liegenden  Ueberlegung  auch  die  Quergeschwindig- 
keiten  proportional  der  mittleren  Relativgeschwindigkeit  u  gegen  die  ungestdrte  Flussigkeit 

6)  Vergl.  Z.  f.  angew.  Math.  u.  Mech.  1925,  S.  138. 

7 j  ^  7(.  ~  D eformationsaffinor,  u  konjugierter  Affinor.  Dieses  Verfahren  ist  vor  allem  dann  be- 
rechtigt,  wenn  eine  Scherungskomponente  weit  fiber  die  anderen  Deformationskomponeten  fiberwiegt. 

8)  Vgl:  etwa  V.  Karman,  Z.  f.  angew.  Math.  u.  Mechanik  1921,  S.  233  oder  «Hydraulische 
Probleme*,  Berlin  1926,  S.  3 — 5  (Prandtl). 
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werden  •).  Diese  an  sich  plausible  Annahme  fiber  /  liil.it  sich  iibrigvns,  wvm  man  will  auch 
als  eine  Folgerungdavon  herleiten,  dafi  die  Abbrcmsung  der  niiitlerm  Bowegung  «  durd'T 
in  Formel  (2)  gegebenen  Schubspannungen  erfolgt,  tuul  dali  andre, -seifs  das  /AthVlu'  \„f !  C 
der  Breite  eines  Abschnitts  des  turbulenten  Strahls  usw.  proportional  der  t k-seinv i.uli.d  nk T 
Querbewegungen  vor  sich  geht;  die  verschiedenen  Betrachtungsweisen  sin, I  also  in  ii.AmV 

Unter  Hinzunahme  des  Impulssatzes  fiir  die  I  lauptbewegung  IiiOt  sich  dam,  Ida,  ,• 
Beziehung  fur  das  Anwachsen  der  Breite  und  fiir  die  Abnalnne  der  tieschwindigkei,  „  i  If 
sender  Entfernung  vom  Ort  der  Stoning  fiir  zahlreiche  Kinzelfalle  voranssa^en  Bed  I  t 
breitung  von  Strahlen  ergibt  sich  bereits  ohne  bnpulssatz  ein  Amvaehsen  der'lir  i  ' 

tjonal  nut  der  Entfernung  vom  Loch  und  damit  wegen  des  ImpuLsa^'  X  <  f  I  fjZT 
abnahme  umgekehrt  proportional  der  ersten  Potcnz  der  Entfernung  beim  Strald  , 
querschmtt,  bezw.  umgekehrt  proportional  der  Wurzel  aus  dor  KnttVrnun-  bei  d 
langen  Spalt  kommenden  Strahl.  *  1  mis  ('metir 

Bei  der  Nachlaufstronmng  hinter  einem  quer  zur  Stronnuiirsnehiu,,.,-  i  , 
bezw.  emem  Rotationskorper  wichst  die  Breite  proportional  ,ler  <  tetlr-  ZL  i  ‘  r 
wared  aus  dem  Abstand,  die  Geschwhtdigkeit  „i,„,„t  umgrkrh,.r  pr li  "  7^ 

wurael  beaw.  eft*  Potenz  des  Abstandes  ab.  Bei  alletl  ,fae„  K  .  H  B"*'* 

gesetat,  daf!  die  Geschwindigkeiten,  bezw.  die  Abweidum.-en  der  .j  ■  "IK* l1'*  v,,n““- 
eugestbrten  Strong  bereits  Klein  gegeu  die  der  StiiruoLtelle  "™  *' 

stromung  bitter  due,  Rotatio.tskbrper  bebaudd, 


Nachlauf  stromes ;  es  sei  i  =«»,  s„  dal)  die  Quergesdtwiudigkei, 
Aus  der  Aussage  fl») 


<)//  in 


u  vvird. 


wird  beim  Strahl  abschatzend 


db 

U  dx  ~  x-  11 


uv 

Der  in  alien  Querschnitten  konstante  Impuls  wird  / 


Nachlauf  ist 


hieraus  ti  Beim 

x 


wird  aus  (a) 


WO  V  die  Geschwindigkcit  der  tmgesliirl,,,  Strduumg  isl,  afa 


T'  ^  ^  6leiCh  iS*  Widerstaud  * 

des  Korpers,  c-  Widerstandsziffer).  /  =  W  liefert 

„  cm  UP 

U  - 

- —  2b*  . .  •••  ... 


■/*  (F  =  Quer 


_  __  ^  AUS  V  ~  1 3y  erglbt  sich  fllr  einen  mittleren  Wert 
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Die  experimentelle  Priifung  der  in  dieser  Weise  gewonnenen  Regeln  ist,  soweit  es  sich 
urn  die  Strahlausbreitung  handelt,  bereits  erbracht  worden;  bei  den  Nachlaufstromungen  zeigen 
die  bisher  gemachten  Vorversuche  gewisse  Abweichungen,  die  moglichenveise  mit  zu  kleiner 
Reynoldsscher  Zahl  zusammenhangen.  Die  endgiiltige  Entscheidung  steht  hier  noch  aus. 

Nimmt  man  wie  erwahnt,  den  Mischungsweg  l  in  Formel  (2)  proportional  der  nach  den 
eben  erwahnten  Regeln  bestimmten  Strahlbreite,  und  nimmt  im  iibrigen  an,  daB  er  in  ein  uml 
demselben  Abstand  von  der  Storungsstelle  fiber  die  ganze  Breite  konstant  ist,  so  sind  genugend 
Angaben  vorhanden,  um  die  durch  das  Reibungsglied  von  Formel  (2)  ergiinzten  hydrodyna- 
mischen  Differentialgleichungen  in  derselben  Weise  zu  losen,  wie  das  bei  den  « Grenzschicht- 
rechnungen»  iiblich  ist  (die  Druckunterschiede  quer  zur  Stromungsrichtung  werden  vernach- 

lassigt,  ebenso  die  Wirkungen  anderer  Deformationsglieder  als|^).  Auf  dieser  Grundlage  hat 

mein  Mitarbeiter  Dr.  Tollmien  verschiedene  Rechnungen  durchgefiihrt,  die  demnachst  in  der 
«Zeitschrift  fiir  angewandte  Mathematik  und  Mechanik»  erscheinen  werden  9b).  Die  folgenden 
Bilder  geben  einige  Resultate  wieder.  Dabei  ist  zunachst  eine 
besondere,  bisher  hier  noch  nicht  erwahnte  Strbmungsform,  ^ 

namlich  die  Vermischung  eines  breiten  gleichformigen  Luft-  - -  E"  - 

stromes,  dei  aus  einer  Oeffnung  kommt,  mit  der  angrcnzenden  t  ~~  . ~~7~ 

Luft,  behandelt,  vgl.  Abb.  6.  Die  Rechnung  fiir  diesen  Fall  XZ/Xa//  1 

mag  als  Beispiel  etwas  naher  ausgefiihrt  werden.  Auch  hier  'FFy/v/  1  { 

ist  die  Breite  b  der  Vermischungszone  und  daher  auch  l  pro- 

portional  x  zu  setzen  wie  bei  den  anderen  Strahlausbreitungs-  Abb.  6. 

aufgaben  \x  =  Entfernung  von  der  Oeffnung)  10).  Eine  Abhangigkeit  von  y  soil  nicht  an- 

genommen  werden;  damit  kann  l  =  cx  gesetzt  werden.  Der  Ansatz  ist  hier  •  u  =  f  (rf), 

ist.  Am  einen  Rand  des  Gebietes  ist  u  =  U,  am  andern  u  -  0.  Der  Druck  sei  in 
dem  ganzen  Gebiet  konstant.  Es  gilt  nun 

+  =  If 

bx  by  p  by  by  by2 

Durch  Einfiihren  der  Stromfunktion  >]j=xF(-q),  wo  F  (rj)  =  j  f(v)  dq  ist,  erhalt  man 
nach  kurzer  Rechnung  die  hier  besonders  einfache  Differentialgleichung, 

P F"  +  2c*F"  F"’  —  o 


Abb.  6. 


0.  Der  Druck  sei 


-bit  ,  -  bit 


9b)  Inzwischen  erschienen:  ZAMM  7  (1927)  S.  1. 

... ,  10)  Da  in  den  Daten  der  Aufgabe  hier  keine  Lange  vorkommt  und  aus  ihnen  auch  keine  ge- 

bildet  werden'  kann  sobald  die  Zahigkeit  auBer  Aqht  bleibt,  ist  hier  *  die  einzige  Lange,  der  man  / 

Ergebnis nal  Die  friihere  Schlufiweise  ist  natilrlich  auch  anwendbar  und  fiihrt  zum  selben 


die  sowohl  durch  F"  =  o  («  =  const)  wit*  auch  durch 
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Vermischung  mit  der  umgebenden  Luft  gemessen  worden  ist11),  hat  Herr  Tollmien  einen 

p  U 2 

Ueberdruck  von  rund  0,006  berechnet.  Vielleicht  interessieren  noch  die  folgenden  Zahlen: 


Breite  der  Vermischungszone  b  =  0,255  x\  Mischungsweg  l  =  0,0174  .*■  =  0,068  h;  von  der 
Turbulenz  erfafiter  Teil  des  ungestorten  Strahls  b'  =  0,325  b  —  0,083  Zustrom- 
geschwindigkeit  der  ruhenden  Luft  zum  Strahl,  zum  Ersatz  fiir  die  von  diesem  mitgerissene 


Luft:  v  =  0,032  U.  Von  der  Uebereinstimmung  der  berechneten  Kurven  mit  den  beobachteten 
geben  Abb.  9  und  10  einen  guten  Aufschlufi,  wo  zwei  Staudruckregistrierungen  mit  den  ge- 
strichelt  hineingezeichneten  theoretischen  Kurven  wiedergegeben  sind. 


Abb.  9  und  io. 

Staudruckregistrierungen  fiir  die  Strahlgrenze  und  fiir  den  Strahl  von  Kreisquerschnitt. 


AuBer  den  hier  erwahnten  Fallen  ist  bisher  noch  das  Abklingen  der  Stoning  hinter  cinem 
Gitter  aus  parallelen  Drab  ten  gerechnet,  wobei  die  Geschwindigkeitsabweichungen  umgekehrt 
proportional  dem  Abstand  abnehmen,  ferner  das  zeitliche  Anwachsen  der  turbulenten  Schicht, 

db 

die  aus  einer  Trennungsschicht  mit  Geschwindigkeitssprung  hervorgeht.  Das  Anwachsen - 

dt 

erfolgt  mit  einer  konstanten,  der  Starke  des  Geschwindigkeitssprunges  proportionalen  Ge- 
schwindigkeit,  Mischungsweg  l—c  —  w2)  t 12).  Eine  theoretische  Abschatzung  fiber 
die  bisher  nur  empirisch  bestimmbare  GroBe  c  wird  sich,  wie  ich  glaube,  in  diesem  wie  in 
anderen  geeigneten  Beispielen  aus  der  Forderung  gewinnen  lassen,  daB  die  so  gebildete  Schicht 
gegen  kleine  Schwingungen  gerade  nicht  mehr  labil  ist.  Allerdings  wird  es  nicht  leicht  sein,  die 
Schwingungen  solcher  Gebilde  unter  Beriicksichtigung  der  scheinbaren  Reibung  auch  der 
Schwingungsbewegung  wirklich  zu  berechnen.  (Beweis  fiir  diese  Behauptung:  ein  zu  kleines  c 
gibt  zu  schmale  Uebergangsschichten  oder  Strahlen,  die  dann  dynamisch  labil  sind;  die  La- 
bilitat  bedeutet  aber  dann  Wirbelbildung,  d.  h.  vermehrte  Vermischung,  Verbreiterung  usw., 
q.  e.  d.)  13). 

Es  ist  jetzt  noch  von  einer  anderen  Problemstellung  zu  sprechen,  die  sich  auf  die  ver- 
wickelteren  Aufgaben  bezieht,  die  nicht  mehr  so  bequem  theoretisch  erfaBt  werden  konnen. 
Hier  kann  unsere  Formel  (2)  bezw.  ihre  Erweiterungen  dazu  verwendet  werden,  um  zu  der 

n)  Vgl.  Ergebnisse  der  Aerodyn.  Versuchsanstalt  in  Gottingen,  II.  Lief.  (1923),  S.  73. 

12)  Einziger  aus  Dimensionsgriinden  moglicher  Ansatz.  Das  Geschwindigkeitsprofil  gemaB  unserer 
Formel  (2)  ist  hier  einfach  durch  eine  Funktion  dritten  Grades  von  der  Form  Ay  —  By^  gegeben. 

13)  Es  kann  auch  sein,  daB  eine  kurze  Zeit  hindurch  fur  die  St5rung  von  einer  bestimmten 
Wellenlange  oder  Schwingungsdauer  Labilitat  herrscht,  die  dann  aber  durch  Anwachsen  von  b  von 
Stability  abgelost  wird.  In  solchen  Fallen  wird  dann  der  wirklich  eintretende  £-Wert  von  den  Anfangs- 
storungen  abhangen. 


r*  A 


durch  den  Versuch  festgestellten  Stromung  die  GroUe  des  MisdmngMveges  /.  abhiingig  vom 
Ort  in  der  Fliissigkeit,  zu  ermitteln.  Dies  gibt  ein  besonders  ansehaulichos  Will  \ou  dor  lutonsi- 
tat  der  Vermischungsvorgange  an  jeder  einzelnen  Stelle,  und  man  erhalt  daboi  ein  solir  leieht 
vorstellbares  MaB  dieser  Intensity  das  sich,  da  es  sich  urn  cine  einfaehe  Lange  handolt,  auch 
besonders  bequem  vom  Modell  auf  das  groBe  Objekt  ubor  tragon  liitit.  Daboi  z eigen  sieh  in  den 
bisher  gepruften  Fallen  bemerkenswert  geringe  Unterschiedo  im  mittlemi  Wort  van  /,  bur 
glatte  Gerinne  ergeben  sich  bei  konstantem  wie  bei  wachsendem  oder  almehmendem  ( Juorsclmitt, 
wie  auch  bei  den  gewaltsamen  Vorgangen  hinter  einem  Wohr  und  fun  der  Ausbxvitung  von 
Strahlen  Mischungswege,  die  etwa  x/8  bis  1j1Q  der  Wassertiefe  bozw.  der  half >t*n  Kanalbreite 
oder  der  halben  wirksamen  Breite  des  Strahls  sind.  Pur  glatte  erweiterte  und  \ orongto  Kanale 
zeigt  Abb.  u  den  ortlichen  Verlauf  yon  / 14).  Rauhe  Kaniile  wordon  in  <  mttiugen  zurzoit  be- 
arbeitet.  Die  Ergebnisse  stehen  noch  aus. 


Abb.  II, 

Verteilung  der  Geschwindigkeit  und  des  Misckungsweges  fiber  den  Quernebrntt. 

— - —  erweiterte  Kaniile. 

- verengte  Kan&le, 

Kanal  von  konstantem  Qtienebailt 


Eim  der  wichtigsten  Arbeiten  der  nachsten  Zeit  wire!  das  Studium  der  ReilmngSH'hichten 
an  festen  Korpern  betreffen,  und  zwar  sollen  hier  besonders  die  Bedingimgcn  fur  .las  schiidliche 
AbreiBen  der  Stromung  an  Flugzeugtragflugeln,  in  Diffusoren  usw.  niiher  studiert  werden. 
Auch  hier  sind  bereits'  Anfange  vorhanden. 

ranmiv^T^K1^  so^  ^on  e*ner  Erscheinungsgruppe  gesprochon  werderg  die  sich  auf  clas 
j  6  ;r.Urr,  iem  efeht  ^egensatz  m  dem  oder  rotationssymmetrischeru 

kr ei 9 f nr rn"*  *  ^  t  u  7Uf  handelt  sich  un*  die  Geschwindigkeits  verteilung  in  nicht 

Er^ebXe  u  ?  besonders  sorgfaltige  Messungen  dariiber  anstdlcn  lassen:  die 

Ergebmsse  waren  sehr  uberraschend.  Statt  einer  Verteilung  ait  nach  innen  zu  immer  mehr 

282,  i926)Abb’  ”  Stammt  aUS  dCr  Dissertation  von  Fr-  donch  (Forschungsarbeiten  des  V.  D.  I.,  Heft 
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abgerundeten  Isotachen 15),  wie  man  sie  bei  der  Laminarstromung  bekommt,  erhielt  man  beim 
Dreieck  und  beim  Rechteck  die  folgenden  Bilder16),  von  denen  das  fiir  das  Rechteck  noch 
sonderbarer  ist  als  das  fur  das  Dreieck.  Lange  Zeit  konnte  ich  keine  verniinftige  Erklarung 
dafiir  finden.  Eine  Notiz  iiber  alte  Beobachtungen  betreffend  spiralformige  Bewegung  des 
Wassers  in  einem  geraden  Flufilauf  17)  brachte  mir  schlieBlich  die  Anregung  zti  einer  brauch- 
baren  Erklarung:  Das  Wasser  fiihrt  in  alien  geraden  Kanalen  von  konstantem  nicht  kreis- 
formigen  Querschnitt  « S ekund ar bewegungen »  aus,  und  zwar  von  der  Art,  daB  in  einer  Ecke 


Abb.  12 , 

Isotachen  in  einem  Kanal  von  dreieckigem  Querschnitt. 


Abb  13. 

Isotachen  in  einem  Kanal  von  rechteckigem  Querschnitt 


die  Stromung  langs  der  W inkelhalbier end en  in  die  Ecke  hinein  und  zu  beiden  Seiten  davon  aus 
der  Ecke  herausfiihrt  Durch  solche  Strdmungen  in  Zusammenwirkung  mit  der  gewohnlichen 
turbulenten  Mischbewegung  lassen  sich  die  Beobachtungen  nun  gut  erklaren.  Durch  die  Sekun- 
darstromung  wird  immer  Impuls  in  die  Ecken  hineingetragen,  daher  die  ungewohnlich  groBen 

15)  Linien  gleicher  Geschwindigkeit. 

16)  Aus  der  Dissertation  von  Nikuradse,  1.  c. 

n)  Die  Wasserkraftlaboratorien  Europas,  Berlin  1926,  S.  66 — 67. 
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_ L.  Pranptl,  Gottingen _ _ _ _ 

anfangs  erwahnten  Gerinne  wiedergibt.  Die  freie  Oberfliiclie  ist  danach  durchaus  kein  Quer- 
schnitt  durch  eine  ebene  Stromung,  wie  man  es  der  Versuche  wegen  hatte  hoffen  mogen.  Im 
iibrigen  schlieBt  die  photographisch  bestimmte  Geschwindigkeitsverteilung  an  der  Oberflache  gut 
an  die  mit  dem  Pitotrohr  gemessene  an. 


Wie  sind  nun  aber  die  Sekundarstromungen  zu  erklaren?  Meines  Erachtens  gibt  es  keine 
andere  Erklarung  als  diese:  Die  Mischbewegung  ist  von  der  Art,  daB  neben  der  Hm-  und  Her- 
bewegung  in  der  Richtung  des  starksten  Gefalles  der  Geschwindigkeit  eine  noch  kraftigere  Hin- 
und  Herbewegung  senkrecht  dazu,  also  in  der  Richtung  der  Isotachen  vorhanden  ist.  Wenn 
dieses  zutrifft,  so  ergibt  eine  einfache  Impulsbetrachtung,  daB  durch  diese  Art  von  Bewegung 
Krafte  geweckt  werden,  die  nach  der  konvexen  Scite  der  Isotachen  weisen  und  um  so  starker 
sind,  je  starker  die  ICriimmung  ist.  In  Abb.  17  ist  ein  Abschnitt  zwischen  zwei  Isotachen  dar- 
gestellt.  Die  Pfeile  bedeuten  die  von  der  hinundhergehenden  Bewegung  ausgeubten  Impulse,  die 
bekanntlich  fur  auswarts  und  einwarts  gerichtete  Stromungen  immer  nach  innen  zeigen.  Be- 
trachtungen  iiber  die  Produkt-Mittelwerte  v'2,  v'  w'  und  w'2  liefern  Ergebnisse,  die  mit  dieser 
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'  •  wnnim  nun  aller.lin^s  .lie  UUitb-u  <-gunK  v..»  du*s«  Art 

Impulsbetrachtung  uberemstxmmen.  ^  Tur1nil.-n/proM.*m  *•»>”«■«  »»'l  auf  die 

ist  das  ist  eine  Frage,  die  zu  dem  ‘  Tt-tlon fallss  zeigt  im**  div-r  KiM-hrinung  deutlieh, 

ich’  die  dmdinKwdimnlt'  I*™*™*  I...  I W  I  M 


AUb.  17- 


■r-w «.  «  *  *  a  /I**!- f  tt*r  s  I  1111^1*1  **  iii’ii  t  i|^i  "it  i  ii*i  t  i* 

denn  den  dreidimensionalen  Flussigkeitsbwg  K  K  K  ,  ,  ,,  K,  t'.dmmgs- 

schen  Hilfsmittel  leider  im  allgemeinen  redd  ^  ^  'u.  ;u,„  ,,4.h(‘ ,,  dud  num  L 

tatsachen  diirften  aber  meist  die  in  diesetn  Vortiagi  gc/,<  ^'U‘  K 

Verzicht  auf  eine  vollstandige  Erklanmg  wird  vmvm«i.-n  Un»>u„. 

r  ■  i  ■  tritiH  vnrindidu  t  dm  da**  1 1 u  I >ul*,ut >’  I*  lit  lieu  in 

Tm  Anschlufi  an  den  Vortrag  wird  tin  ruin  \oigtnuiti,  11 

t’l  **  daW  warden  and,  VerS„d„;  dir  !»•*■**•  - . . . *• 

fiihrt,  iiber  die  spater  an  anderem  OrU*  zusaminenhanK.’»d  l-inld*'.  - 


Sur  la  theorie  des  coups  de  belier 

Par  C.  Camichel,  Toulouse 

En  raison  de  la  duree  tres  limitee  de  cet  expose,  je  ne  pourrai  envisager  que  les  points 
les  plus  importants  de  la  theorie  des  coups  de  belier.  Je  me  propose  seulement  de  resumer  les 
method es  employees  pour  le  calcul  de  ce  phenomene,  en  laissant  de  cote  les  conduites  bifurquees, 
munies  de  collecteurs,  les  conduites  munies  de  capacite  remplies  d*un  milieu  elastique,  de  re¬ 
servoirs  d’air,  d’un  piston  maintenu  par  un  ressort,  par  echoes  de  cheminee  d  equilibre  1) ,  etc. 

Dans  la  premiere  partie  de  cet  expose,  je  considererai  une  conduite  dont  le  diametre  et 

Fepaisseur  sont  constants  sur  toute  sa  longueur. 

Dans  la  seconde  partie,  j’etudierai  les  conduites  industrielles  dont  le  diametre  et  surtout 

Fepaisseur  varient  d’une  extremite  a  Fautre2). 

I.  Conduites  a  diamfetre  et  Spaisseur  constants  sur  toute  leur  longueur 

Equations  generates. 

Comrne  Font  montre  Korteweg,  Joukowski,  Allievi,  on  fait  intervenir  la  compressi¬ 
bility  de  Feau  et  la  deformation  de  la  paroi;  ces  deux  phenomenes  mettent  en  jeu  dans  les  con¬ 
ditions  de  la  pratique  industriellc  des  variations  de  volumes  du  meme  ordre  de  grandeur. 

,  On  ecrit  d’une  part  liquation  generale  de  la  mecanique,  de  la  proportionalite  des  forces 
aux  accelerations  et  d.'autre  part  Fequation  de  continuity.  On  demontre  ainsi  que  les  pressions 
et  les  vitesses  resultent  de  la  composition  de  deux  ondes  circulant  dans  la  conduite  1  une  avec 

une  vitesse  +  a,  Fautre  avec  une  vitesse  —  a. 

Si  Ton  designe  par  x  la  distance  du  point  considere  comptee  positivement  a  partir  de 

h extremite  aval  de  la  conduite,  jusqu’a  Textremite  amont,  ^ 

par  y  et  par  v  la  pression  et  la  vitesse  de  l  eau,  au  point  d  abscissc  x  et  a  1  6poque  t, 
cette  vitesse  etant  comptee  positivement  de  l’extremite  amont  a  Fextremite  aval, 
par  yQ  la  pression  statique  au  point  considere  au  temps  0; 
par  v0  la  vitesse  au  temps  0 
on  a  les  deux  equations : 

=  So  +  F  (*  —  ~)  +  F>  (*  +  t)  )  (I) 

F  et  F'  designant  deux  fonctions  que  Ton  determine  par  les  conditions  experimentales. 

La  vitesse  a  est  fonction  du  diametre  de  la  conduite,  de  son  epaisseur,  du  coefficient 
d’elasticite  du  metal  employe,  du  coefficient  de  compressibilite  du  liquide.  M.  Allievi  a  mis  la 
formule  theorique,  sous  une  forme  particulierement  commode: 

•  0-900 
a  —  —  .  ■ 

V 48.3  +  *  4 

1)  Pour  ces  demieres,  on  trouvera  dans  les  travaux  de  M.  Eydoux  un  expose  complet  de  la 
question. 

2)  Dans  l’une  et  Fautre  partie,  j’utiliserai  les  resultats  des  recherches  de  MM.  Rateau,  De  Sparre, 
Jouguet,  Eydoux,  Gariel,  Camichel. 
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laquelle  a  designe  la  vitessc  en  metros  par  -seen 
D  le  diametre  de  la  ecmduite: 


D  le  diametre  de  la  ennutuu  . 
c  son  epaisseur ; 

K  —  o,S  pour  le  for  et  1  aciei  ; 

K  —  i  pour  la  fonte: 

K  =  5  pour  le  plomlt. 

Diverses  remarques  peuvent  etre  faites  mu*  le  ealet.l  quo  itnus  do  .appoler. 

Remarques  diverses. 

Ces  equations  necessitent  ties  veriftcat ions  cxpenmritfalrN  atirttdtt  qm\  ^  {|W  i'UMssv. 
ment,  certaines  hypotheses  ont  etc  faites  qui  ne  concordat!  pa*  eompletemeM  avre  li  iralite, 

C’est  ainsi  que  la  vitessc  v  qui  intervient  ilans  ers  equations  e*»t  turn  uti-ss^  movent if  la 
meme  dans  tous  les  points  de  la  section  tie  la  conduit**;  thins  !  e\pn  mmv,  erst  S.t  ulrsse  tie- 
terminee  par  des  jaugeages,  Or  en  realite,  la  vitessc  u  est  pas  la  mane  dan*  finite  la  section  tie 
la  conduite;  nulle  a  la  paroi  die  a  sa  valour  maximum  sur  lav*  de  la  e» *uduio%  <*t  elle  present? 
la  repartition  correspondant  an  regime  turbulent  qui  regne  le  plus  Mttnnif  dam-*  la  a  mduife, 

Une  autre  remarque  est  la  suivante: 

Dans  letablisscment  des  equations,  on  n’a  pas  fait  infenemi  tr*  a  aides  t  t mires  sans 
parler  des  ancrages,  qui  peuvent  etre  assimites  a  tine  augmentation  dr  1  epao-Hrm  de  la  eonduite. 

II  faut  en  outre  signaler  un  phenomene  important,  eelui  dr  It  defoimaHon  de*  nudes. 
Comme  nous  le  verrons  dans  quelques  instants  ( fig.  I )  les  nudes  se  defortitriif  daim  Inis  deplace 
ment;  par  exemple,  une  variation  de  pression  tie  tres  com  le  dnree  cot  icspondaut  a  mm  emirbe 
tres  pointue,  s’etalera  en  meme  temps  que  son  maximum  dtftiimtrtm  *  in  prut  due  que,  dans 
l’etat  actuel  de  1’industrie,  avec  les  longueurs  de  conduites  employees  aur  le  metal  utilise, 
Tacier,  l’experience  montre  que  la  deformation:  ties  nodes  pent  etre  scusihlcmcut  negligee,  II  nVn 
serait  plus  de  meme  si  les  conditions  de  lexploitation  changeaienh  si  par  exemple  I*h  conduites 
industrielles  avaient  des  longueurs  bion  plus  considerables  t hi  him  une  rpat  mih  ht-auenup  plus 
faible  ou  un  coefficient  d’elasticite  different,  l  die  deroiivrrfr  dan*  la  metallmgie  pmnettant 
l’emploi  d’un  metal  plus  resistant  et  se  (Informant  davantage,  eitfiaitteiait  mm  modification  com 
plete  de  la  theorie  cles  coups  de  belier,  car  alors  les  nudes  se  defnrimuaient  tmauenup  plus  no 
pidement  qu’avec  le  metal  employe  achievement  Hit  fait*  cr  cptt  domtim  #l;in v  le  ealetil  ties 
conduites,  e’est  la  nature  du  metal  Pest  du  jour  on  Ion  est  arrive  a  piudtsiie  de*  acid's 
particulierement  bien  definis,  que  le  ealeui  ties  conduites  ev  druim  pirdMe  et  qit’mi  a  j»u 
rechercher,  sans  compromettre  la  security  le  maximum  d  economic  du  metal  dans  les  distal 
lations  industrielles. 

Signalons  une  derniere  remarque:  dans  les  coups  de  belter  enmme  dans  mm  Its  domain*** 
d  ailleurs,  il  est  necessaire  d’avoir  affaire  a  ties  phenomeues  him  drfittio  compai  able-*  a  eu  v 
memes;  e’est  de  toute  evidence,  la  condition  indispensable  de  lapplieafion  de  la  throne,  Tr»f> 
souvent,  en  hydraulique,  on  a  affaire  a  des  melanges  de  phenomeues  en  proportion**  v a  r  tables 
suivant  les  circonstances,  c  est  par  cela  que  les  result  at  s  obtenus  par  ties  oliservatettrs  different* 
sont  eux-meraes  differ ents,  Dans  les  conduites  industrielles*  2  Elements  inter vieiinriiti  Fean  et  le 
metal.  Leau  est  comparable  a  elle-meme.  II  est  necessaire  qull  t*u  suit  d**  meme  tin  metal  et 
que  des  phenomenes  accessoires  ne  viennent  pas  apporter  des  perturbations,  emame  pai  exemple 
la  purge  incomplete  des  conduites. 

V  erifications  experiment  ales * 

La  vitesse  a  se  determine  par  exemple  par  la  mitkode  de  to  depression  brusque  qui  can- 


C.  Camichel 


Toulouse 


siste  a  provoquer  en  un  point  de  la  conduite,  par  exemple  a  l’extremite  aval,  une  perturbation  de 
courte  duree. 

A  l’extremite  aval  de  la  conduite  etudiee,  se  trouve  un  petit  robinet,  qu’on  ouvre  pendant 
„„  temps  tres  court,  vis-a-vis  du  temps  0  =  A,  gue  Ponde  met  pour  alter  et  revenir  de  Pex- 


tremite  aval  a  la  chambre  de  mise  e„  charge,  et  pour  parcourir  par 

I  de  la  conduite.  La  variation  de  pression  est  inscrite  par  un  nanometre,  ellc  est  reftech.e  a  1  cx- 
trimitd  amont  et  change  de  signe  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  ainsr  dans  le  8™!*“!“'  *=  dT““°'r 
une  edric  d'encoches,  tantot  dans  un  sens,  tantdt  en  sens  inverse,  gui  permettent  de  detenu 
tres  'commodemen,  la  vitesse  n.  L.  temps  es,  inscrit  sur  le  cylinder .  teuapawjr  »  ^  d 
diapason  ayant  comme  periode  un  de  secoude,  par  exemple.  Pendant  Cette  determ.n  , 

la  Llui/restc  fermee.  La  tig.  r  indigue  Penregis, remen, 

4  la  partie  superieure  ,lu  did, 6  Pinscription  du  dmpason;  au-lessous  se  trouvent  mscntes  . 

concorden,  .Pune  iagon  trds  satisfaisante  avee  la  iormule  thdorigue. 


_ /V... ... 


V" 


Kig.  i. 


Fig.  2. 


La  fie  2  represente  le  diagramme  des  prcssions  provenant  d’une  fermeture  de  tres  courte 
duree.  Conformement  a  la  theorie,  le  diagramme  des  pressions  est  constitute  par  des  portions  de 
droites  paralleles  et  normales  a  l’axe  des  abscisses. 
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On  obtient  en  meme  temps  les  valeurs  F%,  F 2,  Fz, . FA,de  la  fonctxon  F  pour  x  =  o 

et  pour  des  epoques 

T,  T  -f-  0,  *  •  •  -  T  (A  i)  0. 

II  suffit  d’appliquer  les  equations  generates  (i)  pour  avoir  les  valeurs  de  y  et  de  v  a  une 
epoque  quelconque  et  en  un  point  quelconque  de  la  conduite. 

C’est  ainsi  qu’on  peut  etudier  les  problemes  les  plus  complexes  de  fermeture  et  d’ouver- 
ture  d’une  conduite,  rechercher  la  valeur  de  la  surpression  la  plus  grande  et  1  epoque  a  laquelle 
elles  se  produit4).  Je  laisserai  de  cote  malgre  son  interet  cette  question.  —  Je  me  contenterai 
de  dire  seulement  quelques  mots  sur  les  phenomenes  de  resonance.  ^  <  r 

PhenomHes  de  resonance.  Ces  phenomenes  sont  tres  importants,  car  l’mtensite  des 
variations  de  pression  qu’ils  developpent  peut  depasser  beaucoup  celle  des  coups  de  belier  propre- 

ment  dits.  ^ 

Dans  une  conduite  a  caracteristique  unique,  existe  une  periode  fondamentale  egale  a  — 

c’est-a-dire  a  2  fois  la  duree  de  Taller  et  du  retour  de  l’onde  dans  la  conduite^  On  peut  dans 
une  conduite  faire  resonner  la  periode  fondamentale  et  ses  divers  harmomques.  On  emploie  pom 
cela  le  procede  suivant: 


Experience  du  E obi  net  tournant. 
Ana/jst  dune  conduite . 


o nances.  - 

tUUt«  x  Cftti.  Jk  ioouirndu 

$ Ivue :  VG.  SO, 


Fig.  5. 


On  munit  la  conduite  a  son 
un  moteur  M  dont  on  fait  varier 


extremite  aval  d’un  petit  robinet  tournant  (Fig.  5)  mu  par 
lentement  la  vitesse;  le  manom&tre  I  branche  a  cote  de  ce 


robinet,  met  en  Evidence  les  diverses  resonances. 


La  fig.  6  montre  la  resonance  du  fondamental  (*4  onde)  en  haut  et  en  bas  la  resonance 
du  2®,  3e,  46  harmonique  (%,  %.  x.onde).  La  fig.  7  la  resonance  du  s*  harmonique  («/4  onde). 

4)  On  se  reportera  utilement  pour  ce  sujet  aux  recherches  de  MM.  DE  Sparre  et  de  M.  Gariel. 
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c.  —  '  ' 

___ __ ~  i,Uf  t,n  a  uu  phcnmnvne  particuliere- 

aucnt  lc  temp*  ^ ia 

^^^doStoen^dTla  predion  IVstvom.U*  aval  de  la  conduite 

ssant:  le  d  -s  tle  demontrer  <P  '  )  ,»  ,m  double  .!«•  la  pressicm  statique 

^.lcul  simp  •  de  la  pression  alnu>.  _  di^trilmU-ur  ouvcrt,  a  y0  -f  P, 

delaresonanc  ,  ^  l  ^  vun,  *  ■ 

ssion  atmosphenquc, 

,  mr  un  niimnmm, 

r  ferme;  de  la  resonance,  les  AW*  ^  .  l  .  mJlluiw.  fes  phcnumcnos  de  reso 
moment  d!.f,a  resonance  d«  ml;  ^.uvu-  et  „•  feme  «- 


momTni  de  la  ^ 


in- 


l-Hg.  8. 


iJn./ 


=PrP\ 


B£dmr\n>  \  i 


Fig*  io« 


rig,  1 1 


'j  v  ‘i -'.'"'ja  v 


Fig.  i*. 


nee  des  variations  dc  proton  «  *»><  »  *'  '<  “  ' . , '  . .  . . .  I ,a  1,«-  '  >  " 

ique  le  diagram.™  ,»c  V«  obUen,  ,-r  1  cm|*»  *  "  . 

resonance  d»  3*  tomoniqne  e.  la  tig.  10  >»  ,l,.s  .  >■'  « 

Les  formules  gMralea  donnent  fac, lenient  »l“‘,m 

iduite  dans  chaque  cas. 


U.  Conduites  industrielles 

Les  conduites  industrielles  ont  en  general  une  epaisseur  variable  croissante  de  l’extremite 
amont  a  l’extremite  aval.  L’epaisseur  du  metal  etant  choisi  pour  que  dans  les  divers  trongons 
le  metal  se  trouve  place  dans  des  conditions  analogues:  6  a  8  kg.  par  mm2. 

Citons  par  exemple  une  conduite  P3  (Chute  du  Gave  de  Pau)  ayant. 

Longueur  totale:  l  =  34-6  metres, 

Diametre  interieur:  D  =  1200  mm., 

Pression  statique  au  bas  de  la  conduite:  y0  =  120  m.  d’eau. 

Cette  conduite  est  en  tole  d’acier  soudee  avec  brides.  Elle  est  formee  de  25  trongons 

ayant  des  epaisseurs  variant  de  7  a  13  mm.  de  la  chambre  d’eau  au  distributee.  Les  fig.  17, 
18,  19,  20,  correspondent  a  cette  conduite. 

Nous  donnerons  de  meme  des  resultats  d’experiences  correspondant  a  une  autre  conduite 
C4  (Chute  du  Gave  de  Cauterets)  dont  les  caracteristiques  sont  les  suivantes: 

Longueur  totale:  ^  =  53^  metres, 

Diametre  interieur  moyen:  D  =  810  mm., 

Pression  statique  au  bas  de  la  conduite:  y0  =  252  m.  50. 

La  conduite  est  formee  de  40  trongons  d’epaisseur  variant  de  7  a  20  mm.  de  la  chambre 
d’eau  au  distributeur. 

Les  figures  13,  14,  15  et  x6  correspondent  a  cette  conduite. 

Emploi  d’une  vitesse  a  moyenne. 

On  peut  ramener  le  cas  d’une  conduite  a  caracteristique  variable  au  cas  d’une  conduite 
a  caracteristique  unique  en  faisant  usage  d’une  valeur  moyenne  a„  donnee  par  la  formule: 


designant  la  longueur  d’un  tron^on  de  la  conduite, 

a i  la  vitesse  correspondante ; 

—  le  temps  que  met  l’onde  pour  le  parcourir. 

La  vitesse  moyenne  est  done  le  quotient  de  la  longueur  totale  de  la  conduite  par  le 
temps  T  que  met  l’onde  pour  aller  du  distributeur  a  la  chambre  d’eau  a  travers  les  divers 

Les  calculs  se  font  par  la  methode  indiquee  dans  le  cas  d’une  conduite  de  la  premiere 
categorie;  la  fig.  13°)  represente  la  comparison  du  calcul  fait  sur  la  conduite  pour  laquelle 
on  a  a,„  =  1068  m./sec„  et  T  =  0,502  sec.,  dans  le  cas  d’une  fermeture.  La  fig.  14  correspond 
au  cas  d’une  ouverture. 

On  voit  que  l’accord  entre  le  calcul  et  l’experience  est  satisfaisant. 

Assimilation  d'une  conduite  industrielle  a  une  conduite  formee  de  deux  trongons  pour 
lesquels  les  durees  de  propagation  sont  les  memes:  Methode  de  M.  de  Sparre. 

M.  de  Sparre  a  indique  une  methode  qui  permet  d’etudier  avec  plus  de  precision  les 

conduites  industrielles. 

B)~Ces  cliches,  comme  tous  ceux  qui  sont,  pmsentes,  sont  emprunt^s  k  un  memoire  publi6  par 
l’auteur  en  collaboration  avec  MM.  Eydoux  et  Gariel. 
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.  fnrmee  de  u  troiwnn>.  'k'»t  U's  !'*»«u‘-urs  M,ut  1  l'  «*  pour 
Considerons  une  condui  '  t  (l  et  a\  >atbtaLant  a  la  condition: 

lesquels  les  vitesses  de  propagat1011  l'e  on  *  ht  n*  1 

/  i 

~a  a7  ’ 

*  str„  tr-,ite  do  la  faqou  suit  ante:  on  writ  pour  1'un  ot  l’autre 

le  calcul  des  surpressions  pcut  etre 

tronQon  les  equations  geneiales.  j  unt,  premiere  equation,  on  faisant  intervenir 

Les  conditions  aux  hnutes  doniKiu  .  *  * 

la  loi  de  fermeture  ou  d  j'1'  *  ivanl  .aoem  d.-ment  do-  trombus  les 

On  obtient  en  outre  ot  quo  lequatiun  do  eontimnto  uVitiee. 

Jes  ^t;o78.o;tient  cn  remit rquant  qu'a  IVv.mni.e  a, a!  a  la  chambre  deau, 

la  pression  est  constante  .  ,,Ul.  mo.hodr  ot  les  formulcs 

Les  calculs  out  etc  atts  . .  le  ntontt,  la  tig.  ,5<  dtu, 

qu’il  a  donnees  sont  comp  c  un  ^  rileuj  ,,t  jVsju-r ionoo :  P*  on  iaLani  lo  ntloul  avec 

laquelle  on  a  indique  la  «*»!«««  ]  J„JivWf(|l  la  eottdnite  on  .•  tmuoms  ot  *  la 

^ - — -  —  * — 

gation  de  l’onde  sont  a,  a\  a "  avec  les  condition-. 


Pour  proceder  pratiquement  au  sectiom.ement  *»*’***'  u  uil  1H'ut  l,,MI*loyer 

le  procede  suivant :  ,  .  . „ 

On  trace  une  courbe  des  vitesses  a  en  function  du  temp*,  mi*.  p:»  1  .m.lo  pu  n  al  u 

distributeur  au  point  consider*.  Suit  T  le  temps  total  mis  pa.  1  -ode  !***».  allot  du  d.stnbuteur 

a  la  chambre  d’eau.  On  prend  sur  la  courbe  le  point  d:.l.,ei>„-  *  :  il  d.u-o  la  courbe  en  .leux 

parties  On  determine  alors  les  valeurs  de  l  et  ('  putu  ebaemto  do  o<  drtix  isutto*.,  (  es  lon¬ 
gueurs  l  et  V  sont  donnees  par  la  somme  des  prudnits  do,  ditteumf ,  urn  .  vail,-,  do  temps  compn 
dans  chacune  des  deux  parties  par  les  valeurs  eone*pnndau*o  do  a  »  ouua.v.ant  ot  et  it.i  . 

donne  que  nous  avons  —  ■  : deduit  a  ot  a'  par  '•«  .  t'  latiun  un.mt*  *■ 


—  mi  ilc*l»it  a  rt  <*f  !***♦  irLittt»ii'>  '  unauU^. 


On  opererait  de  menu  pour  divisor  la  conduito  on  3  ■  •  -t  »  'W"*”  ’’  !’°Ur 

cela  de  diviser  la  ligne  des  abscisses  en  3>  4 . 11  pmtie*.  ogak  >., 

Periode  thhriquc  et  period?  apparent?.  _ 

L’emploi  des  fornmles  de  M.  i»k  Soaukk  m’a  "ot  vi  pour  csphqm-t  mu*  anomaie  qi 
presentent  les  conduites  indust  rielles :  si  on  moMire  par  exeiitpb*  pat  la  mot  kudo  dr  la  tkprtssiot 
brusque  la  duree  de  la  propagation  de  1‘ondr  dan**  mu*  condnitr  a  rataetot  i'.tiqw*s  tmi  lP  ci> 
par  exemple  la  conduite  P&,  on  trouve  la  duree  calcttlee  par  la  binmtlo : 


T  -  S  — :  et  une  p£*riode ;  H 

at 


4S" 

itt 


j  ,.pS  in 


D’autre  part,  quatul  on  provoque  une  perturbation  quileotupto  au  tm>yon  da  1  *'>U|C^ 
erture  ou  fermeture),  au  bout  d’un  certain  temps  on  obtient  mu*  emu  be  dtiusaoida  e,  e 
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a  une  periode  totalement  differente  de  ©  ;  on  trouve  par  exemple  pour  la  conduite  P s,  une  periode 
de  1,36  sec.  (fig.  17).  La  premiere  de  ces  deux  periodes  peut  s’appeler  periode  theorique  et  la 

seconde,  periode  apparente. 

Par  suite  d’une  interpretation  inexacte  de  la  periode  apparente,  divers  auteurs  admet- 
taient  que  la  vitesse  de  propagation  de  l’onde  augmentait  avec  la  pression;  il  nen  est  rien, 
l’application  des  formules  generates  a  1a,  conduite  formee  de  divers  tronqons,  m  a  permis  de 
rendre  compte  complement  de  l’existence  de  la  periode  apparente.  Nous  allons  voir  que  celle-ci 
joue  un  grand  role  dans  la  pratique. 

Phenomenes  de  resonance  dans  les  conduites  industrielles . 

L’application  des  formules  generates  permet  d’etudier  les  phenomenes  de  resonance  dans 

les  conduites  industrielles. 

Nous  allons  nous  contenter  d’indiquer  quelques  resultats  obtenus  experimental ement. 
On  a  pu  dans  la  conduite  P3  obtenir  la  resonance  en  faisant  tourner  le  robinet  avec  une  periode 
egale  a  la  periode  apparente.  Cest  par  consequent  la  periode  apparente  qui  resonne.  La  fig.  18 
montre  le  phenomene  de  resonance  de  la  periode  apparente  sur  la  conduite  Pz. 

Dans  une  autre  experience,  on  a  pousse  plus  loin  la  resonance  de  Pz,  et  1  on  s  est  arrete 
au  moment  ou  les  surpressions  seraient  devenues  dangereuses.  La  fig.  19  donne  le  graphique  des 
pressions,  dans  cette  experience,  il  montre  que  sur  la  conduite  P3  qui  a  346,5  metres  de  longueur, 
et  1,20  metre  de  diametre  interieur,  on  peut  provoquer  la  resonance  de  la  periode  apparente  au 
moyen  d’un  robinet  dont  la  lumiere  n’a  que  22  X  48  mm.  soit  10  cm2  environ;  la  vitesse  doit 
etre  telle  que  la  duree  separant  deux  ouvertures  consecutives  du  robinet  soit  1,36  sec.;  on  a 
cree  ainsi  des  variations  de  pression  dont  l’amplitude  totale  representait  une  colonne  d  eau  de 
77,6  m.  L’experience  n’a  pas  ete  poussee  plus  loin. 

Cet  exemple  montre  Importance  quil  faut  attacher  a  la  periode  apparente  et  aux  phe¬ 
nomenes  de  pompage. 

- 1  n  (  M  H  -H  Mini  | 
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Fig.  20. 

On  a  pu  faire  resonner  egalement  les  divers  periodes  de  la  conduite  Pd  et  1  experience  a 
montre  qu’on  obtenait  sensiblement  les  harmoniques  3  (fig.  20)  de  la  periode  theorique  0. 
M,  Guillaumin  a  montre  que  ce  n’etaient  pas  exactement  les  harmoniques  de  cette  periode, 
mais  qu’il  y  avait  la  diverses  periodes  suivant  un  phenomene  analogue  a  celui  qui  se  passe  dans 
les  antennes  de  telegraphic  sans  fil,  la  difference  avec  ces  harmoniques  etant  trop  faibles  pour 
que  Inexperience  puisse  les  distinguer. 

Conclusion. 

J’ai  termine  l’expose  sommaire  et  forcement  incomplet  que  je  me  proposals  de  faire, 
des  points  les  plus  importants  de  la  theorie  des  coups  de  belier. 

Nous  pouvons  en  tirer  une  conclusion  precise:  Cest  que,  dans  l’etat  actuel  de  l’industrie, 
les  formules  generates  de  la  theorie  des  coups  de  belier  etablie  comme  nous  l’avons  rappele, 
rendent  compte  avec  une  approximation  suffisante,  des  resultats  experimentaux. 

On  peut  done  calculer  avec  toute  une  precision  suffisante,  les  phenomenes  dont  les  con¬ 
duites  sont  le  siege  dans  Tindustrie  moderne. 
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The  Control  of  Stalled  Aeroplanes 

By  B.  Melvill  Jones,  Cambridge  (England) 

(For  fig.  2b  set>  Plate  II) 

.  .  nnHin-  the  methods  which  are  being  used  in  England  to  attack 

Tt  is  mv  intention  to  outline  tne  uruiu.  r  t  t  1t 

!,  7  hv  the  title  of  my  lecture.  Let  me  begm  1>v  detmmg  these  problems, 

the  problems  sugges  y  ,  •  reaction  upon  its  wings.  That  reaction  depends 

An  aeroplane  supports  ,.s  weght  by  he  a„  . an  «».  ^  ^  ;  inf .  ^ 

upon  the  speed  through  the  a,r  and  the  ang.  .  a  small  in. 

a,  WP  caii  it  At  the  higher  speeds  of  flight  suttiucm  "auiu  . 

as  we  can  u.  rv  °  .  ,  ,  ;tu.r<-ised  There  is  however  a  certain  incidence, 

cidence-  at  lower  speeds  the  incidence  must  he  imuusiu.  .  _ 

ellSie  stalling  incidence,  beyond  which  any  farther  ...  crease  causes  a  ehauge  ,,  the  a,r 
flow  and  a  decreased  reaction.  All  normal  flight  is  camel  out  at  .uculences  Mow  tfus  mtaa 
incidence  of  maximum  reaction.  Steady  flight  at  incidences  greater  than  the  rn.nal  is  no 
impossible,  but  it  involves  either  the  expenditure  of  great  power  01  a  tupid  dtsuu  am  U 
require,  a  flying  speed  slightly  greater  than  the  minimum  possible  steady  speed 

The  art  of  flying  aeroplanes  in  this  way  «flymg  stalled*  .is  vu  ta  1  " 

developed  in  England,  principally  at  the  Royal  Aircraft  Establishment  at  han.borough,  where 
experimental  flights  in  this  condition  are  now  a  normal  Recurrence.  1  have  mvsolt  flown  arm- 
planes  in  this  manner  and  I  will  describe,  from  the  point  of  view  ot  tin  pi“t,  w  ut  appiais 
to  him  to  happen  when  his  aeroplane  enters  the  stalled  state. 

Suppose  that  the  aeroplane  is  flying  normally  upon  an  even  keel  ami  that  the  control 
column  is  pulled  slowly  backwards  so  that  the  incidence  rises  ami  the  speed  falls.  As  the 
critical  incidence  is  passed  the  aeroplane  tries  to  dive  and.  if  not  chirked,  "ill  do  so,  and 
return  to  normal  flight;  but  if  the  elevators  are  sufficiently  powerful  the  dive  can  be  prevented 
and  the  aeroplane  held  in  the  stalled  state.  The  lateral  control  now  becomes  verv  difficult,  the, 
ailerons  and  rudder  feel  as  though  they  have  lost  nearly  all  their  power  and  the  aeroplane 
displays  an  unpleasant  tendency  to  plunge  and  roll  from  side  to  side.  Normal  use  of  the  controls 
merely  aggravates  these  plunges,  which  may  increase  until  the  aeroplane  gets  out  oi  control, 
and  performs  a  peculiar  and  characteristic  spiral  dive,  which  may  develop  into  the  familiar  spin. 
Continuous  stalled  flight  upon  most  modern  aeroplanes  becomes  possible  when  the  pilot  has 
learned  how  to  use  his  controls  to  check  any  deviation  from  straight  flight  before  it  has 
become  large. 

There  is  no  serious  danger  in  stalling  when  at  a  considerable  height  ahme  III*'  ground, 
nor  is  the  danger  serious  when  a  pilot,  skilled  in  this  mode  of  flight,  stalls  near  the  ground 
whilst  upon  an  even  keel.  It  is  when  the  stall  occurs  inadvertently,  during  a  turn  or  other 
manoeuvre  near  the  ground,  that  serious  disasters  generally  occur;  for  then  tin'  aeroplane, 
already  turning  rapidly  and  probably  banked  to  a  large  angle,  may  immediately  get  out  of 
control  and  dive  with  the  familiar  spiral  motion  into  the  ground.  I  hifortunately  a  pilot  faced 
with  a  difficult  landing  desires  to  carry  out  manoeuvres  near  the  ground  at  the  slowest  [>ossiblc 
speed,  and  is  therefore  particularly  liable  to  stall  in  these  circumstances. 

Here  then  is  our  problem;  we  have  to  investigate  the  causes  of  these  peculiar  lateral 
motions,  why  they  are  difficult  to  control  in  any  circumstances,  and  why  they  become  un¬ 
controllable  when  they  are  allowed  to  develop  too  far. 

Quantitative  measurement  in  actual  flight  of  motions  such  as  l  have  described,  requires 
very  elaborate  apparatus.  Thus  a  complete  record  of  the  motion  of  the  aeroplane  might  he  made 
by  recording,  simultaneously  and  continuously,  three  angular  velocity  components,  three 
acceleration  components,  the  positions  of  the  three  control  organs,  and  the  resultant  air  speed- 


Instruments  for  these  purposes  are  now  in  use,  but  no  comprehensive  records  from  them  are 
available,  and  our  direct  knowledge  of  these  motions  is  as  yet  confined  to  the  qualitative  ob¬ 
servations  of  pilots  and  observers. 

For  detailed  information  therefore  we  must  turn  to  experiments  upon  small  models, 
but  unfortunately  the  flow  of  air  round  a  wing  in  the  neighbourhood  of  its  stalling  angle  is 
particularly  liable  to  be  influenced  by  the  changes  of  Reynolds  Number  which  occur  between 
ordinary  model  experiments  and  the  full  scale,  and  since  the  phenomena  to  be  studied  depen 
upon  the  behaviour  of  the  flow  at  the  stalling  angle,  the  results  of  model  experiments  must  be 
applied  to  the  full  scale  with  great  reserve.  To  throw  light  on  this  question  experiments  have 
been  made  in  free  flight  upon  the  air  reactions  on  certain  aeroplanes  in  the  stalled  condition.  These 
experiments  were  very  difficult  to  carry  out,  requiring  skilled  and  specially  trained  pilots  and  specia 
apparatus  for  measuring  air  speed.  Fig.  x  shows  close  agreement  between  model  and  full  scale  tor 


Fig.  2  a  (Fig.  2b:  Plate  II). 

Apparatus  for  measuring  in  Wind  Tunnels  the  moments 
generated  by  continuous  rolling  about  the  wind 
direction. 


one  of  the  aeroplanes  —  The  Avro  —  which  we  have  used  for  experiments  in  stalled  flight.  e 
other  aeroplane  which  we  used  extensively  for  this  purpose  —  The  Bristol  Fighter  —  s  owee 
a  similar  agreement.  We  might  expect  from  this  agreement  as  to  stalling  angle  a  reasonab  e 
agreement  in  the  forces  governing  control,  and  such  is  indeed  indicated  by  the  accmacy  with 
which  predictions  from  model  experiments  relating  to  the  control  of  these  aeroplanes  have 


been  fulfilled  in  practice1). 

Let  us  consider  what  model  experiments  are  practicable.  Given  a  precise  knowledge 
of  the  movements  of  the  aeroplane  in  free  flight,  it  might  be  possible  to  reproduce  them  in  a 
model  moving  under  constraint,  and  so  to  measure  the  air  reactions.  This  line  of  attack  is 
being  developed  in  England  for  the  study  of  the  steady  spin,  but  m  relation  to  the  unsteady 
motions  now  under  discussion  it  becomes  impracticable  and  no  attempt  has  been  made  o 


i\  come  aeroplanes  with  wings  of  section  different  from  those  upon  which  we  have  experimented 
do  rro.  however  St “«  same  agoLem  in  the  stalling  angle  for  dre  model  and  the  real  aenrplaoe, 
and  the  value  of  experiments  upon  models  of  these  aeroplanes  remains  m  doub  . 
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. , . «■!  the  model  may  be  moved  eleadily  tim.uKh  ll.e  ait  i..  o'ttai,,  simple 

develop  It.  Alternative y  information  so  obtained,  ot  the  air  reactions  caused 

ways  and  an  estimate  ma  e,  in  q  motions  mav  be  looked  upon  as  components, 

by  more  complex  motions,  ,  atll  about  to  -locribe. 

The  latter  method  was  that  adoPtcd  “  '  ,  forct.s  ;uili  moments  upon  an  aeroplane 

Anoaratus  for  measuring,  in  wind  tunmts,  uu  i  '  ‘ 

movingt  a  straight  line  without  rotation,  ate  fan.iha,  ...  evert . .  t« -l  . . . 

research  I  will  not  take  up  time  to  describe  Ihem.  .  ... 

The  study  of  motions  involving  steady  ro.a.ions  a!,..,.  .  ,-I  ...  i.e 

a  tunnel  is  also  practicable,  because  such  rolali.ms  mvolve  , ■lunge  m  the  •>  lou.le  ,,l  (he 

aeroZe  to  the  direction  of  the  wind.  Fig.  »  and  I.  shows  .he  .ns,.,„„.-m  .ne.l  . Ins  put. 

The  aeroplane  is  rotated  steadily  by  an  electric  . . .  ami  . . .  ■-  "  „«■  »«*™* 

moments  about  the  axis  of  rotation  ami  aboul  any  , loured  avis  pe,  t.end.enl ..  .lieielo,  .md  Used 

in  relation  to  the  model.  »  *  #  .. 

Motions  involving  rotation  about  any  axis  pcrpcnd.cu  a.  t..  the  u  md  arc  not  easily 

studied  in  a  tunnel  except  by  a  method  of  small  oscillations  winch  m  searccU  app  .cable  , o  ho 
present  investigations.  Such  motions  could  be  studied  upon  a  wlmlmg  aim  rev,  vmg  m  *  .11 
air;  apparatus  for  this  purpose  are  under  construction  hut  have  m-t  u-l  been  used.  '.Munales 
of  theeffects  of  such  motions  have  .so  far  been  made  by  means  ot  calculations  m  which  each 
element  of  the  wing  is  assumed  to  act  as  though  i,  were  part  of  a  w  mg  new  mg  «  ««h,mt  mtalmn. 

For  the  purposes  of  the  present  discussion  the  most  interesting  measurements  made 
upon  the  instruments  are  those  relating  to  what  is  known  as  the  ..asvmmetnc  moments.  Ihe 
air  reactions  upon  an  aeroplane  are  equivalent  to  a  force  acting  tluough  the  centre  ot  gravity 
and  a  couple  acting  about  some  axis  passing  through  the  centre  of  gravity.  1  Ins  couple  may  be 
resolved  into  two  components,  one  acting  about  an  axis  lying  in  the  plane  ..t  sunmetn  of  the 
aeroplane  and  one  about  an  axis  perpendicular  thereto.  We  call  the  former  the  .  asymmetric 
moment»  and  the  latter  the  « symmetric*,  or  «pitching  moment*  The  formei  can  conveniently  be 
represented  by  a  vector  lying  in  the  plane  of  symmetry. 

Let  us  consider  briefly  the  nature  of  the  information  respecting  this  asvmmetrie  moment, 
which  has  been  obtained  from  experiments  upon  small  models.  Large  numbers  of  observations 
upon  a  variety  of  models  have  been  made,  but  for  simplicity  1  wilt  confute  msM-lf  to  a  few 
representative  results  for  one  aeroplane,  the  Bristol  Fighter,  a  conventional  British  Military 
Biplane. 

Fig.  3  hhmvs  lift  outliw*  *Ut*tch  ttf  thin  aero- 

_  |  plane  in  an  attitude  characteristic  of  steady 

„  •"  stalled  flight  without  engine  power.  When  flying 

”11  »n  this  manner  the  resultant  air  reaction  upon 

'  the  aeroplane  lies  within  one  or  two  degrees  of 
the  perpendicular  to  the  mean  chord  of  the 
Fig‘  wings,  so  that  the  latter  must  always  tat  ap- 

0..,™  rf  <•  . . . . wha,  ,h.;  anylv 

of  descent.  On  this  diagram  the  horizontal 
through  the  centre  of  gravity  of  the  aeroplane  is  drawn,  together  with  thit-e  lines  showing  the 
direction  of  motion  when  flying  steadily  at  incidences  of  jk,  j.f  and  ,p>  degtees. 

When  the  aeroplane  is  flying  without  rotation  and  with  the  direction  of  motion  in  the 
plane  of  symmetry,  there  can  be  no  asymmetric  moment,  hut  should  the  aeroplane  be  rotating 
about  any  axis  in  the  plane  of  symmetry  or  should  the  direction  of  motion  he  inclined  to  the 
plane  of  symmetry,  asymmetric  moments  will  in  general  occur. 


Fig  4  shows  the  outline  of  the  aeroplane  with  two  vectors  superposed.  These  represent 
the  asymmetric  moments  occurring  in  normal  and  stalled  flight  respectively,  when  the  direction 
of  motion  is  inclined  to  the  plane  of  symmetry  through  an  angle  of  io°  —  when,  as  we  say, 
the  aeroplane  is  «sideslipping».  The  vectors  in  this  and  succeeding  figures  all  represent  the 


Fig.  4- 

The  asymmetric  moments  generated  by  motion  inclined 
to  the  plane  of  symmetry  —  side  slip  —  when  the  wings 
incidences  are  40  and  12°  respectively. 


Fig.  5- 

The  asymmetric  moments  generated  by  angular  velocity 
about  the  direction  of  motion,  when  the  incidence  of  the 
wings  at  the  plane  of  symmetry  has  various  values. 


asymmetric  moment  to  the  same  scale  and  therefore  are  directly  comparable;  their  actual  scale 
is  immaterial  to  the  present  argument).  The  vectors  are  shown  radiating  from  the  centre  of 
gravity  of  the  aeroplane,  and  their  direction  is  related  to  the  sense  of  the  moments  which 
they  represent  as  in  a  right-handed  screw. 

At  40  incidence,  typical  of  normal  flight,  the  moment  is  such  as  to  raise  and  retard 
the  wing  towards  which  the  sideslip  is  occurring.  This  can  be  explained  in  a  simple  manner 
by  the  action  of  the  fin  and  rudder,  which  urges  the  aeroplane  to  turn  towards  the  direction 
in  which  it  is  slipping,  and  of  the  dihedral  angle  between  the  wings,  which  causes  the  effective 
incidence  to  be  increased  on  this  same  side. 

An  incidence  of  240  has  been  taken  as  sufficiently  representative  of  the  stalled  state. 
At  this  incidence  there  is  a  relatively  large  moment  lifting  the  advancing  wing.  This  large 
moment  due  to  sideslip  on  a  stalled  aeroplane  has  been  observed  on  five  different  models  which 
have  been  tested  in  wind  tunnels.  The  moment  increases  with  sideslip  until  the  angle  made 
by  the  direction  of  motion  with  the  plane  of  symmetry  is  greater  than  300,  and  it  appears  to 
be  unrelated  to  dihedral  angle.  This  moment  due  to  sideslip  is  of  great  importance  in  the 


study  of  stalled  flight. 

Fig.  5  shows  the  effect  of  rotating  the  model  steadily  about  an  axis  parallel  to  the 
direction  of  motion,  the  angular  velocity  being  such  that  the  speed  of  the  wing  tip  relative 
to  the  centre  of  gravity  was  one  tenth  of  the  speed  of  the  centre  0  gravity  relative  tc >  the 
air  At  low  incidences  a  large  moment  is  generated  opposing  the  rotation,  but  in  stalled  flig 
this  changes  progressively  into  a  moment  tending  to  retard  the  falling  wing  and  to  increase 
the  rotation.  Unlike  the  effects  of  sideslip  this  result  of  rotation  in  stalled .  flight  can  be 
approximately  explained  on  a  simple  hypothesis,  for  the  rotation  increases  the  incidence  of  the 
falling  wing  tip  and  reduces  that  of  the  rising  tip,  and  this  m  stalled  flight  may  be  expected 
to  decrease  the  lift  and  increase  the  drag  of  the  falling  tip,  in  comparison  with  that  of  the 


rising  tip. 

The  effect  of  rotation  about  an  axis 


perpendicular  to  the  relative  wind,  has  been  estimated 


21  The  scale  of  these  vectors  can  be  estimated  from  the  statement  that  a  vector  equal  to  the 

overdl  L"h  of  ,he  .eroptoa  («d»di»g  *■***  boss)  »o»ld  b.  3™^  »  L“°»Ta^ 
0-045  p  V*Ss.  Where  p  is  air  density,  V  air  speed  of  the  aeroplane  and  5  and  r  are  area  ana 

semi-span  of  the  wings  respectively. 
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Fig.  6. 

The  asymmetric  moments  generated  by  angular 
velocity  about  an  axis  in  the  plane  of  symmetry 
perpendicular  to  the  direction  of  motion. 


Kijr,  7»  |  if«4*ri|»tivr  diagram. 

be  exact,  I  do  not  think  that  it  can  he  far  wrong  in 


with  interest;  though  the  estimate  may  not 
character. 

We  require  also  the  side  force  —  force  perpendicular  to  the  plane  of  symmetry  -- 
generated  by  sideslip.  This  force  has  been  measured  and  is  taken  into  acmmt  in  detailed  cal- 
culations  but  since  its  influence  upon  the  motions  which  I  shall  describe  is  small,  1  will  not  take 
time  to  discuss  it.  The  side  forces  generated  by  angular  velocities  in  the  km-  are  essentially 

small  and  have  not  been  measured. 

Let  us  consider  what  inferences  we  can  draw  tmm  the  loteguing  immul  muLnee, 

as  to  the  probable  behaviour  of  a  stalled  aeroplane  in  free  flight,  {  i**ud\  tin*  inloi nut  ion  at 
our  disposal  is  insufficient  to  allow  a  complete  general  solution  of  the  iiMion.  which  ^moreover 
would  require  the  manipulation  of  six  simultaneous  differential  equation-.  Some  jdmplilymg 
assumptions  are  clearly  necessary  before  progress  can  he  math*. 

Suppose  that  the  aeroplane,  flying  straight  and  steadily  with  wings  h*\e!,  oh  vhe*,  an  initial 
disturbance  in  the  form  of  an  impulsively  applied  angular  vel<n*it\  about  M.mr  axis  in  the  plane 
of  symmetry,  and  is  then  left  to  itself.  Assume  that,  until  the  motion  ha**  deviated  seriously 
from  the  initial  state,  the  incidence  of  the  wings  at  the  plane  of  svmmettv  and  the  velocity  of 
the  centre  of  gravity  of  the  aeroplane  will  remain  unchanged,  except  in  lai  a*-  the  latter  is 

affected  by  lateral  forces  perpendicular  to  the  plane  of  symmetn .  issuwe  that  the  fitter*  acting 
upon  the  aeroplane  at  any  instant  can  he  found  hy  adding  the  tm  c<-*  which  occm  when  the 
various  components  of  the  motions  are  occurring  separately,  us  in  the  wind  tunnel  experiments 
These  assumptions  are  true  for  infinitesimal  deviations  from  the  initial  condition*  and 
are  probably  not  far  from  true  for  finite  deviations  of  moderate  ana  amt,  With  them  general 
solutions  can  be  obtained  for  infinitesimal  disturbances  or,  altrrnutiveh ,  the  muttons  pillowing 
particular  initial  disturbances  can  be  examined  hy  successive  integration-,  each  eat  fieri  out  over 
an  interval  of  time  so  short  that  the  forces  at  work,  do  not  alter  uppi  eeiahh ,  Tim  fot  mer  method 
gives  information  which  probably  applies,  at  least  qualitatively,  to  finite  disturbance^  provided 
that  the  forces  generated  by  the  various  motions  are  approximately  proportional  to  the  motions 
which  produce  them.  The  latter  method  has  been  used  when  this  proportionate v  dors  not  hold, 
as  is  the  case  with  many  of  the  motions  with  which  we  are  concerned.  Both  methods  have  been 
extensively  employed  in  England  to  calculate,  from  the  results  of  wind  tunnel  experiments,  the 
early  stages  of  deviation  from  the  straight  flight  of  a  stalled  aeroplane,  and  from  the  study  of  a 
great  number  of  such  calculations  it  is  possible  to  give,  in  relatively  simple  term?*,  an  account 
of  the  way  in  which  the  peculiar  spiral  turn  characteristic  of  stalled  flight  is  generated,  and  to 
explain  the  failure  of  the  controls  to  check  it. 

Fig.  7  shows  the  aeroplane  in  a  steady  straight  glide  with  wings  level  and  at  <d.f  incidence; 
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we  shall  take  this  as  our  initial  motion.  OA  is  the  direction  of  motion  of  the  centre  of  gnmty 
OB  perpendicular  thereto.  The  vectors  Oa,  Ob  and  0,  are  copied  from  figs  (4,  5  ^6  6)  and 
indicate  the  characters  of  the  moments  generated  by  angular  velocities  about  OA  and  OB  and 
by  sideslips  to  port,  respectively.  Angular  velocities  are  supposed  to  be  connected  with  the 
direction  in  which  their  axis  is  drawn  from  0  as  in  a  right-handed  screw.  , 

During  the  very  early  stages  of  deviation  from  the  initial  steady  motion  the  effects  of 
side  forces  on  the  aeroplane  are  of  minor  importance,  so  that  the  centre  of  gravity  of  «ie  aero¬ 
be  continues  substantially  to  move  along  the  straight  line  OA.  From  this  it  fdbws ^t  at  any 
right-handed  rotation  of  the  aeroplane  about  an  axis  such  as  OP'  will  involve  a  sideslip  to  p  , 
whilst  a  similar  rotation  about  say  OP"  will  involve  a  sideslip  to  starboard.  Only  when  lotation 

occurs  about  Oa  as  axis  will  no  sideslip  result.  .  .  .. 

Suppose  that  the  aeroplane,  while  flying  steadily,  suddenly  receives  a  small  angular  veloc  y 

about  the  vertical  axis  OP.  This  angular  velocity  will  have  components  about  the  axis 
OB;  the  former  will  generate  a  moment  such  as  Oa,  the  latter  a  moment  such  as  0Z>  Afteia 
short  time  the  aeroplane  will  have  received  an  angular  displacement  about  OP 
sideslipping  to  port,  so  that  a  further  moment  such  a  0*  will  act  upon  it.  Thus,  very  short  y 
after  the  initi/angular  velocity  is  imparted  to  the  aeroplane,  three  component  “ 

Oa,  06,  Os  act  upon  it  and  rapidly  generate  angular  velocity  about  an  approximately  horizontal 

axis.  The  result  is  to  increase  the  angular  velocity  of  the  aeroplane  an  ““S®  ‘  ®  al 

swing  front  OP  towards  OA.  This  motion  is  the  peculiar  rolling  plunge  which  leads  to  the  spi 

turn  which  I  described  at  the  beginning  of  my  lecture.  ^ 

At  first  therefore  we  have  a  rapidly  increasing  angular  velocity,  occunng  about  arapidy 

changing  axis  This  will  ultimately  cause  the  axis  of  rotation  to  rise  above  0  o 

asTp".  As  soon  however  as  ,he  axis  of  rotation  passes  further  ration  ahoot  r, 
reduces  sideslip,  and  this,  combined  with  the  effects  of  side  force,  Imth  aerral  and  Ktavdatronal, 

which  are  now  becoming  appreciable,  reduces  the  sideslip  to  zero  an  en  level.  ‘  .  ., 

opposing  the  rotation,  is  now  introduced  and,  provided  the  mot.on  ,s  still  sufficiently  well 
represented  by  our  simple  assumptions,  this  moment  ultimately  predominates  and  causes  the 
aeroplane  to  awing  back  towards  an  even  keel.  The  motion  thus  becomes  oscillatory. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Diagrams  showing  the  results  of  calculations  upon  the  of  vectors 

form  of  /espying  anguiar  velocity.  Time  is  incidated  in 

seconds  marked : —  —  —  0 - . 

Fig.  8  shows  the  result  of  a  detailed  calculation  carried  out  upon  a  motion  of  this  type, 
by  the  method  of  successive  integrations  over  short  time  intervals »).  The  initial  small  angular 
velocity  is  represented  by  a  short  vertical  vector*),  and  the  broken  curve  traces  the  locus  of  the 

^Fhese  calculations  were  not  carried  out  upon  the  Bristol  Fighter  but  upon  an  Avro  aeroplane 

with  exceptionally  large  fin  and  rudder.  . 

4)  The  magnitude  of  the  initial  angular  velocity  is  such  that  the  additional  speed  given 
wing  tip  by  the  angular  velocity  is  one  fiftieth  the  speed  of  steady  flight. 
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,  •  j.u  -,1/  Qprnnds  following  disturbance.  The  vector  itself  is  drawn 

TaTat  fclSTf  Silt***.  Within  one  second  iron,  .he  initial  disH.thauee  ,he  a„c„W 
velocity  oi  the  aeroplane  has  been  increased  some  five  ...ncs  and  rs  occurr,.,,-  ah, a,  a  „early 
horizontal  axis.  The  vector  then  s»in6s  to  the  rear  and  rale  ol  rolhng  ,s  reversed.  I  he  ,n„,™ 

in  fact  is  oscillatory  and  of  increasing  amplitude. 

Fig  o  shows  the  motion  following  an  initially  impressed  angular  veloctv  of  the  same 
magnitude  as  in  the  previous  figure,  but  acting  about  a  horizontal  axis.  he  motion,  winch  ,n 
this  case  is  followed  for  five  seconds  with  points  for  every  quarter  second.  .s  agam  use, l  atory 
with  increasing  amplitude,  but  the  first  swing  following  the  initial  impulse  ,s  very  much  less 

thanbef^  nQt  here  shown,  suggested  that  the  oscillation  tollovvmg  a  small 

disturbance  would  not  continue  to  increase  indefinitely,  but  that  .1  would  .settle  .  own  to  a 
definite  amplitude  and  return  to  that  amplitude  if  deliberately  ...creased  beyond  it.  \\  hen  Ins 
was  discovered  the  pilots  were  asked  to  find  out  whether  any  such  state  *‘l  attairs  could  be 
observed  upon  the  aeroplane  for  which  the  calculations  were  made.  I  hey  tound  that,  after 
carefully  adjusting  the  lateral  controls  so  as  1o  eliminate  any  tendency  to  turn,  the  aeroplane 
did  in  fact  take  up  a  rather  unsteady  oscillation  which  continued  imlefimtelv  at  a  more  or  less 
constant  amplitude,  and  even  returned  to  that  amplitude  after  any  small  deliberate  disturbance. 
Great  care  was  however  required  to  obtain  the  necessary  accurate  setting  oi  the  eontiols;  any 
appreciable  asymmetry,  such  as  a  slight  persistent  tendency  to  turn  in  either  diortion.  sent  the 
aeroplane  fortwith  into  a  spiral  dive.  This  experiment  atlords  a  valuable  check  upon  the 
validity  of  the  assumptions  on  which  the  calculations  were  based. 

It  still  remains  to  explain  the  fact  that  the  calculations  show  oscillatory  mot  urn,  whilst 
experience  of  stalled  flight  shows  that  serious  disturbances  generally  result  in  continuous  spiral 
turns.  It  the  first  place  the  calculations  assume  an  aeroplane  which  F  in  equilibrium  when 
flying  symmetrically,  whereas  in  practice  an  aeroplane  is  seldom  so  accurately  adjusted  as  not 
to  have  some  definite  tendency  to  turn  in  one  direction  rather  than  another,  I  lie  experiment 
just  quoted,  for  example,  showed  that  the  oscillatory  motion  did  not  occur  unless  the  controls 
had  been  more  accurately  adjusted  than  would  be  usual  in  the  expenence  of  the  average  pilot. 
But  again  the  calculations  themselves  show  how  a  large  disturbance  ran  follow  automatically 
from  certain  small  initial  disturbances.  Thus  a  relatively  small  initial  vuwiug  impulse  cam 
according  to  calculation,  generate  a  motion  which  resembles  the  early  part  ot  the  familiar 
spiral  turn,  and  which  will  cary  the  aeroplane  into  attitudes  for  which  the  assumptions  under¬ 
lying  the  calculations  are  no  longer  sufficient.  Although  therefore  we  cannot,  with  the  ex¬ 
perimental  data  at  our  disposal,  follow  accurately  the  whole  motion  of  the  aeroplane  as  it 
departs  from  symmetrical  flight  and  develops  the  steep  spiral  dive,  yet  we  can  explain  lunv 
the  peculiar  plunges  noted  at  the  beginning  of  my  paper  arise*  and  how  violent  motions  closely 
resembling  the  earlier  stages  of  the  spiral  turn,  can  be  generated  from  relatively  small  initial 
disturbances. 

An  important  conclusion  to  be  drawn  from  these  calculations,  which  is  essential  to  an 
understanding  of  the  action  of  the  controls,  is  that  any  small  angular  velocitv  about  an  axis 
much  inclined  to  the  direction  of  motion  is  quickly  followed  by  a  much  larger  angular  velocity 
about  an  axis  nearly  parallel  to  the  direction  of  motion.  Stated  less  precisely,  but  possibly  more 
clearly:  if  one  wing  tip  is  at  any  instant  moving  slower  than  the  other,  it  will  very  shortly  be 
rapidly  falling  relative  to  the  other. 

We  have  next  to  consider  the  action  of  the  controls.  In  Fig,  io  the  longer  vectors  show 
the  moment  generated  in  normal  flight  by  moving  the  ailerons  up  and  down  respectively  through 
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xo°  from  the  neutral  position.  The  shorter  vectors  show  the  moment  generated  by  moving 
the  rudder  through  its  maximum  travel  of  300  from  the  neutral  position.  By  suitably  com¬ 
bining  aileron  and  rudder  movements  within  these  limits  a  moment  can  be  generated  which 
is  represented  by  any  vector  terminating  within  the  rectangle. 


I 

»  »* 


Fig.  10. 

Moments  generated  in  normal  symmetrical  flight  by  ailerons 
and  rudders.  Longer  vectors  relate  to  ailerons  moved  +.  io°. 
Shorter  vectors  to  rudder  moved  through  30 


Fig.  xi  similarly  shows  the  power  of  the  controls  in  stalled  flight  — 240  incidence. 
The  rudder  and  aileron  powers  are  reduced  and  the  axis  about  which  the  ailerons  exert  their 
moment  is  changed.  It  is  this  change  of  axis  which  is  mainly  responsible  for  the  failure  of 
the  ailerons  in  stalled  flight,  for  they  generate  angular  velocity  about  an  axis  inclined  to  the 
direction  of  motion  and  this  in  turn  generates  moments  about  the  direction  of  motion  as  axis, 
which  are  of  opposite  sign  to  those  required.  The  ultimate  direction  of  roll  of  the  aeroplane 
will  thus  be  in  doubt  and  will  depend  upon  the  inclination  to  the  direction  of  motion  of  the 
axis  about  which  the  ailerons  exert  their  moment.  The  broken  curve  in  this  figure,  which 
starts  along  the  aileron  vector,  shows  the  locus  of  the  ends  of  vectors  representing  angular 
velocities  following  an  application  of  the  ailerons;  from  it  we  see  that,  with  these  ailerons,  the 
indirect  effect  just  described  overpowers  the  direct  effect,  with  the  result  that  within  one 
second  from  the  instant  of  application  the  aeroplane  is  rolling  in  the  opposite  sense  to  that 
intended. 

The  failure  of  the  ailerons  is  even  more  apparent  if  they  are  conceived  as  being  used 
to  check  one  of  the  sudden  spiral  turns  which  we  have  been  discussing.  Subconsciously  the 
pilot  will  set  them  to  raise  the  wing  tip  which  he  sees  to  be  falling,  and  this  action  will  increase 
the  angular  velocity  about  the  vertical  which  was  the  root  cause  of  the  motion  he  is  trying 
to  check.  It  is  clear  from  the  calculations  we  have  discussed,  and  from  many  others  not  here 
shown,  that  no  increase  in  aileron  power  which  leaves  unchanged  the  axis  about  which  they 
exert  their  moment  can  make  them  effective  in  stalled  flight.  To  make  the  ailerons  effective 
we  must  bring  this  axis  more  nearly  parallel  to  the  direction  of  motion. 

We  may  state  the  matter  less  precisely,  but  in  a  way  more  easily  understood  by  the 
practical  man.  Conventional  ailerons  used  on  stalled  wings  retard  the  wing  which  they  are 
set  to  raise,  they  should  be  altered  so  as  to  reduce  this  retardation. 

Turn  now  to  the  rudder,  this  control  might  be  used  to  prevent  the  aeroplane  from 
turning  about  a  vertical  axis  when  ailerons  are  applied,  but  fig.  n  shows  that  its  power 
on  the  aeroplane  in  question  is  insufficient  to  be  of  much  help  in  this  respect.  If  the  rudder 
were  very  powerful  it  could  be  used  in  this  way,  but  it  could  then  be  used  to  roll  the  aeroplane 
about  a  horizontal  axis  without  the  help  of  the  aileron,  for  we  have  already  seen  how  rotation 
about  a  vertical  axis  will  generate  large  rolling  moments  about  a  horizontal  axis.  In  other 
words  if  the  rudder  can  be  used  to  force  the  falling  wing  tip  forwards,  moments  will  soon  be 
generated  which  will  raise  that  tip. 

The  broken  curve  in  fig.  ix  which  starts  along  the  rudder  vector,  gives  the  calculated 
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mtln„  nnp-ular  velocities  following  an  application  of  the 
too  of  tbe  ends  of  fh«  vectors  is  well  shown. 

rudder:  the  rapid  rolling  motion  w  ^  ^  U|(.  is  revolving  about  the 

If  we  compare  figs.  5  an  cnontanoouslv,  of  sufficient  magnitude  to  over- 

direction  of  motion,  moments J^^oTnot  applied  until  tl,c  *1’”"'  ",ulio"  l,as  ''"'''"l'"1’ 
power  the  rudder,  so  hat  if  ^  ,  falling  wing  from  heing  relarded.  In  llicsc 

r— from  dr‘t'“- ot  . . ~ .  "l“lK,s 

his  control  column  forward  and  allows  ^  simples,  way  of 

Consider  now  possible  „  by  ineleasing  rudder  power, 

affecting  an  improvement  in  the  »vetag  cu„erienced  in  stalled  living,  ui  keep  the 

. .  any  comb, ion.  To  u,t 

aeroplane  upon  an  even  k“l,  excessively  large  rudder  and  How,,  by  ...any  pilols. 

The  expecte^f^wer^^estwmtton^to.an  Jlve^kecl^wuis^ublnilitsh^^^  ^wo 

d«r«rorfrMdomybyPtheb“  of  one  organ  of  conlrol  alone,  and  I'mUy  I'eeau.e  Ibe  aid,,,,,  of 

hfrudd«  "roll  is  indirect  and  therefore  delayed.  Opinion  in  >'«  •'»!  ,»  . .  . . .  . crease 

over  the  conventional  rudder  power  is  urgently  needed,  but  .hat  Ibut  merense  . . be 

ieiy  Tsecond  line  of  attack  is  to  modify  the  ailerons  so  iba.  when  ,he  wings  are  .failed 
they  will  give  larger  moments  about  an  axis  more  nearly  parallel  In  the  dim  non  o  mo  mi. 
S  Ithod  of  doLg  this  is  to  provide  a  slot  in  front  of  the  wing  which  opens  when  the  aileron 
moves  down;  this  in  effect  unstalls  the  wing  to  be  raised.  1-  ig.  >  “huw.s  an  ai  i  .tugeim  n  i  iu 


Fig.  is. 

The  slot-and-aileron  control  and  the  enlarged  rodder  of  the  Bristol  Fighter.  Vectors 

for  same  conditions  as  in  Fig*  1 1 » 

p:perimentally  upon  an  aeroplane  which,  when  so  fitted,  could  In*  cunt  rolled  almost  as  easily 
in  the  stalled  condition  as  in  normal  flight.  The  vector  diagram  is  shown  for  the  moments 
produced  by  this  device.  The  defects  of  this  method  are  that  it  leads  to  mechanical  complication 
and  to  added  weight  and  head  -resistance;  it  is  also  very  sensitive  to  change  in  wing  section, 
and  its  use  with  new  wing  sections  must  therefore  be  proceded  by  considerable  expel  iment. 

Another  method  of  achieving  a  like  result  is  to  provide  ailerons  in  the  form  ui  flaps  beyond 
the  wing  tips,  which  normally  lie  along  the  direction  of  the  relative  wind  and  hence*  when  moved 
differentially,  give  a  moment  acting  approximately  about  an  axis  parallel  to  the  direction  of 
motion.  This  method  has  the  additional  advantage  that  by  it  the  tendency,  indicated  in  fig*  5» 
for  an  angular  velocity  about  the  direction  of  motion  to  increase  automatically  can  be  eliminated. 
Ailerons  of  this  form  are  used  in  the  now  well  known  Hill  Tailless  aeroplane  and  contribute 
largely  to  its  remarkable  controllability  in  stalled  flight. 


94 


B.  Melvill  Jones,  Cambridge  (England) 


Other  methods  of  achieving  the  same  end  occur  to  the  mind,  as  for  instance  the  deliberate 
increasing  of  the  resistance  of  the  wing  to  be  depressed,  but  these  have  not  yet,  to  my  know¬ 
ledge,  been  thoroughly  tried  in  practice. 

Apart  from  modifications  to  the  controls,  the  problem  may  of  course  be  attacked  by 
altering  the  design  of  the  wings  so  as  to  reduce  or  reverse  the  moments,  indicated  in  figs.  4,  5> 
6  and  7,  which  arise  from  sideslip  or  angular  velocity.  This  line  of  attack  has  not  been  followed 
far  in  England. 

I  wish  to  add  that  only  a  fraction  of.  the  work  I  have  been  describing  is  my  own.  Ihe 
whole  is  the  result  of  co-operation  between  many  departments  and  people,  in  which  I  have 
been  privileged  to  play  a  part. 
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«  c  flans  lc  problcmc 
Sur  les  choc  vi_0vilill  k  ....... 

'  ...  a  a-»«  iW1"  f"'"1 

«* -  - £g£ ^ Tt  .U . ^ "aui""” 

des  ,  I,.,  „i, ivw.r.-.  .  i ..."  » i™  I"*  j”s 

CLAIRAU1,  luitc  cnsuiU-  dun*  „rlwtr.  -k*  am-  «-t  d<-*  t«»m-s  vives. 

. . . . 

h  * . m . . 

soit  justement  equihbree  pax  U  (>IU  ll!Ubk,nr  -k-  *»•■>  •  u'  V»"W'A  ,u.,k^ 

Lagrange,  reprenant  a  nouveau  !  i  iuu.mt  la  cuiqpn ■>»<*"  ’Ul 

Stapes:  dans  la  * rllrvrt«r !«'»»  ''  *»>  ’aiuH--.  ^ ”U’’ nr^'^w^Uu 

“S' lar  rapport  a  u«  repcrc  t«r.  Lm'K^  L  (>  a  l|p1riwmn  l,,Us  leh 

Retrouvant  par  cette  vok‘  b**  ^  ..jmiuoo .»!  ^  i,iWk‘  **! 

une  autre  classe  ol.  to  «*  '“T?  V  V .  «*»*  “  *T 

memorable  a  double  titr,-.  11  . I..  MV* 

Pessor  aun  tres  grand  nombre  de  tuvau*  •  h)  r!l  ,,i„,  vou-mnu**  «.t 

IVi—  5**  «*  *•  ,,mr 1 ,  t..,i .....  ! . .  ■>'■ tum** 

condenses.  Particuliercmen.  -"I”11  *J  ^  ^ 

s,p.^«  -  •  •>■  ■  -*•  d  M,r 

a-dire  si  l’on  n’introduit  pas  dhyvpotk*  k  ^  ^  1  •  v..b.w,s-.. 

les  donates  initiales)  abaisscr  k  sysknu*  an  . . «•  m,5„.  srl  .cpud;,.!  a  vr* 
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Depuis  Lagrange  jusqu’aux  savants  qui,  dans  le  sens  qu’on  vient  d’esquisser,  se  sont 
en  quelque  sorte  rattaches  a  lui,  les  efforts  des  chercheurs  avaient  suivi  plutot  une  autre  voie.' 
Sur  l’exemple  de  Newton  lui-meme  et  de  ses  premiers  successeurs,  ils  se  sont  adresses  sur- 
tout  a  l’integration  approchee  des  equations  differentielles  du  probleme  des  trois  corps  (ou 
meme  d’un  nombre  de  corps  quelconque)  dans  les  circonstances  qui  interessent  de  plus  pres 
le  systeme  solaire,  ou  trois  astres  s’influengant  mutuellement  (sans  etre  d’une  maniere  appre¬ 
ciable  influences  par  les  autres  corps  du  systeme)  sont  representes  par  les  deux  triplets 
typiques:  Soleil,  Jupiter,  petite  planete;  ou  bien  Soleil,  planete,  satellite  (par  ex.  Terre,  Lune). 

Sous  cet  aspect,  qui  peut  d’ailleurs  se  rallier  a  la  theorie  generate  des  pertuibations,  il 
est  a  peine  necessaire  de  rappeler  l’oeuvre  grandiose  de  Laplace  et,  parmi  ceux  qui  ont  realise 
des  progres  substantiels,  Poisson,  Gauss,  encore  une  fois  Hamilton  et  Jacobi,  Airy, 
Delaunay,  Plana,  Leverrier,  suivis,  dans  une  epoque  plus  recente,  par  Adams,  Hill, 
Gyld£n,  Newcomb,  Tisserand,  Poincare.  Tel  que  Laplace,  Poincare  marque  une  epoque 
en  mecanique  celeste.  Ses  Methodes  nouvelles  de  la  mecamque  celeste  ont  retabli  le  contact 
entre  les  speculations  les  plus  elevees  de  l’analyse  moderne,  si  fecondement  poussees  par  lui- 
meme,  et  les  apergus  et  precedes  de  calcul  employes  par  les  astronomes,  dont  la  bonte  pour  le 
but  envisage  ne  pouvait  ni  pour r ait  etre  meconnue. 

J’ai  nomme  jusqu’ici  des  savants  disparus,  mais  fort  heureusement  on  peut  citer  encore 
M.  Bohlin  parmi  les  devanciers  de  Poincar£  et  MM.  Andoyer,  Birkiioff,  Brown, 
Charlier,  Moulton,  Whittaker  parmi  ses  nombreux  continuateurs. 


Les  developpements  classiques,  prepares  pour  satisfaire  et  aussi  pour  prevenir  les  besoins 
de  l’astronomie,  convergent,  meme  tres  rapidement,  pour  un  inter valle  de  temps  assez  petit: 
bien  entendu  c’est  un  petit  toujours  trcs  respectable  puisqu’il  embrasse  plusieurs  siecles  et 
parfois  des  milliers  d’annees.  Mais  on  ne  peut  toutefois  en  tirer  aucune  prevision  rigoureuse 
a  longue  echeance,  e’est-a-dire  pour  des  valeurs  arbitrairement  grandes  du  temps  t,  ou,  en 
langage  mathematique,  pour  t — >°°* 

Dans  ce  sens  les  demonstrations  fameuses  de  Lagrange,  de  Laplace,  de  Poisson  sur 
la  stabilite  du  systeme  du  monde  n’ont  qu’une  portee  subordonnee  aux  traitements  reductifs 
qu’on  fait  subir  prealablement  aux  equations  differentielles  correspondantes. 

D’ailleurs  dans  les  cas  usuels  ofi  il  s’agit  du  mouvement  d’un  point  soumis  a  l'action 
preponderante  d’un  corps  central  et  a  Taction  troublante  d’une  troisieme  masse  petite  ou 
eloignee,  les  series  employees  couramment  avaient  montre  des  le  debut  l’inconvenient,  dont  je 
parlais  tout  a  l’heure,  pour  ce  qui  se  rapporte  aux  previsions  a  longue  echeance,  dans  une 
maniere  pour  ainsi  dire  materielle,  e’est-a-dire  par  la  presence  de  termes  dits  seculaires,  qui  ne 
restent  pas  bornes  lorsque  t-+o o,  notamment  des  termes  lineaires  en  t  (en  premiere  approxi¬ 
mation),  quadratiques  (en  seconde  approximation),  ou  bien  de  la  forme  t  sin  a  t,  t  cos  a  t 
(, a  clesignant  une  constante),  etc. 

On  avait  pense  que  la  presence  de  ces  termes  fut  une  accidentalite  due  a  l’espece  de 
developpement  adopte;  et  on  en  a  envisage  d’autres,  purement  trigonometriques,  e’est-a-dire 
tels  que  t  ne  sort  dans  aucun  terme  des  signes  sin  ou  cos.  Ceci  a  apporte  des  avantages  au 
point  de  vue  de  la  construction  des  tables  astronomiques,  mais  au  point  de  vue  theorique  ce 
n’est  qu’un  detour  et  meme  un  detour  dangereux.  En  efifet  les  series  ordinaires,  tout  en 
n’etant  pas  utilisables  pour  t  grandissant  indefiniment,  convergent  neanmoins  jusqua  ce  que  t 
ne  depasse  pas  une  certaine  limite.  Les  series  purement  trigonometriques  sont  au  contraire 
toujours  divergentes  comme  l’a  fait  constater  PoincarS,  qui  d’ailleurs  ne  s’est  pas  borne  a 
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(Tune  et  par  suite  aussi  de  Fautre  distance  du  troisieme  corp  Pf,  il  est  bien  clair  que  tout 
va  se  passer  asymptotiquement : 

pour  P',  comme  si  les  deux  masses  de  0  et  de  P  coincidaient  dans  un  meme  point 
geometrique  (qu’on  peut  identifier  indifferemment  avec  0 ,  ou  bien  avec  P,  ou  bien  avec  leur 
centre  de  gravite  G ) ; 

pour  le  couple  0}  P}  comme  s’il  fut  sensiblement  soustrait  a  Faction  troublante  de  P  . 
Voila  les  deux  problemes  des  deux  corps  auxquels  on  se  trouve  reconduit  a  la  limite. 

Au  point  de  vue  astronomique,  representons-nous  le  point  0  comme  corps  central  (soleil) , 
qui  fournit  au  systeme  la  chaleur  et  par  la  Fenergie  dans  ses  manifestations  multiformes,  et 
soit  P'  l’astre  (planete  ou  satellite)  sur  lequel  on  fixe  Fattention.  Dans  les  cas  E  >  o3  ou 
E  =  o  qu’on  vient  d’envisager,  les  habitants  (eventuels)  de  P'  doivent  toujours  s’attendre  la 
fin  de  leur  monde:  tout  a  coup,  si  un  choc  intervient;  par  cessation  progressive  de  toute  forme 
de  vie,  a  cause  de  Feloignement  de  la  source  de  chaleur  et  transissement  general,  lorsque  c’est 
le  regime  asymptotique  qui  va  s’etablir. 

Le  cas  ou  Fenergie  totale  E  est  negative  a  ete  egalement  aborde  par  M.  Chazy  qui  a 
obtenu  quelques  resultats  particuliers ;  maisi  ce  cas  est  beaucoup  plus  difficil,  et,  meme  en  excluant 
les  chocs  comme  auparavant,  il  y  a  lieu  de  retenir  d’une  maniere  generate  presque  seulement 
que  les  trajectoires  se  developpent  toutes  dans  une  region  finie,  sans  pouvoir  d’ailleurs  predire 
quel  est  le  domaine  (de  Fespace  des  phases)  pratiquement  rempli  par  un  mouvement  generique 
de  cette  categorie.  Bien  entendu  elle  comprend  aussi  des  solutions  exceptionnelles  (periodiques, 
asymptotiques,  doublement  asymptotiques,  etc.)  dont  Fetude  est  bien  avancee,  grace  aux  theories 
classiques  de  Poincare  et  aux  contributions  penetrantes  qu’on  doit  a  M.  Birkiioff0). 

*  * 

* 

Ces  deductions,  soit  qu’il  s’agisse  de  resultats  bien  nets  comme  dans  l’hypothese  E>o, 
ou  de  quelques  lemmes  preparatoires,  comme  il  arrive  pour  E  negatif,  sont  toujours  essentielle- 
ment  subordonnees  a  l’hypothese  que  n’interviennent  pas  de  chocs.  L’etude  prealable  de  ce 
phenomene  s ’impose  done  a  tout  egard. 

Etant  donne  l’ordre  de  grandeur  des  vitesses  des  corps  celestes  (comprises  vraisem- 
blablement  entre  io  et  300  km/sec.)  et  la  matiere  dont  ils  sont  formes,  tout  a  fait  comparable 
a  celle  de  notre  terre,  il  parait  bien  fonde  d’attribuer  aux  chocs  un  caractere  catastrophique, 
entrainant,  si  non  la  destruction  de  la  matiere,  des  morcellements  et  des  fusions  qui  annulent 
toute  continuite  non  seulement  dans  la  vie  interieure,  s’il  y  en  a,  mais  meme  a  l’individualite 
mecanique  des  astres  qui  se  choquent,  apres  une  collision. 

Ce  point  de  vue  presque  unanime  des  astronomes  trouve  un  excellent  appui  dans  l’ap- 
parition  et  l’extinction  des  Nova,  envisagees  comme  effets  de  choc. 

Quoi  qu’il  en  soit  quant  aux  effets,  dans  le  probleme  des  trois  corps  il  peut  se  pre¬ 
senter  des  chocs  binaires,  ou  meme  une  collision  generale.  Il  est  evident  que  ce  dernier  cas 
est  infiniment  moins  probable  qu’un  choc  binaire,  mais  il  y  a  plus.  Comme  l’a  remarque 
Weierstrass  (sans  toutefois  le  publier)  des  18886  7)  et  comme  il  a  ete  retrouve  par  M. 
Sundman  8)  pour  que  l’eventualite  d’une  collision  generale  puisse  se  presenter,  il  faut  que 
le  moment  (vectoriel)  K  des  quantites  de  mouvement  du  systeme,  ou,  si  l’on  veut,  ses  trois 
composantes  (constantes  des  aires)  soient  nuls;  il  va  sans  dire  qu’un  tel  caractere  ressort 

6)  Rend,  del  Circolo  Mat.  di  Palermo,  T.  XXXIV,  1915,  pp.  265 — 334;  Transactions  of  the 
American  Math.  Society,  Vol.  XVIII,  1917,  pp.  199— 300;  Acta  Math.  T.  43,  1920,  pp.  1  — 119. 

7)  Voir  Mittag-Leffeer,  Zur  Biographie  von  Weierstrass,  Acta  Math.,  T.  35,  1911,  p.  3°- 

8)  Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicae,  T.  34,  n°  6  (Helsingfors,  1907). 
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de  yaleurs  ou  le  systeme  differentiel  se  comporte  regulierement  au  point  de  vue  analytique.  Mais 
c’est  le  contraire  qui  arrive.  Les  equations  du  mouvement,  dans  une  quelconque  de  leurs  formes 
classiques,  presentent  des  singularity  evidentes  lorsque  deux  des  trois  corps  tendent  a  coincider, 
a  cause  de  la  force  detraction  qui  devient  alors  infinie.  La  presomption  de  M.  Painlev£,  que 
les  choses  finissent  pour  se  passer  comme  si  tout  restait  regulier,  a  pu  paraitre  hardie,  puis- 
qu’il  y  avait  lieu  de  redouter  dans  l’analyse  des  chocs  des  difficultes  tres  serieuses,  comparables 
par  exemple  a  celles1  qu’on  rencontre  dans  l’etude  des  equations  differentielles,  meme  Hneaires,  des 
qu’on  depasse  le  type  ordinaire  de  Fuchs. 

Toutefois  une  telle  mefiance  s’est  effacee  peu  a  peu,  et  on  est  enfin  parvenu  a  justifier 

d’une  maniere  complete  les  idees  de  M.  Painlev£. 

*  * 

* 

D’abord  N.  Thiele,  astronome  danois,  dans  ses  recherches  ayant  pour  but  la  construc¬ 
tion  d’orbites  particulieres  moyennant  des  quadratures  mecaniques,  effectua  la  premiere  regulari- 
sation  des  chocs  binaires  dans  le  cas  particulier  du  probleme  restreint. 

Vous  m’excuserez  si  je  m’arrete  un  instant  a  rappeler  ce  qu’on  entend  par  probleme 

restreint,  d’apres  Jacobi. 

Supposons  que  la  masse  de  P  soit  tout  a  fait  negligeable  vis-a-vis  de  celles  de  0  et  de 
P' .  Alors  le  mouvement  de  ce  couple  n’est  pas  trouble  par  P  et  on  est  par  consequent  reduit, 
pour  0,  P',  au  probleme  elementaire  des  deux  corps  resolu  par  Newton.  Faisons  l’hypothese 
particuliere  que  ce  mouvement  soit  le  plus  simple  compatible  avec  l’attraction  mutuelle,  c  est-a-dire 
que  0  et  P'  tournent  uniformement  autour  de  leur  centre  de  gravite,  G,  avec  une  telle  vitesse 
angulaire  que  pour  chacun  d’eux  la  force  centrifuge  fasse  equilibre  a  1  attraction. 

Dans  ces  conditions  notre  probleme  se  reduit  a  celui  du  mouvement  du  point  materiel 
P  sous  l’attraction  newtonienne  des  deux  centres  (mobiles)  0  et  P'  qui  tournent  uniformement 
autour  du  point  fixe  G. 

Bornons-nous  pour  simplifier  au  mouvement  plan  et  rapportons  P  a  des  axes  rectangulaires 
Gxy  invariablement  lies  au  couple  0,  P'  et  par  suite  uniformement  tournants.  Avec  un  tel 
repere,  les  equations  du  mouvement  de  P  admettent  l’integrale,  dite  de  Jacobi, 

—  V*  —u—c,  .  C1) 

2 

oh  v  est  la  vitesse  de  P  (relative  aux  axes  susdits)  et  U  designe  la  fonction  des  forces  (y  com¬ 
prise  la  centrifuge). 

Par  un  choix  convenable  d ’unites  on  pent  retenir 

F=^  +  4--ff  .  W 

r  A  2 

ou  (x  et  v  =  I  —  [x  designent  respectivement  les  masses  de  P'  et  de  0;  r  =  OP,  A  =  P  P> 

t  =GP.  m 

Les  chocs  possibles  regardent  ici  le  mouvement  de  P  qui  peut  tomber  sur  0  ou  sur  P  . 
Dans  les  equations  differentielles  du  mouvement  en  coordonnees  cartesiennes  figurent  des 

termes  qui  deviennent  infinis  .comme  ~  et  au  voisinage  des  centres  0  et  P\  N.  Thiele, 

pour  ne  pas  etre  gene  par  ces  infinis  dans  ses  calculs  numeriques  eut  recours  a  une  transformation 
en  coordonnees  elliptiques,  associee  a  un  changement  de  variable  independante,  moyennant  les- 
quels  toute  singularite  disparut 10). 

10)  Astr.  Nachrichten,  B.  CXXXVIII,  1895,  pp.  1  — 10, 
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4  ,  (VW,_11  toute  l’iraportance  d’une  telle  regularisation  prealable 

Thiele  avait  sans  de  proche  en  proche  d’arcs  de  trajectoires  et 

au  point  de  vue  pratique,  pour  neriodiqucs.  Mais  il  n’a  jamais  considere  sa  trans- 

pour  la  deduction  par  tatonnemen  or  ^  theoriques.  Cel  aspect  de  la  question 

formation  en  mathematics  pour  en  “  “  des  Painlivi, 

a  ete  examine  m  pe«  Plus  tard  sous  ...  ltr  k.  proMemc  restreint,  on  pent  faire  dis- 

J’ai  metre  en  I9«4'‘)  V*  “  fi  aftneniaire  .lea  variables  (de  ia  forme 

»  ret  Iftiie  M  r„ditio„  explicite  de  choc,  precisdmen,  roue  la  forme  —  corn,™ 

tres  probable  par  M.  r&erve  qu’une  certainc  vitesse  angulaire  reste  finie 

Peu  apres  M.  Biscon  )  ^  ^  yue  m6caniqUe,  mais  qu’il  restait  a  faire  res- 

(hypothese  qui  na  nen  de  r  a  ■  P  '  esralement  exploiter  deux  relations  four- 

sortir  logiquement  des  equations  u  mouvem  <reneral  ce  qui  acheva  de  confirmer  les 

nissant  la  condition  d’un  choc  bmaire  dans  le  problunc  general,  q 

previsions  de  M.  PainlevjL  nr,cke  et  ]cs  hornes  de  ces  resultats. 

Te  reviendrai  un  peu  plus  avant  sur  la  signification  picuse  ct  ks  .....  ... 

J  j  rin  rPfrllliirisSLtion  ct  de  SCS  C(mSC(|UetK  CS,  C  OSl 

Permettez-moi  en  attendant  d’amver  au  clou  de  la  regularisation  ct  >  1 

a-dire  au  memoire  fondamental  de  M.  Sundman  couronne  pat  1  Acadu.m  di. 

paris  ,  4  * 

M.  Sundman  a  effectue  d’une  manicre  tout  a  fait  elementaire  (bum  J''  '"1  J’1” 
et  sans  conservation  des  propriety  formelles  appartenani  aux  M  ^ s  “ 

dynamique)  la  regularisation  complete  (pour  K  #  o)  du  pn.bleme  gene.al  des  tuns  cch,,s  «1«« 
en  partkulier  la  justification  rigoureuse  de  la  circonstauce  qualitative  adm.se  prm  .son  e.m  |>< 

M.  Bisconcini  comme  hypothec  de  travail.  ,  ,  ,  ..  y  ,.v.t 

Mais  ce  qui  donna  a  juste  titre  le  plus  grand  eclat  aux  rechercl.es  de  M.  Sundman  c.c. 
la  conclusion  memorable  qu’il  sut  en  tirer  que,  dans  une  solution  quelconque, 
des  trois  corps  et  le  temps  t  sont  des  fonctions  holomorphes  dun  parametre  x  pom  te.  .. 
valeurs  reelles  de  ce  parametre  qui  correspondent  biunivoquement  a  toutes  les  valeuis  ueUs 
de  t.  Positions  et/ temps  peuvent  done  etre  represents  par  des  developpement  s  en  suns  toujoms 
conver  gents. 

Pour  bien  comprendre  la  nature  et  la  portec  d’une  telle  proposition  il  eonvicnt  <  e  a  ia 
tacher  au  developpement  analogue  qui  avait  ete  precedemmcnt  signal*  par  M.  Paini.kvk.  La 
validite  de  ce  dernier  est  essentiellement  subordonnee  a  l’absence  de  chocs.  M.  Sundman  au 
contraire  a  ote  toute  restriction  et  fourni  par  son  developpement  un  algoritlnne  permettant.de 
calculer  a  tout  instant  la  position  des  mobiles,  non  seulement  jusqu’a  un  choc  event uel,  mais 
mane  au  dela.  Qu’est-ce  que  signifie  l’au  dela  d’un  choc?  Etant  donne  l’aspect  de  destruction 
d’un,  ou  meme  de  deux  mondes,  sous  lequel  un  choc  est  congu  par  les  astrnnomes,  1’au  dela  pourrait 
nous  paraitre  un  reve  mystique,  ou  plutot  une  simple  fiction  mathematique  provenant  d’une 
continuation  analytique  se  presentant  comme  possible  pour  (si  tl  designe  1  instant  du  choc). 

En  realite,  comme  l’a  reconnu  mon  Collegue,  M.  Armellini  14)  une  telle  continuation  ana¬ 
lytique  n’est  pas  depourvue  d’interpr£tation  physique.  Elle  traduit  ce  qui  se  passerait  si  les 
corps  qui  se  choquent  etaient  des  spheres  parfaitement  elastiques  rebondissant  apres  Ia  rencontre. 

n)  Acta  Math.,  T.  30,  1906,  pp.  305-327. 

I2)  Acta  Math.,  T.  30,  1906,  pp.  49 — 92. 

18)  Ibidem,  T.  36,  1912,  pp.  105— 179. 

14)  Rend.  Acc.  Lincei,  Vol.  24t  (1915),  pp.  184—190. 


II  en  est  bien  ainsi  pour  les  molecules  d’un  gaz  d  apres  la  theorie  cinetique,  mais  pour  les 
problemes  astronomiques  il  faut  pouvoir  isoler  la  phase  anterieure  au  choc  et  l’instant  d  un  tel 
evenement. 

Quoi  qu’il  en  soit,  a  M.  Sundman  revient  le  merite  d’avoir  dans  un  certain  sens  resolu 
le  fameux  probleme  qui  avait  resiste  pour  deux  siecles  aux  efforts  des  plus  illustres  geometres. 
Je  viens  de  dire  resolu  dans  un  certain  sens.  Voici  pourquoi. 

Nul  doute  que  la  resolution  des  problemes  s’entend  maintenant  en  analyse  dans  un  sens 
tres  large:  tout  algorithme  est  bon  pourvu  qu’il  conduise  au  but.  Mais,  lorsqu  il  s  agit  d  une 
question  mecanique,  on  doit  pretendre  aussi  d’etre  a  rneme  d  en  prevoir,  ne  fut-ce  qu  en  concept, 
par  des  operations  mathematiques  determinees  (et  en  nombre  fini)  les  traits  essentiels.  forme 
des  trajectoires,  allure  generate  du  mouvement,  et,  dans  notre  cas,  d  une  maniere  essentielle, 
chocs  eventuels.  La  solution  de  M.  Sundman  supprime  tout  caractere  singulier  des  chocs  et 
par  la  meme  toute  distinction  entre  mouvements  se  poursuivant  regulierement  et  mouvements 
catastrophiques  au  bout  d’un  temps  fini. 

La  contribution  de  M.  Sundman,  si  remarquable  qu’elle  soit,  est  done  loin  d’epuiser  la 
question.  Mais,  comme  il  arrive  souvant  apres  un  progres  substantiel,  elle  a  produit  et  va  sans 
doute  stimuler  de  nouveaux  efforts. 


Ont  suivi  d’un  cote  des  perfectionnements  formels,  se  rapportant  a  la  maniere  d  effectuei 
la  regularisation  autour  des  chocs  binaires.  M.  Sundman  y  etait  parvenu  d  une  maniere  indirecte, 
par  l’introduction  d’un  nombre  non  indifferent  d’auxiliaires  parasites  et  en  sortant  du  cadre 
des  equations  de  la  Dynamique  rcirconstance  assez  genante,  puisqu’on  n’a  plus  le  droit  d  ap- 
pliquer  (du  moins  sans  discussions  laborieuses)  au  systeme  regularise,  ni  les  res ul tats  theo- 
riques,  ni  les  methodes  de  calcul  de  la  mecanique  analytique. 

Pour  le  probleme  plan  on  a  pu  aisement  parvenir  a  une  veritable  regularisation  dynamique 
en  generalisant  (avec  traitement  symetrique  des  trois  corps)  la  transformation  ponctuelle 

x  +  iy  =  (5  +  2>))2 

employee  pour  le  probleme  restreint15). 

Le  probleme  dans  1’espace  a  longtemps  resiste  a  mes  efforts,  tant  que  j’essayais  de  regu- 
lariser  par  de  simples  changements  de  coordonnees.  Les  transformations  canoniques  usuelles  se 
rattachant  au  mouvement  elliptique  ne  regularisent  non  plus.  Mais  on  peut  en  trouvei  d  ana¬ 
logues:  une  notamment  bien  simple,  suggeree  par  le  mouvement  parabolique,  rendant  tout  holo- 
morphe  au  voisinage  d’un  choc  binaire. 

Ce  n’est  —  faut-il  le  repeter  —  qu’un  perfectionnement  formel  permettant  de  suivre  sans 
effort  les  quelques  passages  qui  amenent  l’introduction  des  nouvelles  variables  canoniques  et 
regularisantes  16). 

*  * 

* 

D’autre  cote  —  et  e’est  de  beaucoup  le  plus  important  —  reste  ouverte  la  question 
des  chocs. 

Pour  qu’on  puisse  mieux  saisir  le  peu  qui  est  deja  acquis  et  la  difficulte  essentielle  & 
surmonter,  je  me  rapporterai  exclusivement  au  probleme  restreint, 


‘  15)  Rend.  Acc.  Lincei,  VoL  2 4,,  1915,  pp.  61-75,  235— 248,  421— 433>  485—501;  553—569. 

16)' Voir  le  niemoire  cite  k  la  note  7)',  ou  bien  ''  mesi  conferences  tenues  en  Espagne.  Uedition 
catalane  (Barcelona,  Istitut  d’Estudis  Catalans,  1922)  a  ete  soignee  par  M.  Terradas.  Ont  pam  ensuite 
une  edition  italienne  (Bologna,  Zanichelli,  1924)  et  une  traduction  allemande  (Berlin,  Springer,  1924). 
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1  des  circonstances  initiates  relatives  au 
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Z  relatives  au  point  P  Idles  quo  la  eonstan.e  C  de  1'integrale 


(i)  soit  negative  et  assez 


grande. 


regions  bornees  par  les  courbcs  (de 
Sous  une  telle  hypothese  la  cons.detatron  des  refon. 

vitesse  nulle)  _ ^  .  (3) 

•  5  1’interieur  d’un  certain  oval  Q  (peu  different  dune  cir- 

point  0  et  cxclnan,  -  ne  iiuna, 

sortir  de  Q  ^  k  ^  tenement  a  redouter  c’est  Un  s^igit  de  mouvemenl  plan) 

former  la  condition  (unique,  eomme  on  U  c'  ,u.  omlilinn  a  (id  olUcnue  sous 

pour  que  P  aill.  justement  a  passer  pa.  0  Je  v« ^  a,  drt  q  Voici  A  fm  (|c 

lorme  explicite  mais  pas  encore  su  san  e  a  p  cousiruire  dtccuvcnieul  la  condition 

inilial-s  de  il  a 

de  choc  sous  forme  d'une  relation  umform.  entre  ‘,0  ‘  „  ,  /'  interims 

fallu  borner  ulterieurement  la  regiortdu  Pja^a  ^^)rres^iu)anl)(  la  valent  cZic  „o.,r  n,ais 
non  seulement  —  ce  qux  va  de  soi  a  .  •  dumnine  I)  autour  de  0. 

encore  -  ce  qui  est  facheux,  comme  je  vais  l’exphquer  -  a  un  u  Ham 

Dans  D  la  dite  condition  peut  etre  presentee  sous  la  forme 

4  =  f(p,  ft,  C)  .  (4) 

o2  =  fj  et  &  etant  les  coordonnees  polaires  de  P  par  rapport  a  O  comme  pole  et  or  conm.e  axe 
polaire",  §  la  vitesse  angulaire  de  P,  et  f  une  fonction  holomorphe  des  arguments  mdiques, 

p-  - «  *-*.«**  *  r A*; ; 

ni  avant,  ni  apres  l’instant  initial,  tant  que  le  mobile  ue  sort  pas  du  domain.  I  , 
en  sort  pour  y  rentrer,  ces  rapprochements  nouveaux  pourra.ent  demur  dangen-ux. 

La  simple  constatation  que  (4)  n’est  pas  verifice  permettnuf,  notaumieii  .  •  <  *‘  s' 
l’humanite  lorsque  une  issue  catastrophique  aurait  lappaiancc  dftu  imtimunU. 
quelque  chose,  mais  ce  n’est  pas  tout,  ni  meme  le  plus  interessant.  _ 

Que  va-t-il  arriver  lorsque  P,  qui  reste  necessairement  a  l’interieur  de  sui  te  <  e 
On  n’en  sait  rien;  ou  plutot  on  en  sait  deja  assez  1T)  pour  devoir  en  condure  qu’on  «-M  encore 
a  mi-chemin.  En  effet  on  a  constate  sur  un  exemple  elementaire  que  la  chance  de  sorties  .le  J, 
suivies.de  rentrees  et  de  rapprochements  au  centre  0  de  plus  en  plus  serres,  n’est  pas  seule¬ 
ment  une  eventualite  abstraite,  mais  peut  reellement  se  presenter.  D  apres  cel.i  la  eiiumstunce 

l7)  Loco  citato  U),  §  6. 
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que  l’equation  (4)  ne  soit  pas  verifiee  a  seulement  une  valeur  temporaire.  Elle  ne  suffit  pas 
a  exclure  a  longue  echeance  ni  un  choc  mathematique  (coincidence  exacte  de  P  avec  0),  ni  encore 
moins  un  choc  physique,  en  entendant  par  choc  physique  un  simple  rapprochement  de  deux  corps 
au-dessous  d’une  certaine  limite  <50. 

Evidemment,  eu  egard  a  la  circonstance  que  les  corps  celestes  ne  sont  pas  des  points 
materiels,  mais  possedent  des  dimensions  finies,  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que 
le  mouvement  se  poursuive  regulierement  c’est  que  la  distance  de  leurs  centres  de  gravite  (qui 
se  meuvent  exactement  d’apres  la  loi  de  Newton)  reste  superieure  a  un  certain  <50  (a  fixer 
d’avance  d’apres  la  forme  et  les  dimensions  des  corps). 

Dans  cette  direction  on  ne  possede,  que  je  sache,  aucun  resultat  concret. 

Pour  notre  cas  particulier  il  s’agirait  de  remplacer  0  par  un  petit  cercle  o0  (de  rayon  <50) 
autour  de  0 ,  et  de  fixer,  si  non  les  conditions  necessaires  et  suffisantes,  tout  au  moms  quelque 
classe  de  conditions  initiales  pour  lesquelles  il  soit  certain  que  la  trajectoire  d.e  P  ne  sillonne. 
jamais  le  petit  cercle  a0. 

Lorsque,  C  etant  donne,  P  reste  interieur  a  l’ovale  Q  correspondant,  il  est  bien  clair 
que,  si  le  troisieme  corps  Pf  n’existait  pas,  les  trajectoires  de  P  se  reduiraient  aux  ellipses 
kepleriennes.  D’autre  part  l’effet  general  de  l’attraction  du  corps  exterieur  P'  est  d’augmenter 
la  distance  moyenne  de  P  a  0,  ainsi  qu’il  resulte  d’une  regie  classique  de  Gauss  18).  La  presence 
du  troisieme  corps  Pf  parait  d’apres  cela  antagoniste  a  une  chute  de  P  sur  0}  et  partant 
favorable  a  la  surete  du  mouvement  trouble  dans  les  cas  ou  pour  le  mouvement  non  trouble, 
les  circonstances  initiales  donneraient  lieu  a  des  orbites  elliptiques  assez  proches  a  la  forme 
circulaire. 

Ce  n’est  evidemment  qu’une  intuition  mecanique,  qui  pourrait  meme  etre  trompeuse 
puisqu’elle  se  rapporte  a  un  effet  moyen.  Toutefois  c’est  une  indication  assez  signifiante  poui 
qu’on  soit  tente  de  la  soumettre  au  crible  d’une  analyse  rigoureuse,  en  entreprenant  1  etude 
asymptotique  de  la  classe  de  solutions  susdites. 

*  * 

* 

La  redaction  du  present  memoire  m’en  a  inspire  le  desir  et  j’y  ai  reflechi  pendant  ces 
dernier es  semaines. 

On  part  naturellement  d’un  systeme  differentiel  prealablement  regularise.  Toute  re¬ 
duction  faite,  on  est  conduit  a  deux  equations  canoniques 

dx  _  9  H  dy  _  dH  ^ 

dip  9 y  y  dcp  dx 

ou  soit  la  variable  independante  cpf  soit  les  inconnues  x,  y  sont  des  elements  osculateurs  des 
trajectoires  du  point  P:  tant  que  celles-ci  ne  different  pas  beaucoup  de  cercles,  <p  est  un  angle 
qui  oscille  (faiblement)  autour  de  POP'  et  croit  tou jours  pendant  le  mouvement19),  servant 
a  fixer  la  position  de  P  dans  sa  rotation  autour  de  P;  x  et  y  sont  des  petits  parametres  s’an- 
nulant  avec  l’excentricite  e  de  l’ellipse  osculatrice  et  caracterisant  a  la  fois  cette  excentricite 
et  l’orientation  du  grand  axe.  H  est  une)  fonction  de  xf  y,  cp  holomorphe  par  rapport  a  x,  y  pour 
\x\,  |y|  assez  petits,  et  periodique  par  rapport  a  cp.  Elle  depend  en  outre  d’une  petite  constante  e 
provenant  de  C,  et  en  est  egalement  fonction  holomorphe  pour  |e|  assez  petit.  En  posant  a  =  o, 
on  a  H  =z  o,  c’est-a-dire  x3  y  constants.  Lorsque  a  n’est  pas  zero,  il  s’agit  de  prouver  que,  sous 
une  convenable  limitation  initiate,  x3  y  restent  meme  pour  cp  — >°°  au-dessous  (en  valeur  absolue) 

18)  Voir  n°  12  de  la  premiere  des  conferences  citees  sous  16). 

19)  Il  s’agit  par  consequent  d’orbites  (absolues)  directes,  puisque  P  toume  dans  le  meme  sens  que  P  . 
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^  •  *.  suffisante  a  garantir  que  la  trajectoire  de  P  rcstc  tou jours  assez 

d’une  limite  bien  determine  suffisante  g 

eloignee  de  0.  attention  bienveillante  pour  que  je  puisse  songer  a  vous 

J’ai  deja  trop  abuse  de  votie  0ropriete.  ]e  voudrais  seulement  la  rattacher 

entretenir  nontenant  sur  la  demonstra  job 1  ^  ^  suitc  de‘ses  recherches  penetrantes  sur  les 

a  un  critere  formule  recerament  pax  •  d  qu’il  y  a  lieu  de  distinguer  entre  les 

-  - — 

tions  passent  et  repassent  si  pres  que  1  on  veut  de  tou  e 

*•  **  •*-*- dy,,a- 

miques  non  collectiv.tes,  nl  “*  '( i  esl  die  mi-rac  pcriodique  on.  lour  i  lour, 

Toute  trajectoire  qui  tie  seloigne  Pab  a  ^ 

va  s’approcher  autant  que  Ion  veut  d  whites  penoc  iq  orbitos  initialemcnt  assez 

Dans  le  cas  du  systeme  (5)  d  en  minimuiu  pouvant 

proches-a  des  circonfdrences  restent  toujours  '  ,  m*,m.  iW  amsta,er  par 

etre  limitee  d’avance  en  fonction  des  dQnnaes  mitia  ^  ^  ^  ^  .  r-(1()u1en 

la  simple  inspection  de  ces  donnees  que,  ,f  anb  k  “  conclusion  tranquillisante;  jVn  ai  memo  la 
T’ose  esperer  que  vous  vous  rejouirez  de  cettc  conuusu  i  l 

certitude,  puisque  vous  y  voyez  la  fin  de  moil  trop  long  expose. 

^taMM  e  period  nella  *^J***™?  J-J  “  t^?**”**  * 
versite  de  Rome)  Periodico  di  MatemaUca,  (VI)  Vo .  VI,  ‘  i>u  d'V(.lnpl)aut  soit  la 

deduIV^  *■  W*  01  Uni’S  ■ 


n. 

S  E  KTI O  N  S  VO  RTRAG  E 

A.  SECTION  I.  ALLGEMEINE  MECHANIK 


Vorsi tzende  in  den  Sitzungen  die  Herren 
Plancherel-Zurich,  Timoshenko  W i lkinsbur g, 
Le vi ^Civita-Rom,  Hahn-Nancy 


Sur  le  potentiel  thermodynamique  interne 
des  lignes  elastiques 

Par  L.  Roy,  Toulouse 

I.  La  plupart  des  auteurs  definissent  geometriquement  une  ligne  elastique  par  son  axe 
longitudinal  M1  M2,  en  chaque  point  M  duquel  ils  considerent,  en  outre,  un  triedre  trirectangle 
Muvw  lie  a  la  matiere,  dont  l’un  des  axes,  M  u  par  exemple,  est  tangent  a  l’axe  longitudinal. 
La  deformation  de  chaque  tronqon  de  ligne  etant  supposee  infiniment  petite,^  on  neglige  les 
petites  variations  des  angles  de  chaque  triedre.  La  configuration  de  la  ligne,  a  l’instant  t,  est 
alors  completement  definie  par  quatre  parametres:  les  coordonnees  x,  y,  z  de  M  et  un  para- 
metre  angulaire  fixant  l’orientation  du  triedre  (M)  autour  de  la  tangente  M  m  a  1  axe  longi¬ 
tudinal.  Ceux-ci  peuvent  etre  regardes  comme  des  fonctions  continues  de  t  et  d’une  variable 

geometrique:  l’abscisse  curviligne  MXM  =J  de  M  (variables  d’Euler  s,  t ),  ou  bien  labscisse 

curviligne  m~m  =  co  de  la  position  m  qu’occupait  le  point  materiel  M  sur  1  etat  primitif  (variables 
de  Lagrange  co,  t ).  Pour  abreger,  nous  dirons  qu’une  telle  ligne  est  a  quatre  parametres. 

Dans  leur  Theorie  des  corps  deformables  ’),  MM.  Cosserat  ont  developpe  une  theorie 
plus  generate,  ou  l’orientation  de  chaque  triedre  (M)  par  rapport  a  l’axe  longitudinal  est  laissee 
arbitraire;  nous  dirons  qu’une  telle  ligne  est  a  six  parametres,  puisqu’il  faut  alors  trois  para¬ 
metres  angulaires  pour  fixer  l’orientation  de  chaque  triedre  ( M )  autour  de  son  sommet  M. 

II.  En  attendant  la  publication  d’un  travail  etendu  Sur  les  equations  generates  des  lignes 
elastiques  et  la  propagation  des  ondes,  actuellement  a  l’impression  dans  les  Annales  de  la  Faculte 
des  Sciences  de  VUniversite  de  Toulouse,  nous  avons  deja  resume  ailleurs  quelques-uns  de  nos 
resultats2).  Nous  nous  proposons  ici  de  developper  quelques  considerations  sur  le  calcul  du 
potentiel  thermodynamique  interne  lineaire,  qui  apparait  comme  une  fonction  des  deformations 
de  la  ligne  au  point  considere.  Definissons  tout  d’abord  ce  que  nous  entendons  par  la,  en  con- 
siderant  deja  le  cas  d’une  ligne  a  six  parametres  et  soient  alors  (£,  r)>  0  dco  et  ( p ,  q,  r)  du>  les 
composantes  suivant  les  axes  mobiles  Muvw  de  la  translation  et  de  la  rotation,  infiniment 
petites  qu’il  faudrait  imprimer,  a  l’instant,  au  triedre  (M)  pour  1  amener  a  coincidei  avec  le 
triedre  infiniment  voisin  (M') ;  (  £0,  rj0,  ?0)  et  ( p0 ,  q0,  r0)  do)  les  elements  analogues  relatifs 
a  Tetat  primitif.  Les  quantites 

g  —  rj  —  730?  C  —  ^0;  ^  ^  ^  ^  .  W 

fonctions  de  co,  t  sont  les  six  deformations  de  la  ligne  a  l’instant  tf  en  ce  sens  qu  elles  definissent 
completement  la  deformation  de  la  ligne  dans  son  etat  actuel  par  rapport  a  son  etat  primitif. 

Dans  le  cas  d’une  ligne  a  quatre  parametres  dont  l’axe  M  u  est  tangent  a  Taxe  longi¬ 
tudinal,  on  a 

50=  l  5  =  ^*  (yb  v,  C)  =  o. 

de  sorte  que  les  six  deformations  ci-dessus  se  reduisent  a  quatre 

P—  Po>  1  —  4o>  r~  ro>  . 

])  Hermann  editeur,  Paris  1909. 

2)  L.  Roy,  C.  R.  des  seances  de  1’Acad.  des  Sc.  Paris  t.  182,  1926:  La  propagation  des  ondes 
sur  la  ligne  elastique  a.  six  parametres,  p.  5^9  >  La  propagation  des  ondes  sur  la  ligne  elastique  a  quatre 
parametres ,  p.  684;  La  loi  adiabatique  dynamique  relative  aux  lignes  elastiques ,  p.  83 9. 
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,  t-  dJZZ^L  de  l’axe  longitudinal  comptee  a  partir  de  l’etat  primitif. 
d  designant  la  dilatation  M  Qn  de  ligne  etant  supposee  ires  petite, 

•  Cela  pose,  la  deformation  ^astique  de du  second  degre  des  deformations 
0I1  peut  prendre  comme  expression  dll  P°““  1  ^  dc  la  substance  ct  de  la  forme  de  la 

(I)  ou  (a),  dont  les  coefficients  *Pen*“*  d-lla,ticite  de  la  tig*.  Si  l'on  e'en  tient  la, 

section  droite  de  la  ligne.  Ce  son  en  cc  sens  quelle  n'empruna;  net, 

la  thgorie  de  la  ligne  «•*««  «*  dimensions.  Mais  dc  serieuscs  difhcultcs  surg.ssent 

Uatheoried«Paasticit,deSmd.eu*at.o.  d  ^  ^  ^  fonnc  lk„  la  sect,™  ct  des 

si  l’on  vent  rechercher  comment o«  corftol ’  .  fc  c011slsle  »  former 

coefficients  MMktt  de  la  jJ,  du  potentiel  d'un  milieu  a  trms  dnnen- 

le  potentielthermodynam, quern  erne  imea  p  ,r„is  dilatalious  et  des  tro.s 

.ions;  mais  il  faut  des  deformations  de  la  ligne  en  ee 

glissements  en  un  point  dun  ^  recherche  est  facilitee  par  certames 

pmint.  Dans  J,  «s  formica  puremen.  cinenudiques  n«  sufnsen.  pas, 

formules  dues  a  Kirchhou*  j. 

car  dies  renferment  trois  fonctions  ar  i  r  arbitr;iircs  ou,  du  nmins,  pour  arriver 

Pour  determiner  correctement  c  frliasements  il  faudrait  appliquor  au  troncon  de 

aux  expressions  cherchees  des  dilatations  e  t  g  -  diftkulU-s  commeneent.  Dans 

ligne  i  Equations  exac.es  de  ***  «.  „n  plan  de  sen, e, tie  de 

lo  res  de  la  ligne  i  parametres,  d»"  Ironcon  de  ligne.  cVs.  a  dire  an  feuille, 

contexture,  on  se  tire  d  embanas  en .  app 1 1  •  ^  lequilibre  elaslique  denies 

limite  par  deux  sections  droites  in  nn  _  ’  mn;ip  nk,rs  qUe  ees  equations,  jointes 

en  faisant  abstraction  de  toute  force  e*tene“r^ .  a  Sa1NT  Vknant,  e'est  a-dire  relies  qui 

aux  formules  de  Kirchhoef,  entrament  lee ‘  J_  '  Umgitmlinal  est  elle  nuuue 

K.tl-,1.  que  l,t  f,  irees  extdrienres  et 
parallele  a  cet  axe.  Mais  si  P  d.une  iiguc  dastique  soiit  ueghgrabU-s  par  rapport 

d’inertie  agissant  sur  les  elements  ne  voit  plus  du  tout  comment  11  est  penms 

a  celles  qui  s’exercent  sur  sa  surface  latenile,  on ,nt ^  M„lt  imlk.,  (V,tc 

de  faire  encore  abstraction  des  premiers,  des  qu  •  1 1  ^  t)  ai  ruU  fai.sait  le  calcul  des 

faqon  de  proceder  est  done  loin  d  etre  irreproc  i  u  ‘  f  ti  arbitraires,  on  .-iboutirait  a 
dilatations  et  glissements  en  faisant  abstraction  des  u,  Ku  ..esenre  d'aussi 

une  expression  du  potentiel  thermodynamique  ne“s^“  tl  potentiel  thermudynainique 

graves  difficult,  nous  nous  bornerons  a  preparer  ^  ,k.vk.nu,m,  pom- 

interne  lineaire  d’une  ligne  dastique  a  six  parametres,  en  led.uchant  <P 
imp  telle  ligne  les  formules  des  Kirchhoff,  .  , 

III.  A  cet  effet,  considdrons  dans  1'etat  primitif  un  pond  /%,  ne.  m)  ■*'  a  ,gn*  mP 
norte  au  triedre  (wt) ;  dans  l'etat  actuel  ddforme,  cc  point  est  vein,  cn  /  nr  j  ■  1  •  “  I  _ 
^  “aTportt  ieire  (M),  ie  ddp.acemen,  e.astiquc  IV,  C.  -D  ftm-  funen.’n  dc  ».  ».  - 

Soi.  tTs  ?•  («,  U,  .)  i«  point  homologuc  de  r,  per  nq.pon  an  tnc.irc  «  m 

i  nar  rnnnort  'A  (i>l)  SC  *lt  t  U  -I  du  >  *  I  *  *  i  ’ 


Soit  alors  P0'  {u,  v}  zv)  ie  pomi  ^  ,  0  i'"' 

ment  voisin  de  ( m );  ses  coordonnees  par  rapport  a  (m)  sent  11  q  du, 

d  ( w ,  v,  w)  =  (l  vi,  n)  do), 

en  posant 

/  —  — j—  (Jq  w  —  r0 v,  m  =  rj0  -|  -  r0  //  At7*’*  n  1  l»i»  > 


:  rj0  -(■-  r{)  u — At7*’*  n 


i  =  —  'ou>  "‘—'to  i  ‘ 11  ' 

Dans  l’etat  deforme,  Pa'  est  venu  en  P'.  On  prut  alors  obt.mir  l«*s  coonlmmfrs  absolucs 

i)  G.  Kirchhoff,  Ueber  das  Gleichgewicht  and  die  Bewegung  eines  unendlich  dunru.n  elastisch 
Stabes,  Gesammelte  Abhandlungen,  p.  298,  formules  (14). 


de  P'  en  augmentant  celles  xv  yv  zx  de  P  soit  de  leurs  differentielles  en  a>,  soit  de  leurs 
differentielles  en  u,  v,  w  calculees  au  moyen  de  (3) ;  d’ou  il  resulte  que 

b(xvyx,  8v)  _  /  4-  m  b  +  n  b  ^  - 

dw  bn  '  d»  drc> 

En  remplagant  dans  ces  trois  egalites  xx,  yx,  zx  par  leurs  valeurs 

xx  —  x  -)—  a  (?/■  -(-  U)  -j-  cCjl  (v  -f-  f7)  '"l-  a2  “H  W)>  ■  ■  ■  ■> 
ou  a,  y ;  <4,  pi?  ;  a2,  §2.  T2  designent  les  cosinus  directeurs  des  axes  mobiles  Mu,  Mv,  Mw 
par  rapport  aux  axes  fixes  Oxyz,  il  vient 


bx  ■  da 
dw  ‘  dw 


+S ^  +  St  (®  +  +  + 


ai-d^+a2-^r 


.  r  /  ,  bU\  ,  bV  ,  d  W  "1 

= 1  KI+^r/  +  ai'd^+a2"^r-l 

,  r  *u  ,  (  ,  d  F\  L  d,  ,/l 

+ m  La  “dir + ai  l 1  +  ”dv;  +  “2  ~w\ 

,  I'  bU  ,  bV  ,  /,  ,  dlK\~| 

+  *  La^r+ai”to  +«2(i+”drirjJ’ 


En  multipliant  ces  trois  egalites  respectivement  par  a,  fl,  y  puis  en  les  ajoutant  membre 
a  membre  et  en  procedant  de  meme  avec  av  fiv  yx;  a2>  /?2>  y2>  nous  obtenons,  en  tenant  compte 
des  expressions  de  g,  tj,  £  et  de  p ,  q,  r , 

5  +  9  K  +  w)  — r  (®  +  r)  +  ^-  =  /  (x  +-^7)  + ’ 


soit  encore,  d’apres  (4), 

=  %r+ ’>-’>»+' <r- '•>— o-*> (5) 

Ces  formules  general i sent  celles  que  Kirchhoff  a  etablies  pour  une  ligne  a  quatre  para- 
metres,  droite  et  non  torse  dans  l’etat  primitif.  Pour  une  telle  ligne,  on  a  en  effet 

So^1-  (v}o>Zo>h>9o>ro)  =  0’  5  =  ^-  =  I  +  d»  (v-0  =  °> 

d’ou  l  =  1,  ( m ,  n)  =  0  d’apres  (4) ;  par  suite,  les  formules  (5)  deviennent 

*£-=W-  +  l  +  {l(v,+  W)-r(v+v),  \ 

^-  =  ^-  +r(u+  U)-p(w+  W),  \ .  (6) 

bw  bw  .  w  /  ,  m  1 

-5—  =  -x—  +  V)  —  g(u+  C7) 


bU  bU  .  ,  , 

xx=“sr+d+! 

bV__  bV_ 

bu  dw 

bW__blV 
bu  dw  ~ 
et  ce  sont  precisement  celles  de  Kirchhoff. 


Ill 


L.  Roy,  Toulouse 


' - -  rrrZT  eonune  les  Equations  (6),  sont  heureusement  sus- 

IV.  Les  equations  (5)>_  t0Ut  bord  on  peut  negliger,  aux  seconds  membres 

ceptibles  de  quelqms  d4riTes  m  #  pom-  la  meme  raise,  que  dans  (6). 

de  (5),  les  termes  en  U,  V,  W  gont  Je  1)ordre  de  grandeur  des  inverses  des 

D’autre  part,  les  composantes  #0,  <?o>  V  ^ P’ en  m  et  M\  leurs  produits  par  u,  v,  w 
rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  lax  *  te  du  premicr  ordre  de  petitesse,  puisque, 
sont  done  des  quantites  tres  Prtltes’  ^  k  ligne  flastique  sont  tres  petiies  par  rapport 

par  definition,  les  dimensions  transv  £n  est  de  m£mc  des  produits  (q  —  (?„)  w,  •  •  •, 

a  ses  rayons  de  courbure  et  de  tolslon-  dc  andeUr  de  cliaque  composante  p  on  /y.  .  ., 

carles  differences  #  — #0’  •  •  •  son  .  6tat  actuel,  l’axe  longitudinal  est  en  general 

puisque,  en  passant  de  son  etat  primitif  a  son  e  ^ 

, ,  t-  gnie  11  en  resulte  que  les  termes  en  q0  m  d//  ■ 

affecte  d’une  deformation  fi  •  .  .  ,  •  ,  (</  -  )  w>  .  .  comme 

membres  de  (5)  et  provenant  de  W  sont  tres  petits  vis-a-vis  de 


bU  ,  „  W. 

"sr  f  7)0  d* 


-  50 + — fit)  *■"  ””  ^ v' 


et  leur  integrate  generate  est 


r  —  r 


'«».  t,a .  0^ 


Ti  — 1]0  1  f  ro  „a P~~’J‘"  tc-  {-  > 

%  +"^-’  ^  ( 

C  —  Co  ,  p—Po  t,a__  |  dtp,  ] 

^=jVj5SL«'  +  -2'TJo  2?,  '  / 

,f,  W  designant  trois  fonctions  arbitrages  de  deux  quelcnnques  «U*  vanables 


rj0  —  £0  v> 


So  «  —  §;» 


L'‘”  —  %  "• 


71  n  — ’  So  . 

1  1  r  a  v  n-i t "  1 1 1 1 1 * t rt*s  dt*>  tommies 

Us  formules  (7)  constituent  Intension  au  C“  '  '  iudiqmvs,  soil: 

suiran,es  de  KncMOW,  *****  *  I'-ntegrano,,  de  ((,)  .me  Us  s,m, 

£/  —  hu  ~|-  q  «£'  //  —  r  u  v  '  I” 
y  —  —  nil  —  p «' 11  I 

I  * 

W=  puv — 

WWrW  designant  maintenant  trois  fonctions  “tbitraires  ^  jv  Nul1*  ^ 
la  methode  discutable  dont  on  s’est  contente  jusqu  ici  pom  I  s  .kU« «•« ■>  *  ;  ^ 

correcte  des  fonctions  °l\  90  dui  fiSurent  dans  l’araU  <1<mc  M 
difficultes. 


Les  equations  integrates  a  plusieurs  parametres 
et  la  technique  des  vibrations 

Par  F.  H.  van  den  Dungen,  Bruxelles 

1.  Equations  a  un  parametre.  La  solution  des  problemes  qui  se  presentent  en  technique 
des  vibrations,  ou  dans  les  theories  similaires,  depend  de  l’etude  d’une  equation  differentielle 
lineaire  et  homogene  dont  l’integrale  doit  satisfaire  a  des  conditions  aux  limites  egalement 
lineaires  et  homogenes.  Depuis  une  vingtaine  d’annees,  on  resout  ces  memes  problemes  par  la 
consideration  d’une  equation  de  Fredholm  du  type  polaire 

yp  =  \JGPQfQyQdxQ,  .  (i) 

D 

dont  l’integrale  du  second  membre  est  etendue  au  domaine  D,  siege  du  phenomene  etudie;  dans 
cette  equation,  P  et  Q  designent  deux  points  quelconques  de  D,  yp  mesure  l’intensite  du  pheno¬ 
mene  au  point  P,  dzQ  represente  un  element  du  domaine  entourant  Q ,  f ^  est  la  valeur  de  la 
«fonction  de  charge»  en  Q}  GpQ  represente,  a  un  facteur  pres,  la  fonction  de  Green  ou  coeffi¬ 
cient  d’infiuence  correspondant  a  l’equation  differentielle  pour  les  conditions  aux  limites  donnees, 
et,  enfin,  X  est  le  parametre  de  l’equation. 

On  sait  que  la  solution  y  est  differente  de  zero  si  X  est  racine  d’une  equation  trans- 
cendante 

D(X)  =  o,  .  (2) 

appelee  determinante  de  Fredholm;  les  racines  X2.  sont  les  valeurs  caracteristiques  de  cette 
equation.  Le  parametre  a  tou jours  un  sens  physique  important  pour  la  discussion  de  la 
solution;  par  exemple, 

dans  le  cas  des  vibrations  propres,  X  est  le  carr6  de  la  pulsation, 

»  »  »  »  vitesses  critiques,  X  »  »  »  »  »  vitesse  angulaire, 

»  »  »  du  flambement,  X  »  »  coefficient  de  s6curit6, 

2.  Equations  d  plusieurs"  parametres .  Lorsqu’il  s’agit  d’une  sollicitation  composee,  il  y 
a  toujours  interet  a  mettre  en  evidence  les  divers  parametres  correspondant  aux  diverses 
sollicitations  simples  coexistantes.  L’equation  integrale  se  presente  alors  sous  une  forme 
telle  que 

yP=1JLPQ  f Qy  q  dxQ  + 11  JmpQ  fQ  yQ  dxQ  >  .  (3) 

D  D 

ou  L  et  M  sont  les  fonctions  de  Green  associees  aux  deux  sollicitations  simples;  quant  aux 
parametres,  par  exemple, 

dans  le  cas  des  vibrations  propres  d’une  piece  en  rotation, 

X  est  le  carre  de  la  pulsation,  et 

fji  est  le  carre  de  la  vitesse  angulaire,  :  . 

dans  le  cas  d’une  tige  en  rotation  soumise  a  un  effet  axial, 

X  est  le  carre  de  la  vitesse  angulaire,  et  C 

fi  est  le  coefficient  de  security  au  flambement.  ^ 

II  peut  se  presenter  des  cas  ou  l’equation  comporte  plus  de  deux  parametres:  ainsi, :§i 
Ton  veut  etudier  la  stabilite  d’une  tige  en  rotation  soumise  a  un  effet  axial,  au  moyen  desla 
theorie  des  petits  mouvements,  il  convient  d’aj  outer  aux  parametres  X  et  ^  definis  dans^le 
dernier  exemple  cite,  un  parametre  v  egal  au  carre  de  la  pulsation  d’un  des  petits  mouvements. 
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•  •  w  cas  ou  il  y  a  plus  dc  deux  parametres;  leur  resolution 

Nous  n’insisterons  pas  “  °",s  hammer. 

se  O)  -  MO  -  1““ 

,  Courbes  caracterntiques. 


Lr 


+  X  .  (4) 

.  k,  n0Yau  de  l’equation  (0  est  alors  cumin  et  nous 
Fixons-nous  la  valeur  du  rappor  o  <|u  parametre;  soio.it,  par  ordre  de  grandeur 
pouvous  calculer  Us  valours  carac.er.strquos 

croissante,  .  .  15) 

Xu,  hk>  Aw  •  •  •  ’ 

ces  valeurs,  auxquelles  correspondent  los  valours 

|AU'.”.,  l*’b  “s  k  ct  represent ons  los  resultats  par  des  points 
Effectuons  ce  calcul  pour  diveis  nonuus  .  ■  ,le  voir  tpie  ces  points  ap- 

figuratifs  daus  u„  sys.emc  d'aaes  or^ouaua  <£.  ■ 

partieunen.  a  des  oourbos  ,».  coupout  ks  axes  .u  I  .  (6) 

»»W”  «  . 

i,  „«> i-iinetre  de  1  equation  (.*>,  q««»d  “»  >  suppose 

donnes  par  les  valeurs  caracterisl  rques 

successivement  p  et  X  nnls.  D’aiUeurs,  les  eoeftieients  de  la  drterminanle 

^pendent  de  *.  en  v.-rtu  de,  | ».  t  Vtte  deU-rminante 
constitue  en  fait,  dims  ce  cas,  one  sene  double  en  X 
et  rotation  {$)  lit-  pent  eire  resolue  que  si  les 
parametres  anm.lent  cette  scrie,  eVsKndtre  s.ls 
satisfont  a  la  determhumte  Kener;ihsee 

/)  iX,  p)  *«»  *** 

(i ue  nous  appellerons  la  reknm  amuthistique, 
Les  courbes  de  la  Uptne  I.  que  nous  avons 
caractevistique:  nous  les  denommeruns  des  omrbes 

caracteristiques.  t-ai  points  en  les  ccm- 

pant  . . - - — 

“  “on^oZir  la  .augoulc  on  o„,au,  a“ 

txtxxrjs:  . . 

wT»  pent  consider  I'equa.iou  g&roralo  eumure  . .  . .  par., 

culiere,  augmentee  du  terme 

(p-  —  w)/  ■'/;■()  /p.l\i  ‘h,‘< 

qui  constitue  la  perturbation.  On  peut  represents  h-  valent-  rum-nablr  de  A  p.»  «* 
.Teveloppement  en  serie  des  puissances  entieres  de  it  m  et  en  calcubu  les  >'« 


recurrence;  on  obtient  ainsi, 

'  (3) 

Wu,/H  =  w 


■  /  i\>  A*  A*  ■*  •"  * 


(8) 


F.  H.  van  den  Dungen,  Bruxelles 


Le  meme  procede  nous  donnerait  les  derivees  suivantes. 

4.  Methodes  generates  de  resolution  dans  le  cas  d’un  parametre.  Nous  venons  de  montrer 
comment  Pequation  a  deux  parametres  se  reduisait  a  une  equation  a  un  parametre.  II  con- 
vient,  avant  de  progresser  dans  notre  etude,  de  se  rappeler  les  procedes  de  resolution  d’une 
telle  equation.  C’est  ce  que  nous  avons  resume  dans  le  tableau  suivant. 


Forme  differentielle 


Forme  integrate 


A.  Resolution  exacte  de  la  determinante . 


Recherche  de  l’integrale  generate. 
Equation  de  compatibility  avec  les  con¬ 
ditions  aux  limites. 


Calcul  du  noyau  et  des  coefficients  de 

jD(X)=i-F1X+K2^+...=o. 


B.  Resolution  approchee  de  la  determinante . 


Developpement  en  s6rie  de  liquation 
de  condition  ou  integration  directe  au 
moyen  d’une  serie. 

(Methode  des  majorantes  de  Cauchy). 


Bernoulli :  Xx  99  y-x  ?  X2  Vx 
(Formule  de  Dunkerley) 

Graeffe :  Xt  =  lim  (Aj~n,  X{  X2  = 


:  Lint  ^A”+T.!*>r l 


A  —A2 


a  \  — n 

4 


C.  Methode  des  differences  finies. 


Deriv6es  remplac6es  par  differences 
finies.  (Cauchy). 


Integrates  remplacees  par  somme s  finies. 
(Formule  d’Euler,  .  .  .) 


NB.  La  sollicitation  tepartie  est  remplac6e  par  une  solicitation  purement 
locate.  (Tableaux  de  M.  Platrier.) 

D.  Methode  des  iterations  (PICARD  et  HADAMARD). 

On  se  donne  la  fonctiorl  y0  satisfaisant  aux  conditions  aux  limites,  puis  on 
calcule  au  moyen  de  liquation  differentielle  ou  integrate,  yv  puis,  par  iteration, 
y2,  yp  . .  . ,  en  supposant  X  =  I . 


y  _ 

On  a  Xi  =  lim  dJLJL,  \  \  =  lim  4>  ,  • 

1  yn  yn  +  iyn~i—  yK 

On  peut  se  servir  de  / Ay0  d%>  j Ayx  d%}  .  . .  (Schwarz). 

Vo. 


ynyn- 2  ' 


•  y2n-t 


Formule  pratique:  Xx  99, 


y  i 


E.  Methode  des  variations . 

Thyoteme  de  Lord  Rayleigh :  Xx  est  la  valeur  limite  du  rapport 

travail  de  dyformation 


ynergie  cinytique  pour  X  =  1 

Theoryme  du  maximum  minimorum  de  R.  Courant.  Procydys  de  Ritz  et 
Galerkin. 

_  ,  .  „  /  travail  de  dyformation  \  _ 

Formule  pratique*.  Xi  col - : - r-r-: - 7* - c)  »  pour  une  dyformation 

r  n  1  \  ynergie  cntetique  (X  =  1 )/ y0 

probable  y0. 
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- ^  r  .  ie  cas  de  deux  panmdhvs.  11  est  aise  de  voir 

5  Particularity  de  la  resolution  an.  1)r^lout>  U-s  fonnules  intercssant 

— _ 

A.  XM*m  *  U  **"***<■■ 

On  a  1«  *******  ^  X,  +  ,  K, ,  X,  |~  V„  P=)  f  •  —  °- 


B.  Resolution  approchk  de  la  determinant,. 

On  a,  cette  fois  1  =  ^  ’  '  ' 

d’oii  approximativement,  i  S3  ll  A  o  +  IAi '  o  i’ 

C.  Methode  des  differences* 

La  sollicitation  est  purement  locale. 

D.  Methode  des  iterations. 

On  «M*  arbitrairement  puis,  t«  .  , 

.  .  i  -  i,  p  •  x  “'i' 


1  ‘d(in  )  ! 


,  X  o,  [t  1 

»  A  <»,  p  i 


I'm;!*  CtC. 


;;;  ,  ,  a=lp  *  ,-r«* vw~ 

APFT=  Wb,  *.*>  +  ■>.*•  "  *V„  1  W*  I  >..»  i  .V.V— 

E.  Methode  des  variations . 

A(^.cindt.)(A  .) 


6  Propriety  des  courbes  caracUris<i<,ucs.  Co,  emub.-s  ,,nt  emm.np  H  do t  j\ 
dies  ne  presentent  pas  de  points  doubles  dans  le  cas  des  ,»,>;».*  H»»-  ■  *  U.  a. .  .  3  * 

dies  sent  en  nombre  infini,  lorsque  les  valours  caraomstique*.  mo  I.;  -at  1  *  • 

deduit  immediatement  du  signe  de  leur  tangeutc  (H)  on  enemv  *l,-s  ptopnete,  du  »m.m  1*1 

le  theor^  ^  fonctions  caracteristiqiu'S  correspoudant  a  A.,  -"»»  ..iili.v*<ui»lr-.  a  ‘*elW  emits- 
pondant  a  pjOQ,  les  courbes  out  pour  equation 

I  —1 _ ^  =o,  »V'l,3,  3-* . . 

^  lA/>w 

On  peut,  enfin,  deduire  l’equation  des  courbes  d'ordn*  elms  des  bulimies  dt  Weye 
s’il  y  a  d  dimensions,  a  liquation  el’ordre  2  m 

.  (,t 

correspondent  les  courbes,  pour  n  ten  clan  t  vers  l  infun. 


1  V*  /*A«  “  S  ’ I 


F.  H.  van  den  Dungen,  Bruxelles 

ou  V d  est  le  volume  de  la  sphere  a  d  dimensions,  de  rayon  egal  a  1.  On  voit  que  les  courbes 

ci  b 1 

d’ordre  eleve  tendent  a  devenir  des  droites,  quand  les  rapports —  et  — sont  constants  dans  tout 

P  P 

le  domaine  D,  ou  encore  lorsque  Tordre  2  m  est  egal  au  nonibre  d  des  dimensions  (cas  de 
Tequation  du  second  ordre  dans  un  domaine  a  deux  dimensions). 

7.  Exemple.  Une  tige  de  section  constante,  en  rotation  de  vitesse  co,  subissant  un 
effort  axial  constant  et  reposant  sur  deux  appuis  simples  a  ses  extremites,  voit  sa  flexion 
regie  par  l’equation  differentielle 

yv ~|“  I xby"  —  \ay  —  o, 

si  Ton  neglige  l’effet  des  couples  centrifuges;  le  parametre  ^  est  le  coefficient  de  securite 
et  le  parametre  X ,  le  carre  co2.  Les  solutions  fondamentales  ont  pour  equation 


K  sin  c  - 


c—  1,  2,  3,..., 


tandis  que  X  et  ^  doivent  satisfaire  a 


Les  courbes  caracteristiques  se  reduisent 
done,  dans  ce  cas,  a  des  droites  representees  sur  la 
figure  2;  ces  droites  passent  par  les  points  de  co~ 
ordonnees 


c=  1,2,  3, 


X  =  o, 


L - 


qui  correspondent  aux  cas  de  sollicitations  simples :  I 

flambement  de  la  tige  immobile  et  vitesses  cri-  h 

f  Fig.  2. 

tiques  sans  eirort  axial. 

Coupons  le  reseau  des  droites  caracteristiques  par  une  parallete  a  Taxe  des  X,  les  inter¬ 
sections  de  cette  droite  avec  les  droites  du  reseau  ont  pour  abscisses  les  carres  des  vitesses 
critiques  de  la  tige  soumise  a  un  effort  mesure  par  Tordonnee  de  la  parallele.  On  voit  que 
toute  compression  diminue  la  valeur  de  chaque  vitesse  critique  tandis  que  toute  traction 
l’accroit.  Lorsque  la  compression  tend  vers  la  premiere  charge  eulerienne  la  premiere  vitesse 
critique  tend  vers  zero;  au  dela  de  cette  charge,  cette  vitesse  est  imaginaire.  Le  meme  rai- 
sonnement  s’applique  aux  charges  et  vitesses  super ieures. 

Coupons  maintenant,  le  reseau  par  une  parallele  a  l’axe  des  /^,  les  intersections  de 
cette  droite  avec  les  droites  du  reseau  ont  pour  ordonnees  des  nombres  proportionnels  aux 
charges  de  flambement  de  la  tige  tournant  a  une  vitesse  egale  a  la  racine  carree  de  Tabscisse 
de  la  parallele.  On  voit  que  les  charges  diminuent  quand  la  vitesse  augmente.  Lorsque  la 
vitesse  tend  vers  la  premiere  vitesse  critique,  la  premiere  charge  tend  vers  zero;  au  dela  de 
cette  vitesse,  cette  charge  devient  negative  et  represente  une  traction.  Le  meme  raisonnement 
s’applique  aux  vitesses  et  charges  superieures;  ainsi  done,  la  tige  presente  autant  de  charges 
de  flambement  par  traction 9  que  sa  vitesse  a  de  passe  de  vitesses  critiques. 
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'  ,  ,  c  fit's  disqucs  de  turbines,  soumis  a  vibrations  pen 

8.  Application.  L’&ude  des  au  e  ^  •  cU,ux  paramet  res.  Los  diverse*  foi 

dant  leur  rotation  rentre  dans  ie  c  ‘  ^  fornullcs  Hneaires  qm*  nous  avons  reimies 

mules  que  l’on  a  proposees  pour  le  tableau,  il  ost  possible  <le  perfect ionner 

dans  le  tableau  du  n«  6;  „„ ra.iques.  culuqurs . 

leur  approximation  en  leur  suds  d  r6voiution.  on  pout  suppose.-  que  la  defor 

En  particular  dans  le  cas^  J1.  T/„.  „  db  et  transformer  [equation  diiferentielle 

mation  depend  de  l’azimut  dapres  c  < :  ■  fonuulrs  Hneaires  dnmu-nl.  alors,  l’ex 

en  une  Ration  a  une  vanable  cas  il  y  a  aero,  un 

pression  approchee  des  pre.n.etea  courta ,.u  , 
deux,  ....  diametres  nodaux,  suivant  que  Ion  fait 

%  ;z::  O,  1,2,..** 

,  ..,,c  c„;v.,nts  on  trouvera  des  renseib'nonu-nt.s  plus  ox 

p.  Bibliographic.  Dans  es  memon  -  ’  ,  ,  j  .  lV  travail,  soit  sur  los  methodes  do 

p, idles  que  ceux  que  nous  pouvons  , toner  dans  k  cube 

calcul,  soit  sur  les  applications.  m-nbematisdion  I’hvsik  1  (  1.  Spimqon,  Berlin  1920. 

R.COURANT&D.  Hilbert:  Methoden  dcr  nutlumatisUu  n  . 

E.  Hahn:  Schweiz.  Bauzeit.  Bd.  87,  n°  1.  PP-  ‘ ;.ulUlier  .Viltaia,  P.uL  ",.•(■ 

Ch.  Platrier:  Torsion  des  arbres  do  transmission  <  ^  ^ 

Stodola:  Dampf-  u„«l  Gasturbincu  (<F  ed.  a  1™»* '  -  '  .  ; 

F  H  VAN  DEN  Dunuen:  Cours  de  l>vhn,<|tK'  to  lualu.u 

Polytechnique),  Bruxolh^  t <>2* *■ 

•1  C.  R.  <lc  Paris:  . 

1923  -25  juin.  p.  u  P-  ^7 

inr  oct.,  p.  574,  >5  ,mM-  !'• 

1924-  -1 1  fevr.,  p.  <**).  >«•  mars,  p.  <H?.  "1  mat.  p.  P'85. 
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Ternare  orthogonale  Transformationen  und  ihre 
Anwendungen  in  der  Theorie  der  Elastika 

Von  H.  Hencky,  Delft 

In  der  sogenannten  Tensoralgebra  hat  die  analytische  Geometrie  einen  Ausbau  erfahren, 
der  auch  fur  die  angewandte  Mechanik  der  Kontinua  von  Bedeutung  ist1). 

Einige  Physiker,  darunter  insbesondere  Herr  L.  Brillouin  auf  dem  KongreB  in  Toronto, 
haben  vor  kurzem  wieder  auf  diese  Anwendungen  hingewiesen;  in  der  technischen  Mechanik  ver- 
langt  man  aber  und  wohl  nicht  mit  Unrecht  den  Nachweis,  daB  man  auf  diese  Weise  auch  kon- 
krete  Probleme  bis  zur  vollstandigen  Auflosung  behandeln  kann,  die  sich  ohne  dieses  neue  Hilfs- 
mittel  nur  muhsam  und  unvollstandig  behandeln  lassen. 


I- 

i 


Zur  Fiihrung  dieses  Nachweises  ist  kein  Problem  geeigneter,  als  der  doppelt  gekrummte, 
elastische  Stab,  dessen  Behandlung  in  der  klassischen  Elastizitatslehrc  von  der  elemental- en 
Balkentheorie  stark  abweicht.  Unter  Beschrankung  auf  den  Stab  mit  unausdehnbarer  Mittel- 
linie  werden  wir  sehen,  dafi  die  Tensoralgebra  uns  zu  einer  Verallgemcinerung  der  in  der 
Technik  iiblichen  Balkentheorie  fiihrt,  die  die  Beantwortung  jeder  auf  die  raumliche  elastische 
Linie  bezuglichen  Frage  in  sich  schlieBt. 

Die  Gestalt  des  krummen  Stabes  beziehen  wir  auf  ein  im  Raume  festes  aquidistantes 
Koordinatensystem,  das  die  ungehinderte  Parallelverschiebung  aller  geometrischcn  GroBen  im 
euklidischen  Raum  ermoglicht.  Da  jeder  Querschnitt  des  Stabes  zu  diesem  festen  System  cine 
and  ere  Orientierung  hat,  tritt  sofort  die  Frage  nach  der  analytischen  Darstellung  endlicher 
Raumdrehungen  in  den  Vordergrund  und  hiermit  miissen  wir  uns  zunachst  beschaftigen. 

I.  Ternare  orthogonale  Transformationen  in  schiefwinkligen  Axensystemen 

Bei  einer  allgemeinen  affinen  Transformation  haben  wir  zwei  gemischte  Affinoren  P '  ^ 
und  Q p  fiir  die  kontravarianten,  bezw.  kovarianten  Komponenten,  welche  transformiert 
werden  sollen 

rm  __  p  *  p  ) 

S  V  .  2)  (I) 


1)  Diese  Tatsache  haben  bereits  Ricci  und  Levi-Civita  im  Ietzten  Kapitel  ihrer  grundlegenden 
Abhandlung  « Methodes  de  calcul  differentiel  absolu »  in  den  Math.  Ann.  1 900  hervorgehoben. 

2)  vergl.  Schouten,  Der  Riccikalkul  1924,  S.  12. 
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.  Vnn  der  Begriffe  kontravarianl  imd  kovariani  gelten  dabei  die  Be- 
GemaB  der  Definition  der  uegiu 


ziehungen 


=  X  fiir  |1  -  ■  XI 
Py  ^  <2V.  x  —  A  ^  • v  -;.r  o  fiir  n  X\ 


"nflprlicher  Fundamentaltensor  "'ml,  so  W-ifit  das,  da(J 

Wenn  nun  ein  unverandet  licher  1  m  -  Wen  atllU,.n  Worten,  dull  die  Trans- 

das  Axenkreuz,  das  man  einmalgewai  ^  j  '  ‘  dai.i  in  diuse.n  Fall.-  die  U.-zi.-lumg  gilt 

formation  eine  Drehung  darstellt.  Man  kann  k 


p,»  =  q;' 


-  (3) 


Die  6  von  einander  nnabhiingigen  OM>  ™,er  To„af„r,„a,i„„  tm.en 

also  an  Stelle  von  Gl.  (2) 

,  1  fiir  it  A  /a 

D-| inV  _  p*V  ]>&  =  1  J  -  **'  ”•  . .  V.4) 

P,  1  -X  ~~  -v  0  fiir  |i  •'  ^ 

_  1  u„:  ,.v  a  ,  dann  entMuirht  diesem  Vektor 

Der  Einheitsvektor  der  Drehungsaxe  mi  «  /v. 

ei.  ganz  bes.imm.or  anUsynmCrisdu-r  Tensor  -  •“  .  «•  ™“ . ' 

sprechenden  Zahlenwer.e  der  Koeffizicnlen  die  Mgr-ndon  Selernas  ansebre.ben  fa... 

mu  mn  Mm'  0  •  ,/J  V  A’ 

Es  sind  die  m2l  mn  ^  gegeben  durch  »  I  v'a’ 


*»81  W82  *#88 


,r  \!j;-  ■  </ 1  \ 


und  analog  fiir  die  kontravarianten  Komponcnten  mit  ^  als  Faktor. 

Die  fiir  praktische  Rechnungen  schr  wiehtigen  gt-misdiU-n  Kompoitenten  erhalt  man 
durch  Ueberschiebung  mit  dem  Fundamentalten.sor 


*«v|l  =  A'pvwP|l| 


...  (5) 


Um  den  gemischten  Affinor  P‘  I1  zu  Widen,  steh«n  ims  3  gemFrhb*  Aftim.ren  zur 

Verfiigung,  namlich  der  Fundamentaltensor  ^  ^  ,leS 

Einheitsvektors  der  Drehaxe  av  eP  mit  sich  sdbst  und  d.-r  mit  d.-m  lunii.-ti-veklor  </p  ge- 
gebene  antisymmetrische  Affinor  Am  diesen  3  HestaudU-ilen  <»»u  "i*h  AflntW 

in  linearer  Weise  zusammensetzen  lassen.  Man  findet,  daB  di»-  t  •Si'idmitgcii  <  41  Ik  fiudigt 
werden  durch  den  folgenden  Ansatz 

1  i 2 '"••”) l  .  (6) 

=  (/x  i  1”la"',rl-4|  1  "“’"AM 

3)  vergl.  hiezu  auch  L.  Brillouin,  der  in  seiner  Abhawllung  *  f.w  h«’*  d<-  r»*lasti«it«  sous 
tensorielle  valables  pour  des  coordonnees  quelconques  >,  Ann.  de  Fhys.  u»,  mu.  tom**  i.  !’•  "•I1”'  v 
fur  diese  Art  von  antisymmetrischen  Tensoren  die  Bezerhmmg  tfiiaurtelte  KajaziUt  tow.  iensorawiw 
vorschlagt. 
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DaB  dabei  noch  eine  unbestimmbare  Funktion  <3>  der  Winkeldrehung  cp  auftritt,  ist  ganz 
verstandlich,  denn  die  GroBe  der  Winkeldrehung  haben  wir  beliebig  angenommen.  Man  findet 

durch  spezielle  Wahl  der  Drehungsaxe,  daB  <E>  =  #7  .  (7) 

Beim  Uebergang  zu  einem  rechtwinkligen  System  ^  =  gP v  =  g^  gehen  die 

Formeln  (6)  in'  die  bekannten  Formeln  von  Euler  und  O.  Rodriguez  fiber,  verlieren  aber  dabei 
ihre  Durchsichtigkeit. 

In  der  Mechanik  ist  es  haufig  notig,  die  Verschiebung  eines  Punktes  infolge  einer  Drehung 
des  Raumes  berechnen  zu  konnen.  Bezeichnen  wir  mil  die  Verschiebung  eines  Punktes  mit 
den  Koordinaten  so  haben  wir  zu  setzen 


Durch  Einsetzen  von  E^aus  Gl.  (6)  erhalt  man  nach  leichter  Umrechnung 


if  =  sin  cp  (tg  1  a,x  —  g^)  +  m'/)  V 
UX  —  sin  9  (#  |  (a?  ax  —&)  +  m?x)  % 


=  A  cp  m'v ^ 

LaBt  man  hier  den  Winkel  unendlich  klein  werden  (p  =  A  99,  so  wird  (9) 

Ux  =  A  <p  §p 


d.  h.  der  Drehungsaffinor  reduziert  sich  auf  seinen  antisymmetrischen  Teil.  Beim  elastischen 
Stab  mit  unausdehnbarer  Mittellinie  ist  jedem  Punlct  dieser  Mittellinie  eine  Drehungsaxe  zuge- 


ordnet,  wobei  der  auf  die  Einheit  der  Mittellinie  bezogene  Grenzwert  lim 


A  cp _ 1 

A  ^  p 


der  die 


Dimension  Lange*-1  hat,  als  ein  absolutes  von  der  urspriinglichen  Krfimmung  unabhangiges 
KriimmungsmaB  betrachtet  werden  kann.  Wir  wollen  daher  den  auf  die  Bogenlange  bezogenen 
Krfimmungsaffinor  oder  Bivektor  durch  die  Gleichungen  definieren 


w' = 


w 


P 

X 


(10) 


Mit  diesem  Affinor  konnen  wir  sofort  durch  eine  einmalige  Integration  den  als  sehr 
klein  zu  betrachtenden  Verschiebungsvektor  eines  bestimmten  Punktes  jrv  (s)  des  bei  s  =  o 
eingespannt  gedachten  Stabes  berechnen. 


a  ~  j 

Man  erhalt  daffir  =  j  (;trv(.y) —  (a))  ^  (cj)  da  .  (11) 

o  =  <? 

Die  entsprechende  differentielle  Beziehung  fiir  den  urspriinglich  geraden  Stab  ergibt  sich, 
wenn  wir  Gl.  (n)  zweimal  nach  s  differenzieren,  zu 


d*  iP 
ds 2 


(12) 


wobei  der  Einheitsvektor  an  die  Stab-Mittellinie  ist.  Gl.  (12)  bildet  die  Verallgemeinerung 
der  in  der  Technik  fiblichen  Biegungsgleichung. 
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II.  Die  Beziehungen  zwischen  Deformationen  und  Kraiten  0 

^  •  1  ..4  D  • 


II.  Die  Beziemmgen  - -  ,  .  _ 

-n  hei  tier  clastiselien  Detormation  nut  nnem  Mo- 

Der  Krummungsbivektor  w'  htcllt  ,,  ,  ..  f 

..  ltnr  in  eindeutigem  tornm  Zusammenlnmg.  U.esc  V .*„.!»«  Rescind,, 

dutch  einen  symmetrischen  Tensor  rMn  dcr  Otadmng  J/v  =  /  ,e  v  “  m  .  (>3) 

Da  wit  abet  cigent.ich  den  Tensor  •/  brauchen.  so  nuissen  wir  die  (ile.chnug 

kehten  konnen.  Zu  diesem  Zwecke  debnieten  wit  einen  net,™  Teusot  «•  . .  Id. . .  beiden 

i-i  r  P°  A>v  M  ' x  A’?  A,v  7<p  7*  ' |l.  Walden  wir  nun 

Seiten  der  Gl.  (13)  die  Uebersclnebung  /  kx  A(1)  M  v  Ax  «  v  n  p 

no  a  r  v°  Tx  =  P-0,  d.  h.  gicich  dem  Substitutionsaftmor  ist,  so  haben  wir  b  Gl.  zur 

Rx  S°’  1  ,X  I  Die  Losung  dieses  Systems  besteht  in  alien  Minoren  der  Matrix 

Bestimmung  des  Tensors  Ry  Die  Losung 

ft-  ;  geteilt  durch  die  Determinante  T  der  Matrix. 


Wir  erhalten  schliefilich 


. ',4> 

Wegen  der  wedtsdnden  Otientimmg  der  MfdxWk  i-'  der  Ten-.o,  Kj  vetiimlet- 
lich.  Der  Steifheitsteusor  an  der  Urspni.iRSt*  des  l<„„dina,e„s'.  .,e,„.  -ei  /!>.  Da.m  er- 
, alien  wir  den  Steifhcitstcnsor  A'J  durcl,  die . .  IVl.e, srhielnm,:  mil  dem  Trans- 

:ormationsaffinor  Pp  zu 

*r  ..  .. 


nA  .  -  //'  />P  />'X 

A  |i  /  p  -n  v 


••  05) 


Fiir  die  Verschiebung  ernes  Punktes  der  Stabmi.telHnie  erhalten  wir  out  Gl.  (n)  fiir 
inen  beliebig  gekriiimnlen  Stall 

#:-,°/\.r^.v)~-r(ai)77vt a*; ,i/;x ^  .  (l6) 

0  ■  0 

ind  mit  Gl.  (12)  fur  den  ursprtinglich  geraden  Stab 

y/'  //!l  |t  ,,v  ]/’X . . .  (17) 


III.  Anwendung  auf  Stabilitatsprobleme 

Bei  alien  Stabilitiitsproblenien  lumdelt  es  sieh  uni  ein.-n  t  ihdehgen  iehts/u>tand,  dei 
uriter  gewissen  kritisch  genannten  Uinstiinden  indittereut  wird,  m.  dull  alle  Pimkte  eiue  Gt 
tuelle,  unendlich  kleine  Verschiebung  idHiekoninien  ktinnen.  ..hue  dall  da.  Gleirhgewieitl  gestmt 
wird.  Als  Ausgangspunkt  ist  dabei  immer  derjenige  Zu-t:u»d  gedadit,  dei  bid  kiinstlielier, 
jedoch  zwangskraftfreier  Verhinderung  des  Knickens  eintieten  mud.  Die  »ehr  kleinen  virtuelleu 
Verschiebungen  #  sind  von  den  ebenfalls  sehr  khdnen  Ktuumumg-andi-iungin  ‘W*1  brgleitet. 
Unter  und  W'1  verstehen  wir  die  Formandennigen  de-  \n  .gang  /u- tand.-.  Die  \ntuellen 

V 

Zuwiichse  aller  anderen  GroBcn  scion  lait  A  bozcidmol. 

*)  Auf  die  interessanten  Zusammenhango,  auf  Grand  welthcr  K,  uit*l  F.  f  kl  in  i\t*w  ‘ 
des  corps  deforaiables*  1909  eine  deduktive  Diffcrentiahtm  :hauik  der  Kfutimui  cntwkkum  \ersut  1 
haben,  konnen  wir  leider  an  dieser  Stelle  nieht  rUllter  dngDhfm* 
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Aus  Gl.  (16)  erhalten  wir 


u  —  or 

U*  +  =  f  (T+  AT)  \(xm  (s)  -  if  (a))  +  «“  (s)  -  k“  (a)]. 

K  +  a  K)  «  +  A<)  K x  +  Ai/v x)  *  (l8) 


Unter  Beachtung,  daB 


o  =  s 

^  =  J  T(^  -  ?“)  Mv'  X 


und  mit  Vernachlassigung  von  kleinen  GroBen  hoherer  Ordnung  erhalt  man  aus  (18) 


G=S  VJ  —  o 

f(x*-e)T.RlJ$AM;XJo  +  §  (.rw-f)  TRlATplTXda 


G  —  s  w  =  * 

f  (-t'w-f)  7-A<^  A/;?'^a  + J  (.r“-f)A7.<^A/,;f/a 


+  JV  (s)-u°>(o))TR$RlMv 


M'xdc 


Die  Integralgleichung  (19)  beherrscht  das  ganze  Gebiet  der  raumliclien  Knickproblenie. 
Trcten  Momente  vor  Eintritt  der  virtuellen  Ausbiegung  nicht  auf,  so  vereinfacht 
sich  (19)  zu 


I*  (*®  —  f )  TR{  Rl  AMV  X  do 


Einen  speziellen,  besonders  einfachen  Fall  wollen  wir  benutzen,  um  den  Verlauf  der 
Rechnung  zu  veranschaulichen. 

Fur  einen  verwundenen  axial  gedriickten  und  gelenkig  gelagerten  gei*aden  Stab  fallt 
namlich  die  Stabaxe  mit  der  Kraftrichtung  zusammen  und  wir  erhalten  mit  Kx  als  axialer 
Kraft  in  x>1  =  R 


Nchmen  wir  im  Sinn  einer  Rechtsschraube  99=^  als  Verwindungswinkel,  so  wird 


unter  Annahme  eines  rechtwinkligen  Systems 

ax  =  o, 


a„  =  o, 


und  die  Transformationsmatrix  nach  (6) 


123 


I  ft  s  p 

jP-j  =  -p  -T  ?  *21 


*  ft  ^  p 
-  Sin  y  ,  i'31 


:  O. 


:  O. 
:  I. 


rll  —  "T  / 

pn  —  Jrsinli,pn  =  +  ««■  ^r>  As : 

As  =  o  ’As  =  0  ’  />3S 

Der  Steifheitstensor  Rmn  wird  nach  Gl.  (15)  mit  Bn  =  As 

R„ = ^  ««■  (A + ^  **•  (¥)  -  *» = - 7U (A  (*A Rn = °' 


. O 


?22  * 
TZS\ 


Rn  =  {Bn  _  *22) «,  cos  (2L£) ,  S22  =  Bn  **  It)  +  *■  ^  u ’  **  =  °- 


i?S9  - 


/?31  =  0,  J<32 

Die  Umkehrung  des  Steifheitstensors  wird 


Aw  ' "  As 


„  x  .Ins 

t"=K“ 


B. 


I  .  „  ins 

sm 

*22 


\  lx  1  \  .  %S  TC  S  .r 

1  s\  T*  «—  — - - »  -—“I  Sin  ~y  COS  — r-  ?  MB 

t),7i2"Uu  aJ  7  7 


/  T  1  \  .  TC  -S'  ft  «$”  7* 

r  =  — - —  sm  -y  cos  —r  ,  /  2s 

^11  ^  7  1 


22  _ 


*  sttr 


n  s 


’n 


+  />• 


1  cos*  res 


■  >  7u:t  —  0 


'31 


:0, 


r82  =  O, 


riW  ■•■ 


a- 


^  =  0,  iTs  =  0,  i<r8  —  —  if )  wird  schiie81ich  aus  Gl.  (20)  mit  u  l“A,X1  u  “if 

Mlt  ^  =  0,  4  =  0,i8  =  +  x.  I 

-«x^“  nach  Ausfiihrung  aller  Ueberschiebungen. 

^  =  —  T  (Rn  Rw  «!  +  Au  As  “a)  A’  ■  ~  (Ab"i  I  A*  "#> K 

d^  =  -  T(Sit  As  «,+  A*  As  **)  AT  ■  -  (A,  «,  I  At  A)  * 

d?2  «o 


/*2 


0 


woraus  m3  =  0,  und 


dux2 

1$ 


£ = -*1  u\k‘°r-r+k s“’t)  '■ "« -  i) 

£  =  -*W£-f>T“T  +  *(*~ 


.  «S  «J?) 
sm  ~y  cox  y! 


11 


1  ,ns\) 

\xcos  T|| 


Fur  B. 


11 


erhalt  man  die  auch  auf  anderem  Weg  ableitbare  Formcl 
K I  »ns  .  *  %s  n  s\ 

—  y  ^  COS*  -y-  *4”  %  sm  ~  C0S  ~| 

JT  /  .  ^  it  s  |  *  s  M  s\ 

—  y  W  y  COS  y  +  %  svt>1  ~| 


u* 
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deren  angenaherte  Losung  lautet 

u1  =  A  sin 
u2  ==  B  sin 

Die  kleinste  Knickkraft  ergibt  sich  leicht  aus  der  Determinante  zweier  linearer  Glei- 
chungen  in  A  und  B  zu  K  =  —  — 2-  •  1,26  anstatt  beim  unverwundenen  Stab.  Der  Stab 

4  4 

wird  dabei  zu  einer  steilen  Schraubenlinie  verbogen,  wobei  B  <?  A  wird. 


Anmerkung .  Unter  Verwendung  des  Einheitstrivektors  des  Raumes  (Schouten  Riccikalkul  1924, 
S.  31—32)  liefien  sich  die  Formeln  13 — 19  erheblich  vereinfachen. 
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Le  calcul  pratique  de  problemes  elastiques  a  deux 
dimensions  par  la  methode  des  equations  integrates 

Par  R.  Miche,  Le  Caire 


La  methode  des  equations  integrates  per.net  de  resoudre  ihtoriquement  le  problem* 

p-eneral  de  lelasticite.  ,  ,  »»  ,  •  ,  ,  ,  , 

Trouver  les  deformations  ou  les  tensions  A  l’mter,cur  dun  corps  , satrap?  guand  les 

unes  ou  les  autres  de  ces  valeurs  sont  donnees  a  la  surface. 

Malheureusement,  les  integrates  de  surface  contenues  dans  les  tommies  ne  pormettent 

que  difficilement  un  calcul  numerique. 

D ’autre  part  dans  beaucoup  de  cas  rencontres  dans  hi  pratique,  les  detormaticms  et 
tensions  elastiques  peuvent  etre  exprimees  au  moyen  de  deux  variables  setilement.  Les  calculs 
a  effectuer  ne  component  alors  que  des  integrates  curvilignes  que  nous  consulererons  de  fac;on 

approchee  comme  sommes  d’un  nombre  iini  de  termes. 

Vu  la  place  reduite  dont  nous  disposons  il  ne  nous  sera  pas  possible  de  donner  des  de* 

monstrations  des  formules  employees. 


Nous  considerons  dans  cet  expose  uniquemenl  letat  de  deformation  plan  dans  le  cas 
le  plus  courant  ou  les  efforts  sont  donnes  a  la  surface.  T«ms  les  corps  eornddeu-h  Muont  des 
disques  d’epaisseur  unite  charges  uniformement  tout  le  long  de  ehaque  general  rid*  du  contour. 

§  i.  _ Soient  a  ,  a  et  t  les  trois  composantes  de  IVfTort  au  point  /'  (tig,  i  ). 

La  composante  general e  apy  du  tens  cur  effort  au  point  l*  Miivant  uue  direction  faisant 
avec  l’axe  x  un  angle  y  et  par  rapport  a  un  element  plan  A*  dtmt  la  uonnale  exterieure  n  fait 
un  angle  p  avec  1’axe  x  se  calcule  comme  suit: 

opT  =t  a'  cos  y  ~\ . -  a"  sin  y 

oh  a'  =  ax  cos  p  4“"  T  szn  P  a/  w/  (i  |  x  cos  jp 

en  appelant  o'  et  a"  les  composantes  de  l’effort  suivant  les  axes  x  et  y  par  rapport  a  1 ’element 
plan  N.  II  s’en  suit: 

apT  =  ax  cos  p  cos  y  4"  szn  P  szn  T  "I"  T  (cU)S  P  s//i  T  \  ’  SZZi  P  T)  ^  .  ^ 

Reciproquement,  toute  quantity  fonction  bilineaire,  homogene  et  Nvmeirique  des  A  in  et 
Cos  de  deux  angles  definira  un  effort  parfaitement  determine  au  point  /\  dont  on  pourra 
calculer  les  trois  composantes  habituelles  par  rapport  a  deux  axes  orthogonaux  quelomques. 
Dorenavant  nous  appellerons  simplement  V effort  en  un  point  tm  tenseur  tel  que 

Considerons  maintenant  un  demi-plan  ind6fini  (en  realite  un  disque  indehni)  linnte  par 
la  droite  d,  un  point  Q  situe  sur  d,  un  point  P  quelconque  a  rinterieur  du  demi  plan  el  trois 
directions  quelconques  a ,  b ,  c  (fig.  2). 
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Nous  appellerons  par  la  suite  abscisse  du  point  P  par  rapport  a  l’origine  Q  et  dans  une 


direction  donnee  (par  exemple  b)  la  projection  b  du  segment  QP  suivant  la  direction  b}  pro¬ 
jection  mesuree  avec  son  signe.  —  Nous  designons  par  une  meme  lettre  une  direction  et  une 
longueur,  ce  qui  ne  peut  preter  a  confusion. 

On  peut  alors  prouver  que  l’effort  produit  au  point  P  dans  une  direction  c ,  par  rapport 
a  l’element  plan  de  normal e  exterieure  b  et  du  a  une  force  concentree  F  situee  en  Q  et  agissant 
dans  la  direction  a  est  egal  a: 


(Q,P) 


2  F  abc 


(2) 


r  est  egal  a  la  distance  entre  Q  et  P. 

Soit  maintenant  un  disque  simplement  connexe  sans  point  anguleux  (fig.  3).  Supposons 
donnees  sur  le  contour  C  des  surcharges  virtuelles  reparties  p(Q)  variant  continument  en 


grandeur  et  direction  le  long  de  C.  Soit  Q  un  point  quelconque  du  contour,  ds'Q  l’element  de 
longueur  du  contour  au  point  Q  et  t(Q)  la  tangente  au  point  Q.  Soient  b  et  c  deux  directions 
quelconques. 

L’effort  au  point  interieur  P 

a/ic(P)=/J>(Q)al(Q,P)dsQ  .  (3) 

c 

est  parfaitement  determine  et  continu  en  tous  les  points  P  interieurs  a  C.  L’abscisse  p 
est  parallele  au  vecteur  p(Q)> 

Lorsque  le  point  P  s’approche  indefiniment  d’un  point  du  contour  Q0,  la  fonction  (3) 
subit  les  discontinuites  suivantes  (fig.  4  et  5) : 

lim  auc  (P)  (0*)  +  fp  (Q)  ^  (Q,  QJ  ds  .  (4) 

P=Q0 

lim  aft(P)  =pn  (Q)  A-  lfJ p  (0  of,t{Q,  Q)  dsQ  .  (5) 

p=  Q„  c 

Dans  ces  formules  n  est  la  direction  de  la  normale  exterieure  au  contour  C  au  point 
Q0  et  t  la  direction  de  la  tangente  au  contour  au  meme  point,  pe(Qc)  la  composante  de  p  (Q0) 
dans  la  direction  c  et  pn  (Q0)  la  composante  de  p  ( Q0 )  dans  la  direction  n.  Dans  la  formule  (5), 

le  signe  11  J  indique  qu’il  faut  prendre  la  valeur  principale  de  l’integrale  selon  Cauchy.  La  direc¬ 
tion  c  etant  quelconque,  on  peut  la  faire  successivement  egale  a  n  et  a  t  et  on  obtiendra  ainsi  les 
trois  composantes  habituelles  <jwn  ant  et  a^de  l’effort  sur  le  contour. 

§  2.  —  Nous  allons  maintenant  appliquer  la  methode  des  equations  integrates  au  calcul 
de  l’etat  elastique  du  disque  considere  lorsque  les  efforts  sont  donnes  sur  le  contour.  Ces  efforts 
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superficiels  doivent  naturellement  former  un  systeme  en  equilibre.  Choisissons  deux  axes  ortho- 
gonaux  x  et  y,  et  decomposons  les  surcharges  virtuelles  p  suivant  ces  deux  axes.  Soienty^  et  7 
ces  deux  composantes.  (Fig.  6.)  La  formule  (3)  devicnt  alors: 

aic  (P)  =  fPx  (Q)  7  (Q>  F)  dsQ  ~~i~  ^  J>^  .  (6) 

c  c 

En  faisant  tendre  le  point  P  vers  un  point  quelconque  Q0  dti  contour,  la  direction  b 
etant  confondue  avec  la  normale  exterieure  n  a  C  au  point  Q0,  la  dii  ection  c  etant  faite  succes- 


A 


sivement  parallele  a  x  et  a  y,  on  obtient  alors  les  deux  equations  suivantcs  qui  donnent  les 
valeurs  superficielles  de  l’effort  correspondant  aux  charges  virtuelles  /> et  pf. 

«„  =f,  «y  +/t,  (0 (a.  Q )  (a (e.  e„  1  <*,, 

c  c  ■■■  o 

(S3)  =  t,  (Q)+!P,  (0  (S3.  Q)  +Jt,  (0  «'  ( Q .  ( 

c  c 

Inversement,  si  les  composantes  a  nx  et  a  des  efforts  superficiels  sont  donnees,  on  peut 
prouver  que  les  equations  ci-dessus,  dites  Equations  integrates,  permettent  de  determiner  les 
fonctions  inconnues  px  (Q)  et  p^  (Q). 

Pour  le  calcul  mmerique  approchS,  on  decompose  le  contour  T  en  un  nombre  m  de 
segments  As.,  i=  1,2  ....  m,  le  point  Q.  etant  au  milieu  de  ehaetm  dVux.  Appelons  a  .  et 
a  .les  valeurs  donnees  de  l’effort  au  point  Q.  et  p  .  et  p  .  les  deux  valeurs  inconnues  en  ces 

points.  On  determinera  les  2 m  valeurs  inconnues  pxi,  p^.t  i  :■  1,2 . m  par  les  jm  equations 

lineaires  (8)  tirees  des  formulas  (7)  et  de  la  formule  generate  (2), 


.  _  1  2  &  a  x%  n  1  2  Sf  ,  a  x  y n 

fixi  -  QnxiJr—^Kk  ^-74-  +  ~^^txPyk  ri  ' 

.  _  I  2  Vf  x  A  xyn  I  2  Vf  X  *  f's« 

A/  V+  *  £/*****  r4 


1,2,...  ##  ...  (8) 


Le  signe  2'  indique  que  dans  la*  sommation  il  faut  laisser  lumber  la  valour  k  ,  /.  II  est 
essentiel  de  remarquer  que  Torigine  des  diverscs  abscisses  xf  y  et  «  se  trouve  suecessivement 
aux  divers  points  Qh  par  rapport  auxquels  on  effectue  la  sommation  et  que  la  direction  n  est 
celle  de  la  normale  exterieure  au  point  Q.. 

La  resolution  directe  des  equations  (8)  par  elimination  on  determinants  est  presque 
impraticable  si  m  est  un  peu  grand ;  il  est  beaucoup  plus  rapide  et  plus  sur  de  les  rescue  I  re  par 
approximations  successives  en  remar  quant  que  le  terme  principal  de  ehaque  equation  est  juste 
ment  le  membre  de  gauche.  On  obtient  la  premiere  approximation  pour  />t/  et  p  t.  en  posant 


p  .=  o  .. 

xt  nxi  5 


.  M* 


En  remplagant  ces  valeurs  dans  les  membres  de  droit e  de  (K),  on  obtient  de  nouvelles 


R.  Miche,  Le  Caire 


valeurs  pour  px,  et  p  et  ainsi  de  suite.  Apres  quelques  calculs  successifs,  on  voit  facilement 
les  limites  vers  lesquelles  tendent  px{  et  p^.. 

Les  valeurs  de  p  .  et  p  .  une  fois  trouvees,  on  calcule  aussi  leurs  resultantes  p*  = 

c  x  i  r  yi  l 

sjpxi .2  +  p  f  et  l’effort  en  un  point  P  interieur  du  disque  vaut  d ’apres  la  formule  (3): 

m  T 

aic(P)=  2  ptoP'  {QfP)txt  .  .  (9) 

z  =  x  uu 

formule  generate  qui  permet  aussi  de  calculer  les  trois  composantes  ordinaires: 

a  en  faisant  b  =  c  =  x. 

X  7 

x  »  »  b  =  x,  c  =  y 

et  Gy  »  »  b  =  c  =y.  — 

Pour  calculer  l’effort  sur  le  contour,  il  faut  a j outer  encore  a  la  valeur  (9)  les  discon¬ 
tinuity  indiquees  par  les  formules  (4)  ou  (5). 

§  3.  —  La  methode  numerique  est  applicable  meme  dans  les  cas  ou  la  method e  theo- 
rique  est  encore  aujourd’hui  impuissante,  par  exemple  si  le  contour  est  anguleux,  de  meme 
si  le  disque  est  illimite  et  si  les  donnees  sont  discontinues. 

Prenons  par  exemple  le  disque  compris  dans  le  quart  de  plan  indefini  A ,  B}  C ,  charge 
sur  le  cote  AB  par  une  force  verticale  de  1  kg.  selon  le  schema  de  la  figure  7  et  le  long  du 
cote  BC  par  des  pressions  reparties  selon  la  loi: 

CT«* (*)  =  —  “■  [(Pi  “  P2)  —  -  2  Pi  —  sin  *  Pa)]  .  (IO) 

Ce  cas  de  charge  a  ete  choisi  pour  permettre  le  controle  de  la  methode,  car  ce  disque 
peut  etre  calcule  exactement.  En  effet,  l’etat  elastique  produit  est  identique  a  celui  resultant 
de  deux  charges  reparties  de  1  kg.  agissant  symetriquement  par  rapport  au  point  B  sur  le 
demi-plan  limite  par  la  droite  AAf  et  Ton  connait  les  formules  resolvant  ce  probleme. 


Pour  le  calcul  approche,  on  a  considere  seulement  six  segments  (cf.  fig.  7). 

Le  calcul  de  l'etat  elastique  effectue  pour  les  7  points  interieurs  a ,  d3  e,  f ,  g3  h  et  j  a 
ete  trouve  exact  a  1  %  pres.  Le  calcul  des  efforts  normaux  internes  le  long  du  contour,  mbins 
exact  a  priori  a  cause  de  la  forme  particuliere  de  r integrate  de  la  formule  (5)  a  donne  en 
general  jusqu’a  4  %  d’erreur. 
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Vu  ces  resultats  tres  satisfaisants,  nous  avous  calculi*  awe  plus  do  prm.siou  (erreur 
probable  0,5  %  pour  l’interieur,  2  %  pour  le  contour)  un  probU'-uu-  u»u  encore  cluci.lc  com- 
pletement,  'celui  de  la  repartition  d’une  pression  concentres  nqissaut  dans  law  dun  prisme 
de  grande  longueur  (fig.  8,  planche  Ilia).  On  rencontre  re  cas  «lc  charge  frequennnent  on 
pratique,  specialement  dans  le  calcul  des  arcs  massifs  a  trois  articulations.  La  finest  ion  qui  se 
pose  est'de  savoir  a  quelle  distance  de  l’extremite,  letat  de  compression  homogene  du  prisme 
est  pratiquement  etabli. 

Le  calcul  indique  pour  cette  distance  la  largeur  du  prisme  vi  turn  la  demi  kugvur  comme 
on  l’a  cru  quelquefois.  A  cette  derniere  distance,  en  effet,  la  compression  dans  luxe  du  prisme 
est  encore  plus  du  triple  de  celles  le  long  des  deux  faces.  Ilya  lieu  de  remarquer  aussi  la 
zone  de  traction  le  long  de  l’axe. 

Indiquons  aussi  qu’il  serait  fort  simple  <le  deduire  sans  grands  ealeuls  les  legeres 
variations  de  tensions  qui  se  produiraient  si  la  largeur  de  la  zone  comprimee  a  IVxtremite  du 
prisme  variait  de  dimensions. 

Un  autre  probleme  interessant  est  celui  de  leerasement  d\m  cube  fragile  (par  exemple 
en  ciment)  entre  deux  machoires  pratiquemeul  indeformables  et  qui  rmpt-chem  U*  goullement 
lateral  sur  les  deux  faces  comprimees.  Les  doxmees  pour  ee  problenu*  sunt  un  pen  autres, 
on  se  donne  les  efforts  sur  les  faces  lateral es  (egaux  a  zero)  et  les  displacements  sur  les  faces 
comprimees.  Nous  ne  developperons  pas  les  formules  qui  s'appliquent  a  tv  ca.s,  mais  nous 

discuterons  settlement  les  resultats  valables  pour  un  prisme  quadrat  ique  epais  {tig.  o) : 

L’effet  de  la  friction  due  aux  machoires  di  spar  ait  a  pen  pres  an  cent  t  e  du  cube.  (Cf. 

le  diagramme  des  efforts  normaux  hori/.ontaux.)  1, /effort  aux  quatre  coins  du  cube  ne  pouvant 

en  pratique  admettre  de  singularity  doit  etre  nul.  En  diet,  larele  d’un  eotps  i  eel  est  ton  jours 
legerement  arrondie.  Le  rapport  des  cisaillements  aux  efforts  normaux  sir  les  machoires  reste 
notoirement  inferieur  aux  coefficients  de  frottement  usuels,  d‘ou  il  resuite  quantum  glissement 


ne  se  produira. 

On  admet  aujourdliui  quo  le  cisaillement  reel  diminue  du  produit  de  la  compression 
normale  par  le  coefficient  de  frottement  interne  admis  donne  line  mesui-c  effective  du  dsaille- 
ment  produisant  la  rupture  des  corps  fragiles.  Plus  exaetement  on  appelle  a'saittsmi'nt  effectif 
en  un  point  la  valeur  maximum  de  la  difference  ci-dessus  quand  on  consider  toutes  les  direc¬ 
tions  possibles  autour  du  point.  En  chaque  point  il  y  a  ordinairetnent  deux  directions  pour 
lesquelles  le  cisaillement  effectif  est  atteint.  Les  lignes  tangent  es  a  ces  directions  sunt  les  lignes 


de  rupture.  Les  lignes  de  tensions  principalcs  bissectent  les  lignes  de  rupture. 

Le  coefficient  de  frottement  interne  ayant  eie  admis  egal  a  t  d  apirs  certains  essais  de 
Considere  sur  l’ecrasement  des  primes  sounxis  a  une  compression  laterale,  on  en  deduit  facile- 
ment  1  angle  de  220  30'  entre  les  lignes  de  compression  principale  et  les  deux  lignes  de  rupture 
correspondantes.  (Voir  la  moitie  de  droite  de  la  figure  9,  planche  Ilia.)  Les  lignes  de  rupture 
probable  seront  vraisemblablernent  celles  pour  lesquelles  la  valeur  moyenne  du  cUuillemcnt  effect  if 
tout  le  long  de  la  ligne  sera  maximum.  Cette  valeur  moyenne  elant  dailleurs  notablement  infe- 
rieure  a  la  valeur  du  cisaillement  effectif  sans  friction  sur  les  bases,  on  expiiquerait  ainsi  et 
l’origine  de  la  double  pyramide  lors  de  1  ecrasement  et  laccroissenumt  de  resistance  ties  cubes  a 


la  compression  par  rapport  aux  primes  plus  allonges. 

,  Pour  terminer>  notons  que  la  methode  des  equations  integrates  xappiique  a  beaucoup 
d  autres  problemes,  par  exemple  aux  disques  multiplement  connexes,  aux  plaques  chargees 

normalement  a  leui  plan  etc.,  mais  les  formules  et  par  consequent  les  ealeuls  sentient  passable 
ment  plus  longs. 


Em  Gegenstuck  zum  Ritzschen  Verfahren 

Von  E.  Trefftz,  Dresden 


Wenn  man  zur  Losung  der  ersten  Randwertaufgabe  (gegebene  Randwerte)  partieller 
Differentialgleichungen  das  sogenannte  «RiTZsche  Verfahren»  benutzt,  welches  die  Minimal- 
eigenschaften  der  Losung  zu  ihrer  zahlenmaBigen  Darstellung  heranzieht,  so  ist  das  natur- 
gemafie  MaB  fiir  die  Giite  der  Annaherung  der  Betrag,  um  welchen  das  fiir  die  Naherungs- 
funktion  berechnete  Minimalintegral  von  dem  durch  die  wahre  Losung  erreichten  Minimal- 
werte  abweicht.  Das  RiTZsche  Verfahren  liefert  aber  zunachst  keine  Moglichkeit,  diese  Ab- 
weichung  zu  bestimmen  Oder  wenigstens  in  Grenzen  einzuschliefien,  denn  da  alle  Naherungs- 
werte  fiir  das  Minimalintegral  zu  grofi  sind,  wird  fiir  den  wahren  Wert  desselben  nur  eine 
obere,  aber  keine  untere  Grenze  gefunden.  —  Es  ist  das  Ziel  der  folgenden  Betrachtungen, 
ein  Analogon  zum  RiTZschen  Verfahren  aufzuzeigen,  durch  welches  der  Wert  des  Minimal- 
integrals  von  unten  approximiert  wird,  so  daB  durch  das  Verfahren  von  Ritz  einerseits  und 
das  neue  Verfahren  andererseits  das  Minimalintegral  in  Grenzen  eingeschlossen  wird.  Fiir  die 
praktische  Rechnung  ist  das  in  alien  den  Fallen  von  besonderer  Wichtigkeit,  wo  es  in  erster 
Linie  auf  den  Wert  dieses  Integrals  ankommt. 

Der  Einfachheit  wegen  lege  ich  meine  Methode  am  Beispiel  der  ersten  Randwert¬ 
aufgabe  der  ebenen  Potentialtheorie  dar,  sie  laBt  sich  ohne  weiteres  auf  andere  Differential¬ 
gleichungen  iibertragen. 

Haben  wir  die  Aufgabe,  die  Potentialfunktion  u  zu  bestimmen,  welche  auf  der  Rand- 
kurve  K  eines  gegebenen  Gebietes  G  die  vorgeschriebenen  Randwerte  u  =  g  (s)  annimmt, 
so  verfahren  wir  nach  Ritz  folgendermaBen: 

Wir  setzen  die  Naherungslosung  in  der  Form 

n 

V  (*,  y)  =  g  y)  +  s  ch  qh  {x,y)  .  ( I ) 

an,  wo  g  (x,  y )  eine  Funktion  ist,  welche  die  vorgeschriebenen  Randwerte  auf  K  annimmt, 
und  die  qh  (x,  y)  Funktionen  sind,  welche  auf  K  verschwinden.  v  (x,  y)  erfiillt  dann  fur 
beliebige  Werte  der  Koeffizienten  c  die  Randbedingungen,  die  ch  werden  so  bestimmt,  dafl 
das  fiir  v  gebildete  DiRXCHLETsche  Integral  moglichst  klein  wird.  Bezeichnen  wir  jetzt  mit 
f  (x,  y)  den  Fehler  der  Approximation 

f  (x,  y)  =  v  (x,  y)  —  u  (x,  y)  .  (2) 


so  wird  auf  dem  Rande  f  =  0  und  wir  erhalten 

ffgta-d^v  dx  dy  =  ff  grad2  u  dx  dy  -^2  jj  grad  u  grad  f  dx dy  -(-  jf  grad2  f  dx  dy  (3) 

=  jj  grad  2  u  dx  dy  -j-  jj  grad 2  f  dx  dy 


da  das 


Integral  J  J grad  u  grad  f  dx  dy  —  J  f  ^  ds  —  J  j  f  A  u  dx 


dy  =  o .  (4) 


verschwindet;  (v  ist  die  auBere  Normale  der  Randkurve). 

Dies  fiihrt  uns  zu  einer  etwas  modifizierten  Form  des  Minimalproblems.  Da  namlich 
das  DiRiCHLETSche  Integral  yy’grad2  v  dxdy  und  das  Integral  fiber  das  Quadrat  des  Fehler- 
gradienten  jj  grad2  f  dxdy  sich  nur  um  den  konstanten  Wert  des  DiRlCHLETSchen  Integrals  der 
wahren  Losung  unterscheiden,  so  wird  bei  dem  Ritzschen  Verfahren  mit  dem  Integral 
yy'grad2  v  dxdy  auch  das  Integral  F  =  jj  grad2  f  dxdy  ein  Minimum.  Das  Ritzsche  Verfahren 
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liefHt  aiso  unter  a.,«  Fu„k.ione„  der  Form  <0  dicje„iee,  fur  «dd«  d»  In.c*nd  ul.er  das 

Quadrat  dea  FehlergradimM  %vir  soforl  *u  rim™  Aualogon 

Wenn  wir  von  dieser  Formuher  g  nicht  wit.  iK.{  Ritx  .lurch  Iumktionen  ap- 

des  Ritzschen  Vcrfahrens,  rn’em  wn  niigcnj  abcr  .lie  1  lift  emit  ialglcidmng  nicht  er- 

proximieren,  welche  den  an  .  welche  die  Different  ialgloiehung  befriedigeu,  aber 

fullen,  sondern  solche  un <10nen  eine  Vcrallgemcineiung  der  khissischen  Methode 

nicht  die  Randbedingung.  Das  .  t  offenbar  k .  £  ^  ^ 

der  Entwicklung  nach  Partikularlosungen  _  Utsacm.ui 
lungen  als  Spezialfalle  in  unserer  Methode  entlultcn. 

Wir  machen  also  einen  Ansatz 

w  (x,  y)  =  2  ch  ph  (a',  /)  .  (5) 

wo  die  fi  (X,  y )  Potentialfunktionen  sind,  und  best  minion  die  Koethzu-nten  r  so,  daB  das 
Integral  fiber  das  Quadrat  des  Fehlergradienten 

F  =  ffg rad2  fdx dy  ~  //'grad 2  (*e  —  u)  dx  dv .  (6) 

moglichst  klein  wird  (w  ist  die  wahre  Lcisung).  Ks  umO  also 


~  =  2  J  |*  grad  («•  —  a)  grad  dx  dy 


sein.  Hier  ist 


£-**«»  - 


Eine  Integration  nach  dem  Gxussschen  Satze  liefert,  wenn  v  die  aubere  Normale  ist, 
j  J  grad  (w  —  u)  grad  ph  dx  dy  =  (re  ft)  ^  ds  a) 


dv 


dies  sind  n  lineare  Gleichungen  ffir  die  n  Koeffizienten  r,  da  auf  dem  Ramie  die  Werte  von 
u  =  g  (s)  gegeben  sind. 

DaB  bei  dieser  Art  der  Approximation  das  DlKUrHl.KTsehe  Integral  zu  klein  Iteraus- 
kommt,  ist  von  vornherein  zu  erwarten,  weil  das  bei  den  kla-’M-when  Reiheiientv  kklungm 
stets  der  Fall  ist,  eine  einfache  Rechnung  best  Sit  igl  es.  K>  ist,  wenn  wiedet  f  den  Kehler 
bezeichnet 

jj' grad2  udx  dy=:  jj' grad ^wdxdy  —  2  jj grad  w  gtsi d  f  dx  dy  fj  ^  ^9 

Das  mittlere  Integral  der  rechten  Seite  verschwintkt,  dnui  m  inf 

j  J  grad  w  grad  fdx  dy  =  J  fj~  ds  sv:  2  j  {&'  —  //)  ^  ds  . , .  0C 

und  die  cp  waren  gerade  so  bestimmt,  daB  dies  null  wird.  Also  wild 

jj~ grad 2  w  dx  dy  —  jj' grad2  u  dx  dy  — j^’grad5*  fdx  dy  <'  ^‘grada  tt  dx  dy  (**) 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 


Fur  die  praktische  Rechnung  hat  unser  Verfahren  vor(  dem  RiTZschen  den  Vorzug,  daB 
man  keine  Funktion  zu  suchen  hat,  welche  die  Randbedingungen  befriedigt,  was  nicht  immer 
einfach  ist.  AuBerdem  ist  die  Fehlerschatzung  vereinfacht:  der  grofite  Fehler  liegt  auf  der 
Randkurve.  Der  Konvergenzbeweis  ist,  wenn  man  die  Existenz  der  Losung  voraussetzt,  leicht 
zu  fiihren,  mit  den  Funktionswerten  konvergieren  auch  samtliche*  Ableitungen  im  Innern  des 
Gebietes. 

Man  kann  sowohl  die  RiTZsche  als  die  neue  Methode  noch  etwas  erweitern,  wenn  man 
im  Innern  des  Gebietes  Unstetigkeiten  zulafit.  Ich  will  das  nur  an  einem  ganz  einfachen 
Beispiel  erlautern,  weil  diese  Ueberlegungen  nur  bei  einfachen  Fallen  prak¬ 
tische  Bedeutung  besitzen.  Wir  nehmen  an,  das  Gebiet,  fur  welches  die 
Randwertaufgabe  zu  losen  ist,  bestehe  aus  zwei  Rechtecken,  welche  langs 
einer  Strecke  A — B  zusammenstoBen  (etwa  der  Querschnitt  eines  T- 
Tragers).  Diejenigen  Randstiicke  der  Rechtecke,  wo  sie  nicht  aneinander- 
stoBen,  nennen  wir  den  «  AuBenrand  »,  die  Strecke  A — B  den  «Innenrand». 

Das  Koordinatensystem  legen  wir  so,  daB  A  der  Koordinatenanfang  ist,  B  (bei  x  =  b)  auf  der 
jr-Achse  liegt. 

Ritzsches  Verfahren .  Waren  langs  A — B  die  Funktionswerte  u  bekannt,  so  ware  die 
Randwertaufgabe  durch  Einzelbehandlung  der  beiden  Rechtecke  zu  losen.  Da  sie  nicht  bekannt 
sind,  so  approximieren  wir  sie  mit  zunachst  unbekannten  Koeffizienten  durch  geeignete  Funk- 
tionen  hQ)  hx  usw.  in  der  Form 

v  (x)  =  h0  -j-  2  c p  h^{x)  .  (12) 

Jetzt  bestimmen  wir  die  Potentialfunktionen  qQ,  qv  q2  usw.,  welche  die  folgenden  Randbe¬ 
dingungen  erfiillen 

q0  habe  am  AuBenrand  die  vorgeschriebenen  Randwerte,  am  Innenrand  A — B  die  Werte  0 
q9  habe  am  AuBenrand  die  Werte  o,  am  Innenrand  A — B  die  Werte  Ap  (x). 

Diese  Funktionen  q9  (x,  y)  sind  fur  jedes  Rechteck  durch  Losung  der  Randwertaufgabe  in 
bekannter  Weise  zu  finden.  Langs  A — B  sind  sie  zwar  stetig,  haben  aber  einen  Sprung  in 
der  Normalableitung.  Nun  nehmen  wir  als  Naherungslosung 

n 

v{x,y)  =  qQ  (x,y)  +  S  cpqp(x,y)  .  (14) 


Abb.  1. 


und  bestimmen  die  Koeffizienten  c  so,  dafi  das  DiRXCHLETsche  Integral  fur  das  Gesamtgebiet 
einen  moglichst  kleinen  Wert  bekommt.  Der  Wert  dieses  Integrals  wird  fiir  die  Naherungs¬ 
losung  zu  grofi,  da  jede  stetige  und  stiickweise  differenzierbare  Funktion,  welche  die  Rand¬ 
werte  am  AuBenrand  annimmt,  einen  zu  groBen  Wert  des  Minimalintegrals  liefert,  wenn  sie' 
nicht  die  Losung  darstellt. 

Analogie  zum  Ritzschen  Verfahren.  Waren  langs  A — B  die  Werte  der  Normalableitung 

4^-  bekannt,  so  ware  wieder  die  Randwertaufgabe  durch  Einzelbehandlung  der  beiden  Recht- 
dv 

ecke  losbar.  Da  sie  nicht  bekannt  sind,  so  approximieren  wir  sie  mit  zunachst  unbekannten 
Beiwerten  durch  geeignete  Funktionen  kv  k2  usw.  in  der  Form 


bzv 

by 


=  2  cp  {*) 


(15) 


und  bestimmen  die  Potentialfunktionen  p0,  pv  p2  usw.,  welche  die  folgenden  Randbedingungen 
erfiillen 
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Rand  werte, 


o 


(16) 


/P 


Po  habe  am  AuBenrande  die  vorgeschriebenen  Ka:  ^ 

am  Innenrande  A — B  die  Wcrtc  tier  Normalableitung  ^ 

habe  am  AuBenrande  die  Werte  o, 

am  Innenrande  die  Werte  der  Normalableitung  -J  -  ( 

_  ,  .  •  ,  air  ;„,w  Rechteck  uach  bekannten  Methuden  /u  linden,  sic  siiul 

Diese  Funktionen  sind  fur  jcdes  wumu  .  . 

.  .  ,  |.  r  stelige  Nonnalablettung.  \un  ndmien  wir  als 

langs  A — B  unstetig,  haben  abei  dastlbst  Muigr 

Naherungslosung 

w  (x,y)  =A>  (•*•»/)  *4*  ‘p^V  . .  (*7) 

v  tf,  r  m  eh  ft  ,|as  Integral  iiber  das  (  hiadrat  des  b'chlngradienten 

und  bestimmen  die  Koeffizienten  c  so,  dan  uas  irmgi.t 

p  —  lfgra.il "  (a'  —  l/)  dx  'O' 

moglichst  klein  wil'd,  wo  „  wider  dic'walire  Vmm*  »*.  '  *>  ‘ : 

lfgr&d{tv—-u)grAi\pli{x,y)dx  dy  <»  .  (18) 

Dieses  Integral  wird  dutch  par.ielle  Integra, inn  tungriorm.  l  it,  -...wol.l  .,1.  v  I'otrntial. 

funktionen  find,  fallen  die  Fliicho,. integrals  fort,  e-  Idetl.t  . . in  lf"l"  heeltterke  a, 

erstreckende  Randintegral 

,1  .  ,,,  ( jy) 


(«' 


It)  "  d.<  <> 

(IV 


ubrig  Von  diesem  fallen  wiecler  die  iiber  den  .AuBemaml  •  /«  nehmen.len  Tele  tort,  wed 
bier  m  =  ze  ist,  so  daB  das  Integral  nur  noch  iiber  die  Strcekc  .  I  U  /»  md.men  .*4,  und  z.war 
je  einmal  fiir  jedes  Rechteck.  Hezoiclmen  wir  die  Werte  der  1-unktmnen  p,  (x,  ,v)  nut 
Pm(x>y)  un-d  p  (x,y),  je  nachdem  wir  uns  der  Strecke  .1  H  van  dem  Redneck  t  <»ier  detn 


Rechteck  2  her 


nahern,  so  wird  das  Integral,  da  fiir  das  Rechteck  1  I'ichr  -lie  Ahh.i 


fiir  das  Rechteck  2 


ist, 


«* 

!; 

...  (201) 

rtv 

m* 

h ... 

...  (20«) 

dv 

t\v 

1 

1 

*8 

1? 

~ it)kkdx  /Wh- 

i 

•iW')iy/b  n  ... 

...  ^') 

Die  unbekannten  Werte  von  u  helien  sich  also  wegeu  'lei  Stetigkeit  dei  Nmnialableitung 
heraus,  und  es  bleiben  zur  Bestiintnung  der  Kwflkienien  r,(  die  <  ihiclmngeii 

+  0  .  (22) 

iibrig.  DaB  das  DiRicHLETSche  Integral  wirklich  zu  klein  wird,  folgt  ans  dett  glciehen  par- 
tiellen  Integrationen,  die  zu  diesen  Gleichungen  gefiihrt  liaben,  Ks  At  namlich 
jfjgrad2  u  dxdy  —  jf grad2  w dx dy —  2 jf/grad  ?»•  grad  (71*  — -  tlx  dy  j  j/’g rada  (»v tt)dxdy 

Das  mittlere  Integral  der  rechten  Seite  wird 

jf  grad  (w  —  u)  grad />„  dx  dy  35  cp  //  grad  (sv  —  ft)  grad  < i »  dy 


1 84 


Die  Summe  verschwindet  nach  Gleichung  (18).  Das  erste  Integral  wird  gleich  dem  Rand- 
integral 


bf( 

and  dieses  verschwindet,  da  am  AuBenrande  w  =  u  und  langs  A — B 


=  o  ist. 


Also  ist  tatsachlich 


jj' grad 2  w  dx  dy  ~  JJ' grad 2  u  dx  dy  —  fj* grad 2  (w  —  u)  dx  dy  grad 2  u  dx  dy  (23) 


Anwendungen.  Berechnung  der  Torsionsfestigkeit  prismatischer  Stabe. 

Zur  Erlauterung  des  Gesagten  nehmen  wir  zunachst  ein  ganz  einfaches  Beispiel,  die 
Berechnung  der  Torsionsfestigkeit  eines  Stabes  von  quadratischem  Querschnitt.  Gegeben  sei 
ein  prismatischer  Stab,  der  durch  ein  Torsionsmoment  M  auf  Verdrehung  beansprucht  sei. 
In  den  quadratischen  Querschnitt  legen  wir  ein  Koordinatensystem  derart,  daB  der  Koordi- 
natenanfang  mit  dem  Mittelpunkte  des  Quadrates  zusammenfallt  und  die  Axen  den  Seiten 
parallel  sind.  Die  Lange  der  Seiten  sei  2a.  Die  von  den  Querschnittsebenen  ubertragenen 
Schubspannungen  lassen  sich  dann  durch  eine  Spannungsfunktion  in  der  Form 


_ bty  _ _ <ihj> 

“  b^  ’  by 


(24) 


ableiten.  Das  Gleichgewicht  der  Randelemente  erfordert  am  Rande  <|>  =  const  oder,  da  diese 
Konstante  unwesentlich  ist, 

t]>  =  o  . ,  •••  (25) 


Zur  Bestimmung  von  haben  wir  das  folgende  Variationsproblem:  Es  ist  die  Funktion  <J) 
mit  den  Randwerten  "  o  so  zu  bestimmen,  dab  bei  gegebcnem  Torsionsmoment 


die  Formanderungsarbeit  pro  Langeneinheit  des  Stabes 

A  =  2-J  J (t*  +  tj)  dx  dy  =  j  grad2  <|>  dx  dy  ...  .  (27) 

moglichst  klein  wird.  Ist  dies  Variationsproblem  gelost,  so  erhalten  wir  die  Verdrehung  co 
der  Langeneinheit  aus  der  Beziehung 

2  A  =  M •  a)  .  (2^) 

Zur  Bestimmung  von  co  geniigt  also  die  Kenntnis  des  Minimalintegrals  bei  gegebcnem  Moment  M. 

Ansatz  nach  Ritz.  Machen  wir  unter  Beriicksichtigung  der  Symmetriebedingungen 
und  der  Randbedingung  den  Ansatz 

=  (x-  —  a2)  (y2  —  a2)  { a  a2  -f  (3  (x2  +  y2) }  .  (29) 

so  wird  das  Torsionsmoment 

M  =  —  a8  j  10  a  -4-  4  3  .  (3°) 

45  j  j 

und  die  Formanderungsarbeit 

A  —  i\10S  a*  +  72aP  +  44P3] .  (31) 
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I 


Bestimmen  wir  a  unci  p 

moglichst  klein  wird,  so  crhalten 


E.  Trb  v  v t z H_R  *;'■ s ) '  '■  N  ,  . 

und  0  so,  dafi  M  gotfobfurm  M  •'»“•»»  'lie  FoHiuindmtngsarbeit 

rhalten  wir 

7.1  X  .  i  5  X  ,  , 

«=»,•*>  «.<  . (32> 


,  ein  LAGHANOEscher  Faktor  is.,  *r  M>  «»  *•"  . . 


berechnet.  Eliminieren  wi 


Dieser  Nahrungswert  fi 
durch  einen  Stern,  so  ist  also 


Das  Verfahren  des  l' I 
die  Differentialgleichung 

fiir  die  Randbedingung  <[»-»> 
zu  integrieren. 

Setzen  wir  also 


.  4r*  ” F  . 

"  i<; .  Si  «>  </* 

.  (33) 

it  sick 

ft  X  F>f 1/“ 

;oo  a  t «’k 

.  (34) 

,t  sidin'  /»  H>'/ 

’tntitfiMt  wit  *!iii  wahrcrn  Wert 

Vs 

-aI/.w- 

. (35) 

I  / 

«>■  (iti  . 

. .  m 

Das  Miuim.dl'i't'tl'  <"  >' 

,1  i4ru  Uwi  i  >»;:  iiisf  drr  Au%ibe, 

A  4 


‘(.;a  -] 


(C  ist  dabei  der  UmMmd*  ft***  fu«  4*  N, ^ 

ist  die  Potentialfunktiou  k  «»  »*  ,U>  * 5.  -«»  'F ...  K-md.-  •*  V\ n  -  *  ■ * 

Wir  machen  untcr  Heriicksichtigung  dr,  Sworn*, ,,<•  d.n  V^,  m  .,<  * 

4,  —  r j rr*  a s  |  «».»»  »*  ■.  '  **  j  . *  w 

Der  Koeffizient  a  best  taunt  wrtm  «»,  .•  *  ,•  •/  •  .*  (■  ,Um 

oben  gcgebenen  Verfahren  aus  , In  Hrdingmn*,  d.,U  „n-i  U,.n  l  /„  .  Mmirnde  intCRral 

I’jrf®  r*  +  *^1'^  ^  *'  •**  "*  ""  ^ 


lllli 

— 


wird.  Die  Ausfiihrung  der  Rechmmg  Sirfrrt 

«  V*«  ... 

Daraus  folgt 

u~**»,*  . 

>« 

und 

,  t  '* 


...  M" 


If;*-. 

H 


m 


E.  Trefftz,  Dresden 


also  nach  Elimination  von  C 


2  A  = 


135  M2 


304  Gcfi 

Dieser  N aherungs  wert  ist  sicher  zu  klein,  der  wahre  Wert  2 A*  wird  also 

M2 


2A*  =  M-u>  0.4441 


Ga * 


Nehmen  wir  also  als  Naherungswert 

-  o)  =  0.4446 

so  ist  der  Fehler  kleiner  als  1,4  °/00  oder  —  °/0. 


M 
Ga * 


(43) 


(44) 


(45) 


Das  Winkeleisen.  Nach  der  oben  angegebenen  Erweiterung  habe  ich  ferner  in  erster 
Naherung  die  Torsionsfestigkeit  eines  gleichschenkligen  Winkeleisens  abgeschatzt  und  zwar 
fur  den  bei  normalen  Profilen  vorkommenden  ungiinstigsten  Fall,  wo  das  Verhaltnis  der 
Schenkelbreite  zur  Schenkellange  x  :  5  ist.  Ich  lege  das  Koordinatensystem  entlang  den  Innen- 
kanten  der  Schenkel  mit  dem  Anfangspunkt  in  der  inneren  Ecke.  Von  der  Abrundung  der 
Ecken  wird  abgesehen. 

Zunachst  berechne  ich  die  Formanderungsarbeit*  bei  gegebenem  Moment  so,  als  ob  das 
Winkeleisen  aus  zwei  getrennten,  langs  0 — A  (siehe  Abb.  2)  zusammen- 
stoBenden  Rechtecken  bestiinde.  Das  ergibt  eine  Spannungsfunktion,  die 
langs  0 — A  statt  der  wahren  Werte  den.  Wert  Null  annimmt,  aber  stetig  und 
in  beiden  Rechtecken  differenzierbar  ist.  Sie  ist  also  eine  fur  das  Minimal- 
problem  konkurrenzfahige  Funktion  im  Sinne  des  RiTZschen  Verfahrens  und 
liefert  somit  einen  zu  groBen  Wert  fur  die  Formanderungsarbeit.  Die  Aus- 
rechnung  ergibt 

M 

co  <0.388- 


Abb.  2. 


Gdt 


(46) 


Setzen  wir  jetzt  das  Gebiet  aus  zwei  Rechtecken  und  einem  Quadrat  zusammen,  die 
langs  0 — A  und  0 — A'  zusammenstofien,  und  bestimmen  die  Spannungsfunktionen  in  den 
Teilgebieten  so,  daB  an  den  Trennungslinien  die  Normalableitung  verschwindet,  so  erhalten 
wir  —  wie  man  am  besten  durch  direkte  Rechnung  bestatigt,  —  einen  zu  kleinen  Wert  fiir  A. 
Diese  Spannungsfunktion  ist  in  den  beiden  Rechtecken  gleich  der  Spannungsfunktion  fiir  ein 
Rechteck  von  doppelter  Lange,  im  Quadrat  gleich  der  Spannungsfunktion  des  Quadrates  von 
doppelter  Seitenlange,  also  aus  den  bekannten  Formeln  fiir  das  Rechteck  zu  gewinnen.  Die 
Ausrechnung  ergibt 

M  ,  . 

W>°’3 2,2  Gd*  .  (47) 

Setzen  wir  also  als  Naherungswert  das  Mittel  aus  dem  zu  groBen  und  dem  zu  kleinen 
Wert  an 


id  =  0.360 


M 
Gd * 


(48) 


so  ist  der  Fehler  in  diesem  ungiinstigen  Falle  kleiner  als  8  %,  was  bei  der  Unsicherheit,  mit 
der  im  allgemeinen  der  Schubmodul  G  nur  gegeben  ist,  in  vielen  Fallen  ausreichen  diirfte. 
Es  ist  eine  geringe  Miihe,  eine  bessere  Approximation  z‘u  erzielen. 
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Ueber  die  Transversalschwingungen  von  Staben 
veranderlichen  Querschnitts 

Von  E.  Schwerin,  Berlin-  I  f  a  1  e  n  s  e  e 

Das  Problem  der  Transversalschwingungen  von  Staben  ungleichfonnigen  Ouersclmitts 
ist  seit  Kirchhoffs  beruhmter  Abhandlung  *)  Gegenstand  eingehender  l  hitersnchungen  ge- 
wesen.  Vogel2)  und  Mayer  zur  Capellen  3)  behandelten  insbesonderc*  die  Schwingungen  keil  - 
formiger  Stabe;  Morrow  4)  entwickelte  cin  Verfahren  sukzessiver  Miihenmg  und  Mononobe  &) 
untersuchte  kegelformige  Stabe. 

In  neuester  Zeit  hat  Hort  r>)  fur  die  Bestimnmng  der  Kigenfrequenzen  sdnvachver- 
jiingter  Stabe  ein  auf  RAYLEiGHsche  Gedankengange  zurtickgehendes,  praktisch  brauchbares 
Verfahren  entwickelt,  das  jedoch  bei  sehr  groBer  Veninderliehkeit  ties  Querschnitts,  wio  sie 
z.  B.  bei  den  Schaufeln  des  neuzeitlichen  Dampfturbinenbaues  haufig  vorkommt,  nicht  mehr 
genau  genug  ist.  Es  sei  dahcr  im  folgenden  ein  Verfahren  entwickelt,  das  sieli  auf  die  Theorie 
der  Integralgleichungen  mit  Kernen  vom  Polynom-Typus  stilt  zl  und  auch  fur  starkver jungle 
Stabe  geeignet  ist;  dieses  Verfahren  besitzt  auch  den  Vorzug,  dab  es  sidi  auf  den  praktisch 
wichtigen  Fall  des  Stabes  mit  clastischcr  Einspannung  leicht  verallgemeinern  liifit. 


A.  Einseitig  starr  eingespannter  Stab  mit  freiem  Ende 

I.  Aufstellung  der  Grundgleichungen. 

Fur  den  an  einem  Ende  eingespannten,  am  anderen  freien  Stab  fudge*  hrzcichnni  (Abb.  i); 
q  (x)  =  den  Querschnitt  an  der  Stelle  x, 
q0  =  den  Querschnitt  an  der  Stelle  u*  <>, 

/  (x)  =  das  Tragheitsmoment  an  der  Stelle  .r, 

JQ  =  das  Tragheitsmoment  an  der  Stelle  .r  o, 

I  =  die  Stablange, 

E  =  den  Elastizitatsmodul  des  Stabmaterials, 

q  =  yjg  =  die  Dichte  des  Stabmaterials, 
f  {x,  £)  =  die  Durchbiegung  an  der  Stelle  x  infolge  /' 


i  an  der  Stelle  q, 


ferner : 


7_  x  ,  £  -  y 

A~T5  5 .  7 ’  7 


Dann  lautet  die  bekannte  Integralgleichung  fur  die  Auslenkung  -  des  transversal  schwin- 
genden  Stabes  veranderlichen  Querschnitts,  jedoch  konstanter  Dichte: 


^  (^) = x  r1  cp  d)>  (i)  a-  (7,  i)  §  . 

J  0 

worm,  wenn  p  die  Kreisfrequenz  der  Schwingung  ist: 

*)  Wied.  Ann.  io  (1880),  S.  501. 

2)  F.  Vogel,  Diss.,  Berlin  1881. 

3)  Wied.  Ann.  33  (1881),  S.  661. 

;)  Phil-  M^g.  10  (1905),  S.  113. 

«!  ni'fTr  Math'  U-  Mech-  Bd'  B  Heft  6,  S.  449. 

)  D:flfgl.  d.  Ingemeurs,  S.  376  und  Proc.  of  the  Int.  Congr.  f.  Appl.  Mech.  Delft  ,924. 


(<: 
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E.  Schwerin,  Berlin-H alensee 


der  Eigenwert  der  Integralgleichung  (i) 


K(x,  f) 


n*,  f) 


00 .  (ia) 


y  (F)  —  9  (£)  —  Querschnittsverlauf  des  Stabes. 

9o 

Um  nun  die  Kernfunktion  K  (x,  f)  im  vorliegenden  Falle  zu  bestimmen,  beachten  wir, 
daB  die  Durchbiegung  f  (x,  E)  in  x  infolge  von  P  —  i  in  ^  nach  Mohr  aufgefafit  werden  kann, 

als  das  -^-fache  statische  Moment  der  zugehorigen,  im  Verhaltnis  des  veranderlichen  Tragheits- 

moments  reduzierten  Momentenflache  in  bezug  auf  den  Querschnitt  in  x.  Auf  diese  Weise 
erhalt  man  (Abb.  2) : 


fix,  5)  =  \  £ y  (5  -  «)  (X  -  tt)  du 


Zwecks  weiterer  Auswertung  wollen  wir  nun  noch  annehmen,  daB  gesetzt  werden  kann: 

A  =  1  +  ««  +  *««  («  =  j)  .  (3) 

d.  h.  daB  das  reziproke  Tragheitsmomentverhaltnis  durch  eine  Ausgleichsparabel  hinreichend  genau 
dargestellt  werden  kann,  was  z.  B.  fur  die  Scliaufeln  des  neuzeitlichen  Dampfturbinenbaues 


—  u 

*  =  1, 


J  (ti  - 0,25) 


"tt*  f-(t  -  u) 

'r*>  '  . 

Abb.  2. 


a  \  Tfs-0s7j) 
Abb.  3. 


stets  zutrifft,  wenn  iiber  die  Parameter  a,  b  in  geeigneter  Weise  verfiigt  wird.  Hierbei  hat 
sich  als  zweckmaBig  erwiesen,  a  und  b  so  zu  bestimmen,  daB  an  den  Stellen  u  z=z  0,25  und  0,75 

y 

die  wirklichen  Werte  von-^-mit  den  N aherungs  werten  itbereinstimmen,  d.  h.  zu  setzen  (Abb.  3)  : 


t+Mt)- 

3  \  J  / «  =  0,25 


3  V  J  J  u  =  0,25 

Bei  Einfiihrung  von  (3)  folgt  aus  (2) : 


A  (A) 

3  V  J  lit  =  0,75 

J/A) 

3  V  J  1  u  =  0,75 


und  nach  Maxwell: 


"b  6  +  i2 


H  ,  «|; 

6  +  12 


i  +  i£ 

1  '  r\ 


f(x,Z) 


w  I  V  /V 

12  '  20 


]  *  >  I 
] 


und  es  laBt  sich  daher  der  Kern  K  ( x,  Q  nach  (ia)  in  der  Form  schreiben: 

=  ^-^Cl)+^'/8(0  +^-/4©  +  ^-/5©  *<lJ 
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wo: 


12 


b^_ 

20 


ft  (i) : 


■ 


/;  (?) 


A  (£')■-■ 
bl- 


f- 


*53 

6 


12 


12 


4(f) 


20 


II.  Entwicklung  der  Kernfunktion  in  eine  Fouriersehe  Reihe. 

Um  nun  die  Integralgleichung  (i)  mit  deni  Kern  (4.)  zu  Insen,  .soli  hier  das  Goitr 
SATsche  7)  Verfahren  angewendet  werden,  das  darin  besteht,  <ien  Kern,  dm-  hier  ( Abb.  aus 
einem  gekriimmten,  in  x  =  o  eine  horizontale  Tangent e  hesitzenden  Zweig  .  /  /*•  untj  t’j 

in  B  tangential  sich  anschlieBenden  Stiick  B—C  besfcht,  in  eine  nach  Vielfaohrin  vun  x  fort 


.  \  .4 

If: 


'.21::  i 


t  7 

A  lib*  5, 

schreitende  JFouriersche  Reihe  zu  entwickeln.  1 1  iednrelt  erreidu  man,  dad  tier  Kent  dureh  eine 

einzige  fur  den  ganzen  Integrationsbereich  giiltige  Ktmkfion  .largest, dlf  win!,  also  dir  Tronnung 
des  ganzen  Bereichs  in  die  beiden  Zwoige  J-  <  jj  und  .r  >  §  cut  fa  lit.  Da  dam,  jedrs  <  Hied 
jener  Reihe  aus  dem  Produkt  einer  Funktion  von  £  und  rinrr  sol, dim  um  a-  brsfrht,  ka.m  die 

allgemeine'  Theorie  der  Integralgleichungen  mil  Kcrnm  vom  I'olvniun  Tvnus  in  \mvrndumr 
gebracht  werden.  8 

Bei  der  Losung  der  Gleichung  (i)  nach  dicsem  Vrrfalirm  ttii.de*  man  jrdorh,  wrnn  der 
Kern  (4)  in  ubheher  Weise  in  eine  Fourier-Reihe  mit  rinrr  drr  rrdu/irrtm  Stabliiiw  enf- 
sprechenden  Periode  entwickelt  wird,  infolge  ungmiigendrr  Konvrrgrnz  drr  rrstrrm  so  vielor 
Gheder  zur  Erreichung  geniigender  Genauigkeit  brdiirfrn,  dal.i  dir  ,, rakish,*  B,  and, bark, -it  in 
Frage  gesteUt  wird.  Hingegen  gelingt  es  _  und  dieser  Grdankr  lirgt  drn,  iolgmdm  /.ugrumle  - 
eine  rasche  Konvergenz  dadurch  zu  erreichcn,  dafi  man  als  (Vriodmlangr  niclit  dir  rrduzirrte 
Stablange,  sondern  das  Vierfache  derselben  ansidit,  also  nach  Abb.  5  drn  Km,  zwisdirn  „  und  r 

Kurvfin  E  nahezu  sl^sformigen  Kurvc  PPOCH  auffaBt.  Infnlgr  dr,  Svmmr.rir  dieser 
urve  in  bezug  auf  die  Einspannstelle  sowie  in  bezug  auf  dir  Acbsr  A 

nur  die  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen  _  _ 

Abb.  5  ersichtlich,  rasch  konvergieren  muB 

Setzt  man  demnach  an: 


von  —  •  —  enthaltcndt*  Rrihr, 


B  rrgibt  sich  eine 
dir  vvir  sclion  aus 


K(x,  |)  —  +  ,  cos  (2  m  -f*  1) 


re 


(5) 


wo: 


°  ^  ^  **m  + 1  ~T  ,4 &  ^ cos  C2  m  I  Ot? tfx 

______  —  a  1  3 

)  Vgl.  z.  B.  Ph.  Frank  u.  R.  v.  Mises,  Die  Diff.  u.  Integralgl.  d.  Mech.  u.  Phys.,  III.  Abachn. 
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so  ergibt  sich  in  langerer  Rechnung  folgende  Fourierdarstellung  des  Kerns: 

K&  I)  =  ^  .  |3  +  LZfft.v  -  A.f5 


i  —  a.  §  — 


6  *  '  12 

6b 


20 


Km 


x  + 


63 


AT  2 


c  os  (. Km  ■  l 


cos  (Km  •  1)  (6) 


TC 


WO 


if,*  =  (2  m  +  l)  -J-  m  —  o,  1,2... 


Nimmt  man  nun  ferner  fur  den  Querschnittsverlauf  analog  (3)  an: 

?(I)=:l^-  =  i+rI  +  42  . 

*0 

wo  zweckmaflig  wieder: 


16  _L  A  2 

c  --  ~  t  +  6  25—  t  T  0,75 


3 

^=+f-8To,2S- 


3 
_8_ 

2  T  0,78 


(7) 

(7a) 


so  laBt  sich  schlieBlich  (i)  in  der  Form  schreiben: 


worm : 


*1  =  1 


Xi  =  ^  (iTz*  #) 


__  _  00  _ 

(x)  -X/xr(9  •  *2 


s2  ,  + 


(ia) 


sz*' 


K* 


i—a%- 


6  b 


(1  +  a:£  +  b?—^)eos(m) 


K> 


2  (a  +  2  b  5) 


sin(Ki  I) 


(1  +  4  + ^I2) 


//I.  Integration  auf  Grund  der  Theorie  der  Integralgleichungen  mit  Kernen  vom 
Polynom-T  ypus . 

Zufolge  dieser  Theorie  8)  konnen  die  Eigenwerte  der  Integralgleichung 


*(*)  =  X /'*(!)  .2 

o  1 

als  Wurzeln  der  *  Gleichung  gewonnen  werden: 


(ia) 


v  —  A\\ 

A 12 

^13  • 

^21 

V  —  ^22 

—  ^23  • 

=  0 

(*=i)  ... 

(9) 

^31 

-^82 

v  —  ^33  • 

\  v/ 

8)  s.  Anm.  S.  2. 
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Am  n  - j  din  (%)  S5S;;/  {&)  dx  J  (lUj  11  .  1 ,  2y  3j  *  *  *  *  )  •  •  .  ...  *  ,  .  .  ,  ,  /  Jq 

0  ' 

In  langerer  Rechnung  liefert  die  Auswertung  (ler  bestimmten  Integrale  (io)  die  Wertc 
Am  -  in  der  Form: 


Am  n  —  Aqpi  n  +■  Jxm  n  •  &  +  Jb  m  n  *  h  "**1“  (rm  n  *  t>  ■  j  - 1 1 m  n  *  (I 

+■  I m  n '  ^  c  ■+  bim  n  *  (t  d  +■  L*m  M  *  h  &  |  Mb tn  u  *  h  d  , ,  * 


-  (ioa’ 


worin  die  Koeffizienten  bei  Beschrankung  auf  die  drei  ersten  Glieder  der  Fourier-Reihe  nach 
folgender  Tabelle  *)  sich  bestimmen: 


1  i  +12,500  +2,500  +0,833 

2  1  — 1J>937  —2,603  —0,914 

3  1  J— 0,492  j+0,062  +0,070 

1  2  +4,795  +0,817  +0,237 

1 2  2  —4,488  —0,830  —0,254 

3  2  —0,258  —0,602  +0,0115 

1  3  —7,276  —1,480  —0,480 

2  3  +6,911  +i,535  +o,S23 

3  3  +0,289  —0,026  —0,033 


+9,167  +7,222  |  1 ,94-1  I  1,5^7 

—8,826  — 6,989  — 2,040  --1,674 

—0,307  —0,2135  |  0,065  j  0,06.2 

+2,869  f  i,903  I  o,534  !  0,375 

-2,715  --1,815  — 0,549  -  0,388 

-0,135  —0,080  |  0,004  1  0,006 


-5,3375  —3,998 
-5,122  ■1-3,847 
-2,201  +0,141 


- 1,100  --0,841 
1,146  j  0,8785 
-0,024  — 0,0224 


I  o/>75 

—0,744 

j  0,063 

I  0465 

—0,178 
i  0,010 

--0,365 
I  0,596) 
-  0,028 


0,5655 

-0,627 

0,056 

0,121 

-0,1315 

0,009 


Um  also  die  Eigenwerte  X  zu  ermitteln,  hat  man  numm-hr  nur  notig,  y.imachsl  a,b,c,d 
nach  (3a)  und  (7a),  sodann  +„„nach  (10)  miter  Benutzuug  von  oi.igrr  Tal.rllr  z.n  hereclmen; 
die  Auflosung  der  aus  (9)  hcrvorgehemlen  kubischen  (deiehtmg: 

v®  ~  v2  [Au  +  A&  +  Am]  -j-  v  \AnAn  —  Av,An  ■  |  Au  ,43i(  —  J j  A.,.,  —  . A,, | 

—  [+1(^22  A33  -A32A2S)  +  A21  (A32  An  —  AV,AJ  j  •+(./,, ,.+(  — ,+,,+))  o  (U 

liefert  dann  die  drei  tiefsten  Zahlen  v„  v2,  v3  des  vorliegenden  Stal.es  und  hi.-raus; 


— j7= (/'•  1,2, 

rc  V  u*  Y  0  a.,  L*  x  1 


,’2'3 . > . 

-.worin  mt  die  Rayleighschcn  Wur/.-lti  ,l<-r  I V,  i. 

cos  ■  Cos  m,-  I  I  O 


reichenfer  f!  ^  A  ?r  GrUndt0n  mit  vorziiglieher,  der  1.  Ol.mtnn  mi.  volls.amlig  aus- 

berucksilie  l  -7  +  Kr  dCn  0l,er,on  ,lodl  ‘l;‘*  4-  ‘died  der  Konrier-keihe 

Am^tud^l T  “  Z  r  ^  ^  ,ler  H'  nu-fet  so  hoel,  iiegvn  und  so  geringe 

Ampht^n  besitzen,  dafi  che  obige  Anniiherung  praktisch  vollkonmn-u  geniigt. 

+)  AUe  Zah,enwerte  derselben  sind  mit  10- 2  zu  iaultipli*i«ren. 


E.  Schwerin,  Berlin-Halensee _ _ _ 

B.  Einseitig  starr  eingespannter,  schwach  verjiingter  Stab  mit  freiem  Ende 

Die  nach  obigem  durchzufiihrende  Rechenarbeit  lafit  sich  wesentlich  abkiirzen  in  dem 
praktisch  besonders  wichtigen  Fall  des  sehr  schwach  verjiingten  Stabes.  Bei  hinreichend  kleinen 
Werten  a,  b,  c,  d  werden  dann  namlich  deren  Produkte  klein  gegen  diese  Werte  selbst  sein, 
und  man  wird,  da  nach  obiger  Tabelle  Kmn  Lmn  Mmn  hochstens  von  gleicher  GroBenordnung 
wie  A^nnEmnFmnGmnHmnim.d,  dann  (ioa)  abkiirzen  konnen  in: 

A„tn  =  A0„„  a  -j-  Fmn  b  -f-  Gmnc  +  H,„ n  d  . (iob) 

wahrend  der  weitere  Rechnungsgang  wie  oben  sich  gestalten  wiirde. 

C.  Naherungsverfahren  fiir  den  starr  eingespannten  Stab  mit  ireiem  Ende 

Die  Zahlenwerte  der  vorstehenden  Tabelle  zeigen,  daB  mit  groBer  Annaherung 
,  ..  An  +  A21  +  Z!3,  =  o  A1S  +  A22  -\-AB2  =  o  An  +  ^23  +  -^33  —  0 

ist,  welche  Beziehungen  einem  Ersatz  der  unendlichen  Fourier-Reihe  (5)  durch  die  endliche 
Reihe: 

K(x,  f)  =  b0  +  bxcos  ---j  —  iK  +  ^1)  cos\  n  "7  . 

entsprechen  wurden. 

Dieser  Ansatz  erfiillt  die  beiden  Grenzbedingungen  an  der  besonders  wichtigen  Einspann- 
stelle  streng  und  auch  in  x  =  i  die  Bedingung  des  V erschwindens  des  Biegungsmomentes,  und 
Zahlenrechnungen  zeigen,  daB  der  Mangel  des  Nichtyerschwindens  der  Querkraft  in  x  —  i  durch 
die  genaue  Befriedigung  der  Bedingungen  in  x  =  o  aufgewogen,  die  Genauigkeit  der  N aliening 
also  nicht  herabgemindert  wird;  man  darf  also  dann  die  kubischc  Gleichung  (xi)  durch  die 
quadratische : 

v2  —  v  (An  +  A22  —  A1B  —  A2B)  +  A2B  (A12  —  An)  4“  A2 1  (Am  An)  A22  (An  J88)  =  o  (i  xa) 

ersetzen  und  erhalt  aus  deren  beiden  reellen  Wurzeln  vx,  2  nach  (12)  den  Grundton  und  I.  Oberton. 
Die  Rechenarbeit  wird  ohne  merklichc  EinbuBe  an  Genauigkeit  bei  diesem  Verfahren  wesentlich 
verringert. 

D.  Schwingungsformen  des  starr  eingespannten  Stabes  mit  freiem  Ende 

Aus  (1  a)  folgt: 

=  xx  (x)  +  &  •  x2  (x)  +  &  •  a;  (x)  -I- . . . 

worin : 

r  -  -  -  -  -  n  -  3- 

Ci  =  J  S/  (?)  *  (?)  d  E, ;  A\  (x)  =  1  Xs  (.v)  =  COS--  x  A\  (x)  =  cos  —  it-x 

o 

und  man  erhalt  aus  den  Bestimmungsgleichungen  der  Konstanten  C;  9) : 

C2 A^2  A1b  An  A2B  4-  v  A2B  Cs jj  12  A2l  4-  (v  —  A22)  (v  An) 

Ci  Ai2  A2B  A 22  Ald  4“  v  -^ia  ^1  -^12  ^22  ^13  4~  v  A  18 

Durch  (13)  und  (13  a)  sind  die  Schwingungsformen  vollstandig  bestimmt. 

9)  a.  a.  O.  (s.  Anm.  S.  2). 


(13) 


(13^) 
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E.  Schwerin,  Berlin-Halensee 

E.  Elastisch  nachgiebig  eingespannter  Stab  mit  freiem  Ende 

Das  im  Vorstehenden  durchgefuhrte  Verfahren  laBt  sich  durch  folgende  Ueberlegung 
in  sehr  iibersichtlicher  Weise  auf  den  Fall  elastischer  Nachgiebigkeit  und  Drehbarkeit  der  Ein- 
spannung  verallgemeinern : 

Bezeichnet  §0  die  Auflagersenkung  infolge  P  =  i,  so  wird  die  Wirkung  der  elastischeu 
Senkbarkeit  des  Auflagers  darin  bestehen,  daB  zu  den  bei  starrer  Lagerung  vorhandcnen  Durch- 
biegungen  iiberall  der  gleiche  Betrag  I  •  §0  hinzutritt  und  zwar  unabhangig  von  der  Stellung 
der  Last;  hingegen  wird,  wenn  den  Drehwinkel  der  Auflagertangcnte  unter  Wirkung  des 
Biegungsmomentes  i  bezeichnet,  infolge  der  elastischen  Drehbarkeit  die  Durchbiegung  in  x 
sich  umft0.i.  \  .x  erhohen.  Bei  linearer  Ueberlagerung  beider  Einflusse  erhalt  man  also  als 
Zuwachs  der  Durchbiegung:  y  =  §0  -j-  $0 .  i .  x .  f,  so  daB  der  Kern  (6)  jetzt  iibergeht  in: 

[K  (xt  §]  —  A0  s0  +  Wj  [sj]  +  W2  e2  +  A’  •  Es  .  (6a) 

wo: 


W°  x  ,n0  EJq  i  ~\(i  +  <+  f~^£2);  [sj  —  Ej  -J — 50  (i  -{-  c  J;  + d%*) 
und  alle  iibrigen  X  und  a  ungeandert  nach  (i  a)  sich  bestimmen. 

r  n..  Da.  STSt  TnUf  daS  Produkt  Xo  Bo  hinzukommt  und  s1  in  [g,]  iibergeht,  ist  wiederum 
dxe  Theorie  der  Integralgleichungen  mit  Kernen  vom  Polynom-Typus  anwendbar,  so  daB  man 

als  Bestimmungsgleichung  fiir  die  Eigenwerte  erhalt  /v  =  ~ j  : 


0 

1 

> 

4i 

A02 

> 

0 

1 

~(Au) 

~  (+2) 

A20 

—  An 

V  -^22 

^30 

4i 

^32 

f. 

00  60/ 

(20+1 

5  c-\-  12  d 

A01~  12  l 

■  (6  +  4  c 

'  +  3  d) 

■^02  (23,134  +  12,060  c  -f-  7,408  d)  •  IO-° 


4)3  —  “  0  (25,724+  19,3 10*  +  14,270^  •  I0-* 
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ferner: 

(Ai)=^n  +  ^^(6  +  3  c  +  2J) 

(a12)  =a12  4-  (63,662  +  23,134^  12,060  ■  10— 

{A^=Aa  + -^^2- (21,221  +  25,724£+  19,310^)-  10- =■ 

( — j^3~  (6  +  4c  +  3^)  +  Yio"  ^  ~l~  3  12  +  | 

Al0~~ '  +  /9,167  c  +  7,222  d  +  1,944  a  c  +  1,587  ad\  J 
\  \  -f-  0,675  b  c  +  0,565  bd  )  I 

l  8,826  +  2,040  a  +  0,744  b  -f-  6,989  c  4-  5,779  d\ 

A  — _ |  [  •  IO  2 

20  |  4-  1,674  a  c  4-  1,417  ad-\-  0,626  b  c  4- 0,54°^) 

0,307  4-  0,065  c-  4~  0*063  ^  —  0,2 14c  o,  159  d 

A  - |  . IQ  3 

30  j  _j_  0,062  ac-\-  0,058  ad  -f-  0,056  b  c  -f;  0,051  bd 

Es  sei  noch  bemerkt,  dafi  die  Rechnung  im  speziellen  Falle  $Q  =z  o  (reine  elastische  Senk- 
barkeit)  besonders  einfach  und  iibersichtlich  wird,  da  auch  die  Ordnung  der  Determinante  gegen- 
iiber  dem  festgelagerten  Stabe  sich  nicht  erhoht  und  nur  die  Beiwerte  (A11)  ,(A12)  (A13)  statt 
A n,  A12 ,  A13  einzusetzen  sind. 
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Sdiwingungen  elastischer  Seile 

Von  K.  Wolf,  Wien 

Bei  der  Anlage  von  elektrischen  Freiieitungen  miisson  die  Mastausleger  so  bemessen 
werden,  daB  unter  moglichst  ungunstigen  Vcrhaltnissen  bei  Schwingungen  die  Drahte  niclit 
einander  zu  nahe  kommen.  Man  verlangt  da  einen  Sicherheitsabstand  von  rurnl  j  o  C111  ffi_ 
iooo  V  Spannungsdifferenz  um  ein  Durchschlagen  des  Dielcktrikums  zu  verhiudenr  Bei  der 
Berechnung  der  Auslegerlange  verwendet  man  nun  meines  Wissens  ziemlich  willkurliche  emni- 
nsche  Formeln.  Es  durfte  daher  von  Interesse  sein,  fiir  einen  besonders  ungunstigen  ball  den 
Schwingungsvorgang  mathematisch  naher  zu  verfolgen  und  die  Ergebnisse  mit  einer  luiutiv 
verwendeten  empinschen  Faustformel  zu  vergleichen.  Als  ungiinstigster  Fall  nidge  jener  voraus 
geseBt  werden,  wo  bei  Vereisung  der  Seile  ttnd  bei  der  hypothetic  grdllten  seitiid.cn  Wfai' 
surke  das  Els  an  e.nem  der  Seile  plbtalicl.  Iierabfiillt  tmd  dieses  dadttrcl,  in  Sd,wi„g„„gc„ 
gera  ,  wahrend  an  den,  parallel  lanfenden  Seil  die  Eisbolaslung  „„d  die  tlanti,  bei  der  erdito 
Wmdstarke  vorhandene  Sehiefstellnng  nod,  erhalten  bleibt.  Das  Ergel.nis  miige  scl.tm  ied 
Mgefnhrt  werden:  Es  aeigt  sich,  daB  auch  bei  dicsem  extreme.,  Fail,  der  Abst.md  tier  Widen 
Serle,  der  notwendig  ist,  „„  eine  aiiar,  groBe  Anniiherung  an  verbindirn,  nrtr  mil  17  ff  '  r  fc 
angenommen  werden  miiBte,  als  es  die  in  Betracht  geaogene  empirisebe  For.nol  vcrlangt  ,„a, 
S’  mit  dieser  meis,  auskommen  wind.  Sollte  aber  besonders  siarke  Ancis.mg  der  1  eitm  “ 
es  sich  V°“  .erem,ZU  mVarten  Min-  z'  E'  W  "•  rinBtiilern  ans, eigen, let,  Haugen,  »  diirfie' 
D^dil  mst  Ilf  r?SeI“"J  gCZ“et™  Kaal'iiangsgang  praktisdi  anauwenden. 

wnrde  ,a  the  Easbeiastung  nur  die  Spannung,  aber  nieht  den  Durdtbang  iinde  “  - Tti  tZ 

tt 

-  Drab,  ais  ein  toiikommen^'e^ 

d.e  Spannkrait  S  in  demselben  dnreb  den  Ansdruek  *»#&_.)  gegeb™.  tvenn  ,  die 

BTjsoMdieeZug^teted^il«t''^^rTtol^Btol  '!  <k'‘'  ZuK-wr«l1'1 

weise  L  D  lauten  die  Bewcgungsgleichungcu  bekannter- 


c[(n-)rJ  + 


C)2u- 


der  Bdas,“,,s  ~ 

bedingung,  die  an  die  Stelle  der  Unaucrl  h  r  •  ^uei  schnittsemheit.  Die  Zusammenhangs- 
hinschreiben  Unausdehnbarkeitsbedingung  tritt,  wollen  wir  in  der  Form 


;[(£ 


(0 


<W  -r  \Ts 


daV 

dsj 


(xa) 


Abb.  1. 


ohne  wftar”  Nu"'  “  k6"“”  ™  <*0  Gl.ichnngen 

genen  elastischen  Seiles.V  =  o  Z Zl  ®eichf wicht  h°”»' 

x  >  1,  die  Ausdrlicke: 


_ _  y 

X  =  hx  -f  TV  V^2  +  a*  h  ,  _ _ 


(2) 
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Das  sind  also  die  Gleichungen  der  elastischen  Kettenlinie  mit  der  von  dem  tiefsten 
Punkt  an  gerechneten  Bogenlange  als  Parameter,  h  ist,  eine  Konstante,  die  Dehnung  im  tiefsten 

Punkt  der  Kurve,  a  =  also  Horizontalschub  durch  spez.  Belastung  wie  bei  der  gewohn- 


lichen  Kettenlinie.  Ist  der  Durchhang  nicht  allzu  groB,  so  konnen  wir,  wie  sonst,  diese  Kurve 


1 

durch  eine  Parabel  ersetzen,  y  =  — (i +//-),  deren  Parameter  sich  nur  um  den  Faktor — r~ 

2  cl  /  I  -f- 


h 


von  dem  Fall  der  gewohnlichen  Kettenlinie  unterscheidet. 

Um  die  kleinen  Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage  zu  untersuchen,  setzen  wir 

wie  iiblich  x  =  y  =  +  tj ,  a  =  ax  +  a*,  w0  kleine  GroBen  sind,  deren 

Quadrate  wir  vernachlassigen  und  xv  a19  die  die  Rulielage  charakterisierenden  Werte  sind. 
Mit  den  entsprechenden  Vernachlassigungen  erhalten  wir  dann 


(3) 


mit  der  Zusammenhangsbedingung 


I  ^22  _ dfi  ^ 

di1  (k  '  ds  bs  bs  bs  "* 


(3») 


Fuhrt  man  den  Winkel  a,  den  die  Tangente  an  die  Kettenlinie  in  der  Rulielage  mit  der 
„r-Achse  bildet,  als  die  unabhangige  und  die  kleine  Aenderung  <p  dieses  Winkels  als  die  ab- 

hangige  Variable  ein  und  setzt  man  noch  C°Sj  a » —  U,  so  bekommt  man  aus  obenstehenden 

Gleichungen,  wenn  man  nur  vertikale  Belastung  annimmt 


d  V2 


h 


Id2  U 


,^<p) . 


d2cp 


Y  bt2  h-\-cosa.  *  ^  ^  (  da2  ~dai’  v  bt2  g  cos  ot  ^  ^ 

p  ist  dabei  der  Krummungsradius  der  ruhenden  elastischen  Kettenlinie.  Aus  diesen  beiden 
Gleichungen  kann  man  noch  cp  eliminieren  und  man  erhalt  als  endgiiltige  Differentialgleichung 
fur  die  kleinen  Schwingungen  eines  nur  vertikal  belasteten  elastischen  Seiles  die  Gleichung 
4.  Ordnung 

d2  [b2U  p  h  d2  IT\ _  d  \ geos  a  b  ( a  tt_l_  b2U  p  b2U 


U  ^  +  ^2! 


(4) 


bt2  L  bt2  g  cos  a  (//  -\-  cos  a)  d/: 


da 


4  U- 


d  a2  g  cos  a  (h  cos  a)  bt s 


(s) 


Aus  dieser  konnte  man  U  berechnen,  dann  aus  der  ersten  oberen  cp. 

Diese  allgemeinen  Gleichungen  bieten  aber,  selbst  wenn  man  den  Durchhang  als  klein 
annimmt,  bei  ihrer  Losung  unter  den  Randbedingungen  der  gestellten  Aufgabe  zu  grofie 
Schwierigkeiten.  Wir  wollen  daher  direkt  von  den  Gleichungen  (1)  ausgehen  und  die  Voraus- 
setzung  machen,  daB  die  Bewegung  in  der  Horizontalen  gegeniiber  der  in  der  Vertikalen 
vernachlassigt  werden  kann,  was  nattirlich  nur  bei  geringem  Durchhang  erlaubt  ist.  Die,  Ver¬ 
nachlassigungen  diirfen  aber  nicht  soweit  gehen,  dafi  nur  die  Gleichung  fiir  die  gespannte 
Saite  iibrig  bleibt.  Tun  wir  das,  so  haben  wir 


da* 

bs  bx\ 
daA2  bs 


bat 

,  bs 


da*  j 

brj  ,  bs  dj/J  d2yj 

bs  '  ^daty2  bs  |  ^  bt 2 


(6) 
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Wir  ersetzen  die.  elastische  Kettenlinie  in  der  Gleichgewichtsiage  durch  ,i,„  r>  - 
wxe  schon  ausgefuhrt,  dann  erhalten  wir  aus  diesen  Gleiclmngeu  J  arabeI’ 

C%  d?‘  ^  ~  dJl  ’  wobci  c%  =  cine  Konstante 


und  f  (,)  eine.  beliebige  Funktion  der  Zeit  1st.  Wir  kbnnen,  worm  wir  „„r  .  , 

Schwingungen  ms  Auge  fassen,  die  Losung  in  der  Form  hinschreiben  Ktnsche 

V  =  V  00 

^  =  V  f  V,  (^v  v/+^v^v  t)  cos  1.  s  +  9  (,)  .  .  .  wo  9  (/ 1  <yJ  / 

gesetzt  ist.  Die  Willkiirlichkeit  von  <p  ( t )  Und  der  Konst -mien  1  ;> 

Z  7  ffIIUng  der  beniitzen.  Pn*e  S  ^  "7 

Ende  des  Sexles  miissen  dauernd  fest  bleiben:  j  ~  .  y.  t)  ,  ' ,  A  .  ^  Und 

Augenblick,  wo  die  gleichmaBige  Eisbelastung  abfallt,  mul.i  das  Seil  die  dieseMM-M  IUr 
sprechende  Parabel  bilden,  *  a, so  eine  quadratic  Funk, ion  s 

das  Seil  in  Ruhc  5tiu|  =  o  Ujc  ^  . .  . . .  tiiw 

noch  ubrig  bleibende  Willkiirlichkeit  der  Frequenz  v  Winn 

Wsbediw  nae„,„gs,«iSe  „  erfiiljen.  Wi'r  ui . 1  "T  v  7 

^  V°"  *  -  -  “  *  -  —  -  ^ ,,  ,  M  ,M<.  " 

-  —  m  u„g_  ^  w„„  wir  di(.  Womfa  . . . . .  ^ 

Vl'  9* . **  beZeiChnen>  50  bild™  die  Funktionen  cos  ^  ...  ein  <),■„ 

. 

n  00 

H=c  2 _ cos  e  a.  I  <0  c  \ 

_  —  »  0  +  *  W  C0S  ~~r  («*  '  -  rtV  9  J 

cr  alten,  eine  Reihe,  die  in  dem  Interval!  c  /  *  i  **o* 

giert.  Entsprechend  ist:  g  eichmafiig  uml  sugar  ziemlieh  rascli  konver- 


00  0 

9  '  =  C,  2  <*9„ 

1  »  =  .  T+17^7  cosi  * 


C  —  C2  2  - - 1 - (2  ^  +  i)  7c  ,  r  r*  f  tn 

n~o  (2n-\~  1)3  **  J/~  ^  +  l)  ms  %t 


Daraus  erkennt  man,  daB  alle  Punkte  e  *1  t  , 

dengrofiten  seitlichen  Ausschlag  -  £  zei  n  d-  “  “  ^  Kkklm'  ^‘i(i»tervall  Tr.=  A. 

h  ^ese  Ergebnisse  kdnnen  wir  LC  J  ^  ^  ^  ^ 
gabe  zu  Ibsen  und  den  Vergleich  mit  empiri' 77FT  77  die  gestellte  Auf- 

Ausleger  durchzufuhren.  Da  bei  einem  ^  dn  bd  dcr  B^echnung  der  Lange  der 

elastung  qw  das  Seil  in  einer  Ebene  bleibt  unT"  f  tlichci\  WlI‘ddruck  mit  der  speziellen 

um  einen  Winkel  (entsprechend  tfa=f*)h  ^  gCgCm,bcr  dcr  Vertikalen 

<h  CraUsdreht’  so  kann  die  elastische  Kettenlinie 


K.  Wolf,  Wien 


unter  dieser  Bedingung  genau  so  nach  Gl.  (2)  berechnet  werden  wie  die  in  der  Vertikalebene, 
nur  ist  die  spezifische  Belastung  q  jetzt  gleich  q  =  yj  q%x  ^iT.  1st  das  Seil  vereist,  so 
wird  es  wegen  des  dann  vorhandenen  grofieren  Winddruckes  noch  weiter  herausgedreht  und 
beim  Abfallen  des  Eises  fiihrt  es  dann  auch  seitliche  Schwingungen  um  die  dem  Winddruck 
ohne  Eis  entsprechende  Ebene  aus.  Wir  konnen  also  unsere  frtihere  Vertikalebene  durch  diese 
letztere  Ebene  ersetzen  und  die  fur  die  Vertikal-  und  seitlichen  Schwingungen  gefundenen 
Formeln  beniitzen,  um  zu  berechnen,  wie  nahe  dieses  Seil  dem  parallellaufenden  kommt,  das 
noch  die  Eisbelastung  tragt  und  sich  in  Ruhe  befindet.  In  dem  durchgerechneten  Beispiel  zeigt 

es  sich,  daB  die  tiefsten  Punkte  einander  am  nachsten  kommen,  im  allge-  — * _ 

meinen  Fall  sind  es  zwei  zur  Mitte  symmetrisch  liegende  Punktepaare.  /7l\  /\ 

Man  kann  so  die  kleinste  Entfernung  der  Aufhangepunkte  a  (Abb.  2)  be-  / /  !  /  ! 

rechnen,  die  zu  einem  gegebenen  Sicherheitsabstand  e  gehort.  Vergleicht  /'//  \/  | 

man  das  Ergebnis  mit  einer  der  in  der  Praxis  gebrauchten  Regeln,  etwa  '  /  "e"n  j 

mit  folgender:  «Man  bestimmt  den  Abstand  a  aus  dem  sogenannten  Abb.  2. 

Schwingungsbild  derart,  daB  die  tiefsten  Punkte  der  beiden  parallelen  Seile 
noch  den  Sicherheitsabstand  e  haben,  wenn  die  zwei  Seilebenen  gegeneinander  je  um  ein  Viertel 
des  Ablenkungswinkels  a  ,  der  bei  maximalem  Winddruck  (ohne  Eislast)  eintritt,  aus  der 
Vertikalebene  gedreht  sind  und  gleichzeitig  der  groBte  Durchhang  (etwa  bei  +  40  C)  auftritt», 
so  erhalt  man,  wie  schon  bemerkt,  ein  nicht  stark  abweichendes  Resultat.  Man  sieht  also,  daB 
diese  Faustregel  relativ  gute  Ergebnisse  fur  die  Lange  der  Ausleger  liefert. 
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Geofogische,  durch  Zern'iftvorg.i nw  rntstcinde 
Storungszo non  ,ds  I’roldcnu-  da'  °ne 
angewcindlon  Mcdwmik 


V  u  I!  I1!.  Sri, |1 
(liitvu  \i.lt,  i  ,1!)}' 


Tan- 1  IV 


Ich  bcfasse  mich  unler  au.Uiin  mi)  jTumuUI:;t •„  l 
der  Verformung  und  Zerstdrung,  die  ( IrGrinM,.,.,- ,*n  .t,..  ,  „  ’'V!.  ”  'l"' 

Verformung  und  Zerstbnmg  der  in  -In  TrduiT  7'  ,U:  »'  der 

steine),  die  man  im  Labontfnn'mu  mid  in  Nhtmui,,, l  ’' ’V  ‘  mid  G(v 

grenze  iibcrschreifendon  Beanspnirfump  milri  w  ii  f !.  ' '**' «  dir  b.lastizii^ts. 

Jnsbesomlere  knmmf  cs  mi,  d.u.uif  ,m,  dm  , ,  , 

tedung  der  Masmdeilc,  die  web  bd  d.-r  V.  ./  ’7*'  :11"!  ««»*  Ver- 

und  Zug  bezw.  hum  Zcrdnidv,,  und  An.,-',,,  ,  M  ,  j,  '* "  ;‘"f /barf 

der  merkwtirdigen,  offenbar  g.srl/m.dlig.,,  I,  ■.  V  "”w  '**  hri"W  *» 

lagcrtcr  Massenldfo,  die  in  duigm  W.h,  ,-w  ,,  U 

druclc-  bezun  ZcTrcudivurg;ing,,,i  Uhr,  !dd,<(,  im  ^  i  ”7  ’  v*»>  &r- 

fa,Ien-  . J  *  •»'-»  "^'mn^ntwn  a«f- 

_  Dim;  BdrachtungMvrisr  h.-druld  im  dn  «, ,.,.i  . . .  .  , 

krweiterung  der  Krk|jinmg!.mnK|Mill,-ji.ii  y, ’  ''  '  '"‘n!  f‘‘  "i,lr  MwUrmle 

pflegten  dicse  Wis«eiisdiafu*n  bd  dm  H)  'J  ’  '' ‘"’d  I *»-m,  hi.'-her 

Schervorgange  verschiedener  Art  ,  Gui ,  .  ''-'""'r  ■■'*>»  «M«r  fj* 

tungen  vcrschiedener  Art  anzum-bu.rn.  '  ”  ' '  »s«  »  pa|- 

v°rtrag:  International,*  gL^k!!!^.  t  -  ah  |4.v- U  ..U  -  Umr.  U.»m  im.  Problem, 

E.Sbidx,  Ueber  BmVfc,,.,  ,  *'  *M  M,ml  UiJ!  ■  ld.r,:n-sWhir 

Vortrag  auf  Einladung  de'r  «nd  rrfumumg, 


*)  E.  v.  MorSISOWrre  n  .  '  '  "  ^ 

VI/I  s.  ^  •  1  ,Sf  ^ll&  iiiii  4  *  ^  si 

t  ai,Un  d  liruh.-A,  Wien,  t875, 

jjHier  spottet  die  Nutm*  d^*r  '  i  , 

gWhloMpI6  7nd  cl°rfuktive aj;^r»r|(dr!rn  Iittui|^tii(!thodai; 

’  ^enn  n“’kts  srbeint  nt  “  '''’l’  lv"  * *■  *»***«  i"-inlteti,  dwl  bier  aus« 

E.  Sexdl,  Zva  Geolosae  un<l  r  .  .  '  ‘  ^  "  r<  *i>u  >  bnritimd^en  Gegen»;itee“ 

laugunga ~tterscheinf °rdrant?  der  1,11  ‘v,‘l{,illTr!<  ■  s*dd,r»r!h,,ti-(  b'birtr  der  Salatoek 

Zerreifivorzano-  ini  SelbslverJajf  de,  V  ,r  SakawfprrNwng  .Salzab- 

TOrgang  unter  Aufp^^  umJ  hU>m*  4n,m,  nl»  dtuti 

15q  K  ^  u,u  *-ttuu ndrh. 


m, 


E.  Seidl,  Berlin 


Kalisalz-Bergwerke  besonders  gut  aufgeschlossene  Storungszone  in  Mitteldeutschland  als  he- 
sonders  kennzeichnendes  Beispiel  naher  erlautert  3)  (Abb.  i  a,  i  b) . 


Abb.  la 

Geol.  Konstr.  A.  Mestwerdt  1909/10  5  Geol.  Karte  v.  Preufien  M.  1:25000  Blatt  Gr.-Twiilpstedt. 


Man  denke  sich  den  nicht  aufgeschlossenen  unteren  Teil  nach  Analogic  des  Querschnittes 
Abb.  ib  erganzt  (Aufrichten  der  untersten  Schichten  entsprechend  der  Herabsetzung  der 
obersten  Schichten  des  Trias- Jura-Deckgebirges  zu  beiden  Seiten  des  Salzstocks). 


Geol.  Konstr.  Th.  Schmierer  1908/09; 

Geol.  Karte  v.  Preuften  M.  1:25000  Blatt  Weferlingen,  SW-Teil,  erganzt  nach  Blatt  Helmstedt. 

Konstr.  der  Faltung  der  Salzlagerstatte  (projiziert)  E.  Seidl  nach  den  Bergbauaufschliissen  des  Kaliwerks  Burbach  1913. 


Querschnitt  durch  die  Salz-Stdrungszone  des  Oberen  Allertals 
(zwisdien  Magdeburg  und  Braunschweig), 

Aelteste  Erklarung:  als  Grabenbruch ;  spatere  Erklarung  als  Salzhorst  und  Salzablaugungszone ; 
Erklarung  E.  Seidl  1925  als  typische  Zerreifizone  mit  Salzaufpressung  und  Salzablaugung. 


In  dem  betreffenden,  von  dem  Oberlauf  der  Aller  durchflossenen  Storungsgebiet  (zwischen 
Magdeburg  und  Braunschweig)  tritt  eine  (etwa  2000  m  machtige)  Folge  geschichteter  Gesteins- 
massen  (vornehmlich  Kalkgesteine,  auch  Sand-  und  Tongesteine  der  Trias-  und  Juraformation) 
iiber  (etwa  500  m  machtigen)  Steinsalzmassen  (Permformation)  auf. 

Der  durch  den  tektonischen  Vorgang  (der  die  Storungszone  schuf)  einer  die  Elastizitats- 
grenze  iiberschreitenden  Beanspruchung  unterworfene  «Stoff»  besteht  also  in  physikalischer  Hin- 
sicht  aus  einer  Platte  verhaltnismafiig  sproder  «Deckgebirgs»-Schichten;  und  diese  lagert  auf 
einer  Steinsalzmasse,  die  sich  ihnen  gegeniiber  durch  eine  verhaltnismaBig  hohe  Plastizitat  (und 
geringes  spezifisches  Gewicht)  auszeichnet. 

3)  Bearbeiter  Oberes  Allertal  iibertage :  Th.  Schmierer,  O.  Mestwerdt,  W.  Koert  und  W.  Diene- 
mann,  Geologische  Karte  von  PreuBen  M.  1 : 25000,  Blatter  nebst  Erlauterungen  Gr.-Twiilpstedt,  Wefer- 
lingen,  Helmstedt,  Seehausen,  Hotensleben;  untertage:  Bergbaulicher  Teil  zu  Blatt  Weferlingen  (Kaliwerke 
Burbach  und  Walbeck)  von  E.  Seidl. 
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Die  Deckgebirgsplatte  konnte,  weil  sie  zuiolge  der  Ik.Ik-h  Pia-iiAiat  j|,rtT  r 
dieser  bewegbar  liegt,  durch  die  tektonisdien  Kriifte  nif'enMohilich  un,»hir‘i n<>i ^  a^°  ai'f 
ansprucht  werden.  Bei  Bctrachtung*  des  Storungsvorgangs  vennag  man  sidi  .hiiVmVr 7  ^ 
gebirgsplatte  (und  die  Salzmasse)  zu  beschninkon;  die  darunter  fulgvndrn  Td!  •  -I .  p.  • 
lassen  sich  praktisch  vernachliissigen.  '  1  ' 1  b*r(Iriude 

Ei“  nahere  Untersuchung  der  Massonvertoilung  tier  ve,sehiedenartiRen  di<.  I ), 
bildenden  Schxchten  ergibt  zunachst,  daB  die  landl;iu%  als  ..spn-dr"  ane.'s,.!,,.,,  L  r 
andstemmassen  durch  weitgehende  Unterteilung  in  BruehsttVke  und  durch  Verl-,,  °n'  uncJ 

ssrr  Umfo”""s  er“,e“  **i,c  *'**» 

Die  Gesamtverteilung  der  Massentcilc  in  dnn  Stf,nmesilt.r,.ieh  und  (i 
ordnung  der  Storungslinien  erweckt  augcnscheinlieh  den  Kiudruck  fobu-nd  XT'*'*-?  ** 
(Schema  Abb.  2) :  h  1  ‘  ^sni;i%kcit 

'•  te  Ma,erials:  u  ,  „  .  , 

der  Storungszone.  *  l,lSM  nn  I  weich 

2.  Insbesondere  cin  Zmvenig  an  Mas.se  der  mittlnni  far  tie 

. - 

.  bCZW-  8<lmn  Sdlidli™<  * 

Hauptkennmchen  der  Bruchzo^! vor^ffen  ^dh'.'durd!  .id'  ^  <lie 

grenze  hinaus  beansprucht  warden.  *  uhrr  dir  hlusti/Jtats- 


1 


H*fw 


^  tura 
o.undmj~  . 
rri.und  uj  '  r'as — 


Sd,a”  ““  ZOT^s:;r^r^w'!,',,,r 

Sf  5?^  ,mroha.ftrr  r  •»« 1 


Abb.  2 


vSSS  ?S  nesen  *  **  dl‘  -  ;,ber  fiir  -lie  vnrliegend 

g  ™g  der  Deckgebirgsmassen  auf  JalzLfpressune^nr  vl''’,  t 'l,‘  ,K''uIu<'n',,‘r .  ^elrng  de 

Zum  Vergleich  sei  urn  der  Analogic  „!;<  1  U  . ’’Sa  za  '  ;iu>;uf,^“  zuriirkzufnhren  ist  *) 
en  Beispielen  von  Zerteilungszonen  zerrissener  M*]  will™  untci 

iehen  lassen,  hier  eine  zerrissene  geschichtct  >  M  T  Mch  m,s  <lrr  Mat'-rialkimde  heran- 
„  ferartige  geschichtete  Metall !lT  3.  Tafel  IV). 

^  ****£%£>  “«  Z»'“* . . . .  Wcist 

gefflhrts).  h)  g  verb™den  wird.  Der  betreSi  ?  “"ScsdmlU^  uiul  mit  tliesen  me(*hanisel] 

- — Zerreiiversueh  wnrde  von  M.  looaotF  aus- 

stattenforschung.  Heft  26  7  und  Schachtabteufen  auf  Deutsdtm  tr  r  »  » 

5\  M  p  S  m  6j  1921<  i^uitMhcn  kalmalzlioratc^ii,  Arrhiv  ffir  Lager 

Pruf.Amt,:Berlinj:I8;5U?77hUngen  ^  Verbund*Wechen  aus  Kupfcr  und  Blei.  Mitt.  a.  d.  Mat 


E.  Seidl,  Berlin 


Man  ersieht  aus  der  Darstellung  im  Querschnitt  (Abb.  3,  Tafel  IV)  folgendes: 

Das  «sprodere»  Kupfer  ist  schroff  abgerissen,  ohne  sich  merklich  zu  dehnen.  Die  beiden 
«plastisch»  reagierenden  Bleiplatten  hingegen  sind  jede  fiir  sich  nach  der  ZerreiBstelle  hin  aus- 
gelangt  und  zugespitzt,  und  zwar,  wie  Mikroaufnahmen  ergeben  haben,  in  der  Weise,  dafi  die 
Oberflachen-Schichten  wie  eine  Haut  iiber  die  mittlere  Partie  hinweggezogen  sind  und  sich  mit 
diesen  nunmehr  unmittelbar  beriihren. 

Den  namlichen  Zustand  zeigt  die  Gesamt-Platte.  Die  Platte  ist  nach  der  ZerreiBstelle 
hin  ausgelangt,  und  zwar  in  der  Weise,  daB  die  beiden  Bleiplatten  bezw.  die  auBeren  Partien 
jeder  der  beiden  Platten  iiber  die  inneren  Partien  derselben  und  insbesondere  iiber  die  zuriick- 
gebliebenen  AbriBstellen  der  Kupferplatte  hinweggezogen  sind. 

Das  Wesentliche  dieser  Einzelerscheinungen  kann  man  als  Hauptkennzeichnungen  der 
ZerreiBstelle  etwa  in  die  oben  unter  Ziffer  1 — 4  gegebene  Formulierung  kleiden. 

Mogen  diese  Ausfuhrungen  dazu  anregen,  die  Forschungen  der  angewandten  Mechanik 
auch  auf  derartige  Analogien  zwischen  technischen  und  geologischen  Problemen  zu  erstrecken. 
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Note  sur  le  changcment  do  vitosse  d’u„e  COII 
au  moment  ou  die  dborde  ou  (juiue  [<,  po,,]”.)'6 

Par  M,  S  tv  v  aged  a  tin  .  1  i  ]  t 

Une  cottrroic  petit  ctre  con.sideree  comm,-  k,i  tun-  de  lain.  !!<■■ 
rentes  entre  elles,  qui,  sensiblemenf  planes  dans  j,.  |(|i„  ef  adh*. 

driques  sur  la  poulie;  tie  sorle  ,le„s  lamella  elemental,,-.  ,  ,'i  ,M""'  'h'v cylin- 

de  longueurs  egales  quant!  dies  font  panic  d„  hi,,  ’  "  "  '  ""  K^ent, 

des  longueurs  proportionnellrs  a  leur  distant-,-  p,t%r  ,4  In  poulie 

departure  passed,,  brin  k-ndu  tu,  „„„,  ,„r  la  ..u.hV  1,  L  ‘  ,,t‘  «»«■"* 

contre  cette  poulie,  se  raceonrci.  ,|e  A  A’,  tandn.  ,  ,  I.,  IZT.'T  "WMi 

sa"onEc  fc  . . **  »"-•  *■>  '«•  . . . 


lamelles  externe  et  interne  a  une  distatnv  ?  d. 


A  A* 

^  ;  A  h* 


Conditions  an*  limHos  dn  coniacl  do  la  com, in  «  do  . . . 

Consitlerons  une  courrnie  stutple  dnnf  !r,  i,,;,,.  , 

la  bgnede  prise  ou  de  cessation  tie  eontaet  au,-  t,  H  ,|oilf 

par  laxe  tie  la  poulie  (fig,  r ),  *  1'  411  ' r|  ,H'-d  <  >1 '  qm  |,asS(, 


De  -  *■’*  ' 

est  dans  Ic  brin  inou  tm  k-mlu,  L  V*  U’r'"''’  !1M1 1  decile 

°US,  ^  Pa°intS  Kt‘ct j(>n  normal,*  an  dm, ’"m  ■'‘I|,ll'l<'uirnt  planes  et 
fS  efae  “  la  vitcssc  hr h,  on  ton, in  'll  w"'  ,u  'itesse,  laqttelle 

ame  e  neutre  est  dans  la  portion  ,!,*  m,n-,.i  '*  /'  *'  l  l'"'r  l|,!  I'l-m  vertical  OV  la 

°nt  des  vitess«  differentes.  . . .  1‘  P(*»lie  h  Jan, ell, -s  rlementaires 

Sx  les  conditions  geometnqnes  M  . 

^  la  distance  x  de  la  latncllc  neutre  s allonge  tt  s*  ■  . 

Mtte  hmdle  est  pin,  voisi, h  h  '''  . . K  !  5 

la  courroie.  . .  . - . . . . . . . f.,.!  C 

““-PWfiqun  do  »  ""  "" 

’Tcett  A’  )  5  '  r  ,;,lk-,,ttre!ss,*ntettt  spiViiiqti,.  tie  sa  lamcllc 

*  o«ir.v«  i,.  ,to  d^ ».  »* 


M.  SWYNGEDAUW,  LlLLE 


interne  est  -  -  <N.  Si  la  courroie  quitte  la  poulie,  les  lamelles  externe  et  interne  subissent  des 
R  -j-  o 

modifications  inverses  des  precedentes. 

Or  ces  allongements  et  raccourcissements  ne  peuvent  se  faire  brusquement ,  Tallongement 
de  la  lamelle  externe  de  la  portion  de  courroie  qui  s ’engage  sur  la  poulie  ne  peut  pas  ne  pas  se 
faire  sentir  sur  la  portion  de  lamelle  externe  voisine  qui  n’est  pas  encore  engagee,  et  le  rac- 
courcissement  de  la  lamelle  interne  de  la  portion  de  courroie  engagee  sur  la  poulie  exerce  sans 
doute  une  action  analogue  sur  la  portion  de  lamelle  interne  qui  n’est  pas  engagee. 

Les  experiences  suivantes  montrent  comment  se  fait  reellement  ce  passage  du  brin  tendu 
ou  mou  sur  la  poulie  et  reciproquement. 

Une  petite  roue  caoutchoutee  tres  mobile  (sur  pointes)  autour  de  son  axe,  est  maintenue 
par  une  legere  pression  en  contact  avec  la  courroie  en  un  point  de  sa  jante;  une  autre  roue  egale- 

ment  caoutchoutee  et  de  diametre  sensiblement  egal  roule  sur  la  poulie  dans  un  plan . 

parallele  a  celui  de  la  premiere.  Chacune  des  roues  est  portee  par  un  chassis  en  fer  et  l’ensemble 
forme  une  sorte  de  chariot;  les  axes  des  roues  sont  sensiblement  paralleles. 

Les  roues  sont  pleines  et  percees  chacune  d’un  trou  d’environ  un  centimetre  de  diametre. 
L’observateur  est  place  d’un  cote  de  la  poulie;  un  disque  de  carton  bien  eclaire  est  place  de 
l’autre  cote;  l’observateur  aperqoit  ce  disque  a  travers  les  trous  des  deux  roues  chaque  fois  que 
la  droite  qui  passe  par  ces  trous  rencontre  son  oeil  et  la  surface  eclairee. 

Si  une  roue  fait  n  tours  de  plus  que  l’autre  par  minute,  la  lumiere  est  visible  n  fois  par 
minute;  elle  se  presente  sous  forme  d’une  trainee  lumineuse  qui  tourne  dans  le  meme  sens  que 
les  roues  si  la  roue  qui  est  le  plus  voisine  de  la  surface  eclairee  tourne  plus  vite  que  rautre. 
Elle  tourne  en  sens  inverse  si,  au  contraire  la  roue  qui  tourne  le  plus  vite  est  la  plus  voisine 
de  l’observateur. 


Cj  Courroie 

R  Roues  et  leurs  chassis 


Courbe  I  :  Enroulement 
Courbe  2:  D^roulement 

L’unit6  de  l’abscisse  reprSsente  1  mm  d’ecartement 
de  o  ligne  limite  des  contacts  avec  la  poulie. 
La  meme  longueur  repr£sente  pour  Pordonn^e 
V'  —  V  :  V  ==  o,oox. 


De  la  difference  des  nombres  de  tours  N  et  N0  faits  par  minute  par  les  2  roues,  on  deduit 
immediatement  la  difference  de  leurs  .vitesses  lineaires  V  et  V Q  par  la  relation 

V  —  V0  =  NC  —  2V0  C0; 

C  et  C0  etant  les  circonferences  des  roues. 

Les  vitesses  V  et  V 0  des  deux  roues  C  et  C0  sont  egalement  celles  des  points  M  et  M0 
de  la  courroie  ou  de  la  poulie  avec  lesquels  ces  roues  sont  en  contact,  a  condition  i°  que  le  contact 
soit  permanent  et  20  qu’il  n’y  ait  pas  de  glissement  des  roues  du  chariot. 
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On  s’assure  de  ces  conditions  par  divei*  mm.:;  .  w-ji  im  ,,  p  \t-a»lOmic  ,jt,s  c  . 
de  Paris,  Seance  du  8  fevrier  H)20,  t.  tS.\  p,  too i.  '  vClencc 

Lorsque  le  point  de  contact  de  ia  roue  C  a  vet*  la  emirnne  .leva  »r  ]/'  {1|l„r  jf.  ^  ^ 
lineaire  de  la  courroie  est  V'  la  roue  mutant  ton  pun-.  mu  la  pi>uln>  A',,  reMe  inelianireF886 
devient  N'  et  on  peut  ecrirc  hU  Ut  ^ 

v-’-r  vv  v„  t 

par  suite  V*  •" «  F  {A"  \  f  F 

et  iL-zJL  -  fo  ”  'V  'J  4-'  I 

v  ' .  .v  '  y  v  I 

n  =  N  —  N0  et  n'  =  K'  ■■■  A’n  represent, no  !-,  ie-ud...-,  •I\.pp..un„„,  ,I(-  par  minut.  * 

dans  les  deux  experiences  strohoscnj  iqitrn  muy*  v^r.,  r!  a}iM,frv  fjf|  m  ] 

suivant  que  la  roue  ('  tcntrne  [thin  tin  iiimiih  \  iv  .pj»*  <  ^  °u 

La  variation  relative  tie  vitesse  d'u n  element  de  ,  .'utt,ne  qy, ,  flt>  p^nt  \j  * 

point  Mf  est  Sgale  an  quotient  pm  le  nomine  \  tV  ,  ,;?v  flt;f  *  *f  ^  ‘  U  UH  lt 

M,  de  la  difference  n~<  n *  des  mm  foe  a  des  n,  ,h  luw.n^e  nvnote  dm*i  /V*>  ^  ' 

riences  stroboscopiqnes  quand  la  m:oY  U  ,  /.,  /,  Ml  I J, '  '  '  ’A'l''  F' 

points  MetM'.  rt,u 

,  r.»s:  az:::;;: w  ■■ !  . . .  . . * . < . . 

'  v*-;- 

.  On  determine  au  compte  tm„ A',  ,  h  , 

avec.  It.  i  ton  mm  e  ,,  ,»»»»»  r  7«  „„„ 

■v  otj-.v^. 

v°“r  d<"n"“,r  “  *  n""1""  «  . . .  I..  . . . 

meins  to  second.,  .  ""  ‘l  '’  ..-I  ,1,.  !'„r«li.-  J:in 

ones  Monte  et  Z  ' ' 't”’*  ™  ' fa  -m  ,  •).».—  , -.1  .|e  l'..i.|.T  *■  .|n.-l- 

ques  secondes  et  on  divise  par  to  f<-  tvsuli.it 

. . .  '  . . -  "  . . . .  . . .  -'I-  ** 

Le  tableau  snivan,  .I.-,,,.  I.,  »'  . .  . . . 

”  '''  V''  '  "'I1'''  "■»'-<■<>  C  mmhu-  .If  Inmims 

a  5  cm.  de  la  prise  on  ''  ,l'  .  . .  ■  (an  in  I.-  hi  in  lendu  on  in.ai 

P  e  ou  <k  ia  cessation  de  eotitari  dr  |.t  mjtu.iir  av.v  1.,  ,,Mul,r. 


MO  en  mm, 
V~V 


Tmijim  i. 


Y’~y 
V~ 


mmmm 

s© 

.i" 

4»S 

9 

»3.S 

i8 

2 7 

enroulemcnt 

0 

14 

iSt 

;•* 

$  M 

»7S 

-•"1 

235 

244 

deroukinent 

0 

2H,5 

114 

I  Hr, 

.‘5i 

277  ’  ’ 

280 

M.  S  W  Y  N  G  EDAUW,  LlLLE _ __ _ _ 

Au  moment  oil  la  courroie  s’engage  sur  la  poulie ,  la  vitesse  d’tin  element  de  la  face  ex- 
terne  (du  brin  tendu  s’il  s’agit  de  la  poulie  menante,  du  brin  mou  s’il  s’agit  de  la  poulie  menee) 
augment  e.  progressivement  d  partir  de  4  cm.  environ  avant  le  contact  de  la  face  interne  avec  la 
poulie  et  V  augmentation  se  pour  suit  energiquement  au  deld  de  la  ligne  de  contact  jusqu’a  2,5  cm. 
environ  de  cette  derniere. 

Elle  augmente  pour  la  courroie  cuir  consideree  d}une  valeur  egale  d  0,025  de  la  vitesse  du 
brin  tendu  si  le  cote  chair  est  applique  sur  la  poulie  et  seulement  0,011  si  la  courroie  touche  la 
poulie  par  le  cote  deur . 

Au  moment  ou  la  courroie  quitte  la  poulie,  la  vitesse  d’un  element  de  la  surface  externe 
baisse  progressivement  d  partir  de  2,5  cm.  environ  avant  la  cessation  du  contact  de  la  face  interne 
de  la  courroie  avec  la  poulie,  puis  cette  diminution  s’accelere  tres  rapidemcnt  pour  cesser  sen - 
siblement  40  mm.  apres  la  cessation  de  contact  avec  le  brin  tendu  ( cas  de  la  poulie  menee)  ou 
le  brin  mou  (cas  de  la  poulie  menante). 

La  figure  3  represente  les  variations  de  vitesse  a  l’enroulement  et  au  deroulement. 
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L’enregistrement  photographique  des  proiectilpc 

sur  plaque  mobile 

Par  J.  Kampe  de  Feriet,  Lille,  et  G.  S  . s l,„ „  r(, 

I.  Le  pnneipe  essentiel  de  notre  methode  ’)  —  don(  la  concent 

1918  ~  ~nsiste  4  utiliser  une  Pla^  pour  photograph  ier  les  pix,  jeet  ilc'" T  TT  ^  de 

procede  d  enregistrement  photographique  sur  plaque  motlli  nous  a  peruhs  “  Cne'  N«* 

sur  leur  teTue  ^  ^  *«  l****'  des  indications 

soit  I’angle  de  tiT^1^  ^  ^  projcct,Ies>  speciaJemciit  leur  vites.se  initiale,  quel  que 

3°  -  d’etudier  les  phenomenes  qui  accompagnent  la  sortie  du  nmicefil,.  1  .  , 

Deux  appareils  de  fortune  nous  ont  donne,  des  les  premiers  essais  en  if  l  ^ 

X  photographiques  excellent*,  confirmant  nnrfaifenu.nt  ‘  9 '  resultats 

-l#'  —  ■*  precision  des  m  snres  “  7 

W  laissait  encore  a  desirer  a  can  lU,'°  <le  U0S  dic^ 

/ffijr'0'’  des  appareils.  En  1924  et  102?  nous  a  ^  t°nh/1,'.uc,lon  troP  nidimentaire 
W  rei,  dont  la  rdalisatiTT  2?“  ™  '"***"* 

'  '  Da  chambre. photographique  (Fi.r  n 

Fig.  pointage  robuste  et  precis  permettant  T  rl  ,  1>:U'  ""  ,hspt,sitif  de 

1 :  Chambrepoto-  jectif  O  (Tessar-Zeiss  /  -  2<  cm  *  r  !'  !“'  aX(‘  °,,h(flK‘  DO'  de  l’ob- 

a:  AkT horizontal  droite  D  de  l’espace;  la  plaque  photom-aph^u/  IK‘r,M',“liculairu  !'1  toute 

3:  Axe  vertical.  chariot  mobile  c  guide  entre  d!T  v  ‘  °5  X  “5)  l‘s(  l,or‘w  I»r  un 

it, i  :ht  rTiTi:;:;:1; agit  un  -  ^  xzxs: :  t: 

“*  Perpe,Klic“lai'''  *  00’ ;  en  <££  ™'!Zv;,‘2'tade'  i 

permet  de  donner  a  w  une  oriental  in  -  •  •  a  cha,ub,v  Id«'‘‘>Kntphique 

lation,  la  couche  sensible  de  la  plaque  se,trouvertout1|<>U*r-<1|e  T^"  I,a“S  K:  mouvvnu'nl  (l<-'  trans- 
graphxque;  cette  paroi  est  percee  dune  fente  P  1  IT  '  'l  l™Wi  ava,,t  ,U>  la  d‘a,nhre  photo- 
i’ouverture  *  de  ,a  fe„te  est  rWall  “  «™,b  . . *  » 

U.  Photographic  posee  des  projectiles 

*  “  mP  *  '*  trajecoire  .Pun  projectile, 

ssr — ss 

v  du  ProJectile  la  duree  de  pose  de  ■  ^  Stnilblc>  </«<’  Wfi  la  vtlesse 

^G.  Fofe  et  J.  Kampe  dp  t,'  '  '  ^  ""  h  ******  ™  mouvement,  n'est 

P  597-  J.  Kampe  de  Feriet:  M&noriJ ^1,  1925 


J.  Kampe  de  Feriet,  Lille,  et  G.  Foex,  Strasbourg 


limit  ee  que  par  la  sortie  du  projectile  hors  du  champ  de  Vobjectif  (dedni  par  I’ouverture  h  de 
la  fente). 

Cette  duree,  relativement  longue,  de  la  pose,  nous  permet  de  photographier  le  projectile 
en  plein  jour,  sans  l’aide  d’aucun  eclairage  artificiel,  ni  d’aucun  ecran  reflechissant;  nous  operons 
au  cours  dun  tir  quelconque,  sans  modifier  quoique  ce  soit  aux  conditions  de  ce  tir;  la  duree  de 
pose  est  meme  assez  longue  pour  pouvoir  photographier  le  projectile  la  nuit,  quand  il  passe  dans 
la  zone  d’eclairement  d’une  flamme  au  magnesium,  allumee  avant  le  depart  du  coup. 

Les  images  obtenues  sont  d’une  grande  nettete;  le  flou  a  craindre,  par  suite  d’un  decalage 

*>  ,  .  ->  -> 
entre  w  et  v  est  peu  important,  si  1  on  a  pas  rigoureusement  w  =  v  un  point  du  projectile 

a  pour  image  sur  la  plaque,  un  petit  segment  de  droite  de  longueur  h  *  (w — v)  :  w\  comme  nous 

prenons  i  mm.  <  h  <  io  mm.,  un  decalage  de  i  p,  too  donne  un  flou  compris  entre  0,01  mm. 

et  0,1  mm. 

A  notre  connaissance,  avant  notre  methode,  on  n’avait  obtenu  des  images  d’une  telle  : 
nettete,  que  pour  des  balles  de  fusil,  en  operant  a  objectif  ouvert,  dans  l’obscurite  totale,  la 
projectile  etant  illumine  par  une  etincelle  electrique.  Notre  methode  se  pliant  a  toutes  les  con¬ 
ditions  d’un  tir  normal,  meme  pour  les  projectiles  d’artillerie  des  plus  gros  calibres,  est  evidem- 
ment  beaucoup  plus  souple.  (Fig.  2,  Planche  VI.)  ^ 

La  nettete  des  images  permet  de  les  utiliser  pour  etudier  la  tenue  du  projectile,  avec  une  rf 
precision  superieure  a  celle  que  donne  la  mesure  des  empreintes  sur  des  panneaux  de  carton;  on  ^ 
peut  les  utiliser  aussi  pour  etudier  la  forme  de  la  trajectoire  au  voisinage  de  la  bouche,  une  w 
mesure  faite  sur  le  cliche  donnant  la  hauteur  du  projectile  au-dessus  du  sol,  a  l’instant  de  la  pose; 
enfin,  sur  quelques-uns  de  nos  cliches,  on  soupgonne  les  ondes  qui  accompagnent  le  projectile, 
rendues  visibles  par  difference  de  transparence  et  d ’indice  de  refraction. 

III.  Mesure  de  la  vitesse  des  projectiles 

Rendons  encore  l’axe  optique  00'  perpendiculaire  a  un  arc  rectiligne  D  de  la  trajectoire 
du  projectile,  mais  cette  fois,  faisons  pivoter  la  chambre  photographique  autour  de  00',  de 
maniere  que  la  direction  du  deplacement  du  chariot  C  soit  normale  a  D ;  les  grands  bords  de  la 
fente  F  deviennent  ainsi  paralleles  a  l’image  de  D . 

La  vitesse  w  de  translation  du  chariot  est  perpendicular  e  d  la  vitesse  v  de  V image  du 
projectile.  Le  mouvement  relatif  de  l’image  par  rapport  a  la  couche  sensible,  resulte  de  la  com¬ 
position  de  ces  deux  vitesses;  un  point  de  l’image  decrit  done  sur  la  couche  sensible  une  droite 
dont  la  pente  a  pour  valeur  w  :  v,  par  rapport  au  bord  inferieur  de  la  plaque.  Pour  expliquer 
le  resultat  photographique,  supposons  que  le  projectile  se  silhouette  comme  une  tache  absolument 
noire  sur  le  fond  bien  eclaire  du  del;  pendant  le  passage  de  la  plaque  devant  la  fente)  F,  presque 
tous  les  points  de  la  bouche  sensible  sont  constamment  impressionnes  par  le  ciel  eclaire;  seuls 
les  points  de  cette  couche,  qui  sont  situes  sur  la  trajectoire  de  l’image  du  projectile  sont  pendant 
une  fraction  de  leur  passage  occultes  par  cette  tache  noir;  la  duree  de  pose 
de  ces  derniers  points  est  done  moindre  que  celle  des  autres;  soient  h ,  l’ouver-  4  r;z 
ture  de  la  fente,  a  le  calibre  de  l’image  du  projectile,  le  rapport  des  deux 
durees  de  pose  est  i  —  a  :  h.  Cette  difference  de  duree  de  pose  a  pour  resultat 
qu’au  developpement  la  trajectoire  de  l’ image  du  projectile  sur  la  couche  sen¬ 
sible,  apparait  comme  une  bande  claire  se  detachant  par  contraste  sur  le  fond 
plus  sombre. 

En  enregistrant  simultanement  sur  la  plaque  les  vibrations  d’un  diapason,  on  peut  de- 
duire  d’un  tel  cliche  la  vitesse  du  projectile;  il  suffit  pour  le  comprendre  de  regarder  la  figure  3; 


Fig.  3- 
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on  mesure  d’abord  perpendiculairement  a  la  direction  du  deplaoement  de  la  plaque,  la  distam 
d  de  deux  points  A  et  A'  de  la  trace  du  projectile;  puis  en  pnintant  la  sinussoido  ,|u  tliaj »aso 
on  evalue  l’intervalle  de  temps  t  qui  a  separe  le.s  passages  en  .  1  et  la  vite-.se  de  l’iniage  ( 
projectile  a  pour  valeur  v  =  d  :t;  connaissant  la  distance  du  foyer  ohjet  a  la  trajectuire  />,  c 
en  deduit  immediatement  la  vitesse  V  du  projectile  lui-meme. 

L’experience  a  confirme  entierement  ces  vues  theoriques;  des  la  plenum*  seance,  uoi 
avons  obtenu  des  enregistrements  photograph  iques  t  res  nets;  nous  aeons  ope  re  dans  les  coi 
ditions  les  plus  diverses,  le  calibre  variant  de  58  min.  a  37  cm.,  bangle  de  t ir  de  1"  70"  1 

vitesse  du  projectile  de  100  m./sec.  a  900  rn./sec.,  la  luininosite  allaut  du  del  bleu  pur  a  la  bruin 


Le  contraste  entre  le  fond  et  la  trace  augment e  avec  la  iiuesse  de  la  feme,  jusqu'a  ce  qu 
l’ouverture  h  ne  soit  plus  egale  qu’au  calibre  a  de  l’image:  les  points  siu.ee*>  stir  la  trace  or 
alors  une  duree  d’exposition  nulle;  neanmoins,  cette  ouverture  optima  n'est  pas  pratiquemeii 
utilisable,  car  les  chances  de  manquer  le  projectile  (par  suite  de  legers  detains  de  pointage  d 
l’appareil  ou  de  la  dispersion  du  tir)  sont  considerables  avec  une  lento  au-si  tine.  Kn  operai: 
avec  une  ouverture  egale  a  10  fois  environ  le  calibre  de  l’image  du  projectile,  on  obtient  d 
faqon  reguliere  des  traces  assez  contrastees  pour  permettre  des  pointes  a  o,  1  mm.  pres. 

Le  relevement  du  canon  au  moment  du  tir  empeche  que  le  parallelisim*  entie  les  graml 
bords  de  F  et  l’image  de  D  puisse  etre  parfaitement  realise.  I'our  eliminer  I’erjeitr  qui  en  resulte 
la  fente  F  a  la  foi me  d  un  trapeze;  la  trace  est  aims  limiter*  au v  point**  oti  1  image  du  pro  jectil 
rencontre  les  petits  bords  inclines  de  F;  lorsque  1'orientatiun  est  correete,  les  distances  de 
extremites  de  la  trace  aux  bords  correspondant.s  du  cliche  sunt  egales;  dans  le  oas  couiraire,  li 
mesure  de  ces  distances  permet  de  tenir  comp  to  du  defaut  d'orieutation  dans  h*  ealcul  de'  1‘ 


La  determination  de  la  vitesse  initiate  d’un  projectile  est  foudameutale  pout  la  Ilalistiqn 
Le  procede  usuel  a  1  aide  des  cadres-cibles  associes  a  des  ehnmographes  l.e  lloulcnge  Hregi 
cesse  d’etre  pratique  lorsque  l’on  tire  sous  un  angle  superieur  a  30";  il  conduit  en  diet'  a  place 
le  20  cadre  a  une  hauteur  considerable:  160  m.  pour  un  obus  tire  a  800  m./s.-e.  sous  45'*,  / 
principal  avantage  de  noire  appareil,  e’est  que  son  fonetionnement  est  tout  it  fait  indepeiular, 
de  l' angle  de  tir ,  qui  pent  prendre  toute  valeur  entre  o  el  90".  Nous  uvuu*..  par  aitleurs,  eom[>ar 
la  precision  de  notre  methode  avec  celle  des  chronographes;  IV-cart  n-latif  entre  !<••.  vitessi 
mesurees  par  les  deux  methodes  a  constamment  oscille  entre  un  et  deux  pout  millo. 


IV.  Etude  des  phSnomenes  qui  accompagnent  la  sortie  du  projectile 

On  a  vu,  au  paragraphe  precedent,  comment  cn  croisant  les  vitesses  to  et  v,  I’iniage  1 
projectile  laisse  sur  la  couche  sensible  une  trace  photographique  ineliuee,  qui  permet  de  mesur 
sa  vitesse;  ce  procede  d’enregistrement  est  applicable  a  d'autres  obj<*ts,  notamment  aux  g; 
obscurs  ou  incandescents  qui  sortent  de  la  bouche.  I’ointons  encore  l’appareil  de  maniere  que 
trajectome  D  soit  parallele  aux  grands  bords  de  F,  la  bouche  se  trouvant  a  une  des  ext  remit 
de  la  fente;  outre  le  projectile  le  front  avant  dcs  gas,  se  silhouettant  sur  le  del,  sentegistre  tr 
nettement'  sur  la  plaque,  amsi  que  les  centres  incandescents  qui  se  meuvent  dans  la  masse  gazeus 
on  pent  ams!  enregrstrer  la  position  et  la  vitesse  de  tons  ces  Elements.  Plains  ensuite  un  secoi 
appared  immediatement  sous  la  trajectoire,  pointons-le  de  matiere  que  les  grands  bords  de 

leTfrnn la  bouche  aPPaniissant  au  centre  du  champ,  „.««  enregistnms  ain 

autour  de  fT  T  masse  ^euse.  Si  on  admet  que  le  phenomene  est  de  revolutii 

autour  de  ia  trajectome,  on  peut  de  1WnWe  ^  ^  rt.mnMitu,ion  da. 
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Notre  method  e  fournit  ainsi  des  renseignements  d’un  ordre  tout  nouveau  sur  les  pheno- 
menes  qui  accompagnent  la  sortie  du  projectile;  void  a  titre  d’exemple,  le  resume  de  nos 
resultats  concernant  un  canon  de  30  cm.  Avant  la  sortie  du  projectile,  un 
temps  de  l’ordre  de  0,0015  sec.,  apparaissent  a  la  bouche  des  gaz  faible- 
ment  lumineux  se  propageant  avec  une  vitesse  voisine  de  300  m./sec.  Aussi- 
tot  le  projectile  sorti,  dans  la  sorte  de  tuyere  annulaire  formee  entre  la 
bouche  et  le  culot,  les  gaz  se  precipitent  avec  une  enorme  vitesse  d’expan- 
sion  laterale  de  l’ordre  de  2000  m./sec.;  puis  des  que  le  culot  s’est  un  peu 
ecarte  de  la  bouche,  les  gaz  acquierent  aussi  une  vitesse  d’expansion  vers 
l’avant,  de  l’ordre  de  1400  m./sec.;  cette  vitesse  de  propagation  etant  tres 
superieure  a  celle  du  projectile  (720  m./sec.),  la  masse  gazeuse  rattrape  et 
depasse  le  projectile  qu’elle  enveloppe  completement;  au  bout  d’un  temps  de  0,001  sec.  la  masse 
gazeuse  presque  entierement  obscure  presente  1’aspect  d’un  «potiron»,  dont  la  figure  donne  une 
coupe;  le  tableau  suivant  resume  le  developpement  du  phenomene : 


t 

(sec) 

0.00 1 

0.002 

0.003 

0.004 

0.005 

0.007 

0.009 

0.025 

X 

(m) 

0.72 

1.44 

2.16 

2.88 

3.60 

5-04 

6.48 

18.00 

y 

(m) 

1.40 

2.40 

3.00 

345 

3-85 

4-55 

5*15 

9.00 

(m) 

2.00 

2.50 

2.90 

3.20 

3-45 

4-25 

4-65 

8.00 

Vitesse  front  A  V 

(m/sec) 

1400 

1000 

600 

450 

350 

300 

270 

120 

Vitesse  front  D&G  (m/sec) 

2000 

500 

400 

300 

250 

200 

170 

100 

Tandis  que  le  projectile  conserve  sa  vitesse  uniforme  celle  du  front  avant  de  la  masse 
gazeuse  diminue  rapidement;  le  projectile  noye  dans  la  masse  gazeuse,  rattrape  le  front  avant, 
le  perce  et  se  degage  au  bout  de  0,007  sec-  environ;  il  est  desormais  soustrait  a  toute  action 
des  gaz. 

La  masse  gazeuse  est  d’abord  presque  completement  obscure,  a  peine  ga  et  la  apparaissent 
quelques  points  incandescents ;  sur  certains  cliches,  ces  centres  d’incandescence  manquent  meme 
totalement,  sur  d’autres,  ils  sont  uniquement  localises  sur  le  front  avant  qui,  au  contact  de  l’air 
demeure  brillant.  Au  bout  de  0,025  sec.,  brusquement,  toute  la  masse  gazeuse  devient  voilemment 
incandescente;  c’est  le  debut  de  cette  veritable  explosion  qu’on  appelle  la  reiniiammation .  L’in- 
candescence  de  la  masse  gazeuse  demeure  longtemps  tr&s  vive;  au  bout  de  0,15  sec.  (fin  du  cliche), 
la  flam  me  est  encore  eclatante,  la  masse  incandescente  continue  a  se  dilater  lentement,  le  front 
avant  atteint  une  distance  de  20  m.  environ,  les  fronts  droit  et  gauche  de  presque  10  m. 

Bien  entendu  avec  un  canon  de  plus  faible  calibre,  Failure  generate  du  phenomene  est  moins 
grandiose. 


Solutions  of  Mechanical  Systems  Encountered 

in  Percussion  Tools 

By  C.  Richard  Soderberg,  East  Pittsburgh,  Pa.,  U.  S.  A. 

(See  Plate  IV  for  figures  7  and  10) 


I.  Introduction 

This  paper  deals  with  a  type  of  obstructed  harmonic  oscillations  of  certain  mechanical 
systems,  which  are  encountered  in  electrically  driven  percussion  tools.  ( )n  account  of  their 
simplicity,  such  tools  are  justly  receiving  general  interest,  in  spite  of  the  fact  that  the  art  has 
not  yet  produced  a  tool,  which  is  fully  able  to  compete  with  the  pneumatic  tools,  as  far  as 
effectivity  of  performance  is  concerned. 

The  dynamical  systems,  which  will  be  discussed  in  the  following,  are  illustrated 
schematically  by  Figs,  r,  2,  and  3,  and  will  be  referred  to  as  system  1,  2,  and  3.  In  each  of 


these  systems  the  reciprocating  part,  which  will  be  referred  to  as  the  /„/>  , 

move  without  friction  along  the  direction  ^  r  a  ,  ,  P’  ls  constraui<''1  ,u 

as  a  coil  spri„g,  <„mishes^t^:To;  "^fa,  ^  I™”  *n  «** 

elastic  resistance,  which  is  proportional  to  the  deacctioTaud  is  “T""' 

compression.  The  reciDrocatincr  nart  P  b  assembled  with  a  certain  initial 

a  toil  of  some  ki^^ZL^sTt  “‘T  ?T‘  ^  ^  dwnt  A '  ""idl 
-  fraction  may  he 
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which  produces  the  oscillating  motion,  constitutes  the  main  difference  between  the  three 
systems.  In  Fig.  i  this  agency  is  represented  as  an  alternating  force,  which  acts  upon  the 
tup  without  any  external  mechanical  means.  This  case  is  approximated  by  the  electromagnetic 
percussion  devices.  The  primary  energy  scource  is,  in  this  case,-  the  electrical  energy  supplied 
to  the  magnets.  In  Fig.  2  this  agency  is  represented  by  two  rotating  eccentric  wheels,  which, 
by  their  inertia  forces,  cause  the  oscillating  motion.  For  the  sake  of  simplicity,  the  wheels  are 
assumed  to  rotate  in  the  same  plane,  and  geared  to  a  common  shaft,  not  shown.  Their  relative 
position  is  such  that  the  resultant  of  the  centrifugal  forces,  for  constant  angular  velocity,  lies 
along  the  direction  A — B.  The  primary  energy  scource  supplies  torque  to  the  driving  shaft. 
In  Fig.  3  the  reciprocating  motion  is  created  by  a  crank  and  a  connecting  rod,  which  oscillate 


a  crosshead,  forming  the  upper  point  of  suspension  of  the  spring.  The  primary  energy  scource 
supplies  driving  torque  to  the  crank  shaft. 

The  ultimate  object  of  these  devices  is  to  cause  the  tup  to  perform  a  sustained  oscillating 
motion  with  definite  operating  cycles,  each  cyclq  involving  an  impact  against  the  anvil, 
accompanied  by  a  sudden  discharge  of  a  parcel  of  mechanical  energy,  which  can  be  used  for 
the  particular  operation  in  question,  such  as  chiseling,  rock  drilling,  riveting,  etc. 

II.  The  differential  equations  for  the  motion 

A.  For  System  1. 

The  mass  M  is  constrained  to  move  without  friction  along  the  direction  A _ B,  inclined 

at  an  angle  a  to  the  vertical.  The  direction  A — B  is  selected  as  positive  *-axis.  The  ^-coordinate 
is  selected  in  such  a  manner  that  x  =  0,  when  the  tup  touches  the  anvil.  The  initial  compression 
of  the  spring  is  x'0  when  the  tup  is  in  this  position.  The  spring  has  an  elastic  resistance,  which 
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is  proportional  to  the  deflection,  the  constant  of  proportionality  (the  spring  scale)  being  denoted 
by  k.  The  mass  of  the  spring  is  assumed  to  be  negligable,  or  that  an  appropriate  correction 
has  been  included  in  M.  The  alternating  force  varies  as  a  sine  function,  with  a  periodicity  of  w 
starting  at  t  —  o  from  the  negative  .v-axis.  The  acceleration  due  to  gravity  is  denoted  by  g 
Projecting  the  forces  acting  on  the  mass  M,  at  any  time  t,  the  equation  of  motion  will  be 


tPx 

M-M-=  —  k(x  +  xo’)' 


If  we  put 


,  .  Mg  cos  a 

:^*0  ~|  - ,  CO 


Vi- 


•  Mg  cos  a  —  F  cos  a 


,  and  a 


equation  (i)  is  found  to  have  the  solution 


l  A  (0/  .  0)/  , 

x  r  xo  —  ^  c°s - f-  B  szn  — -  -j-  a  cos 

q  q  1  .  \o) 

where  A  and  B  are  integration  constants,  to  be  determined  by  the  initial  circumstances  of  the 
motion.  The  quantity  will  be  defined  as  the  equivalent  set-up  of  the  spring,  and  the  quantity 
q  as  the  speed  raUo '  The  quantity  a  represents  the  amplitude  of  unobstructed  forced  vibrations. 

B.  For  System  2. 

.  The  COInbined  mass  of  the  rotating  wheels  is  denoted  by  Mx,  their  eccentricity  by  r 

,radlUS  °f  *“  *»<*  centres  of  grsvi ty  b)  and  theL  radius  oi 

gyration  with  respect  to  the  axis  of  rotation  Kv  ^  — —  /  2  1  2  nni  * 

x:rtde;r,by"- 

rdmate,  defined  as  under  A,  and  0,  the  angle  of  rotation  of  the  eccentric  weightsg  measured 
from  the  negative  x-axis,  will  be  selected  as  generalized  coordinates.  The  generalized  force 

where  ?  " F  ^ ' +  ^  Md  *  the  direction  K-MJr  n  t  cZ 

where  if  represents  the  torque  on  the  common  driving  shaft,  reduced  to  a  geaf  ratio  of  r  * 

The  kinetic  energy  of  the  system  is  found  to  be 


and  the  potential  energy 


2  [  P  ®  4"  -f-  M, 2)  x%  -J-  2  Mx  rx  0  sin  0j| .  (4) 


■k  (x  x0'y . ,  (5) 


whence  the  Lagrangian  equations  of  motion 


(Mx  +  M2)^  +  M!r  sin  6 —  -j-M.rces  6  (~)Ft(x-j- x0')  =  —  (M1 -l- M2)  g  cos  a  (6) 
.MiP1^i'Mirs^^~  =  K~M1grsinBcos<X .  (7) 

of  rota^onS  of^he'^ectemHc1101}! d int<*rable’  for  the  case  that  the  angular  velocity 

of  the  eccentric  wheels  is  constant  during  the  time  interval  between  blows.  This 
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appears,  at  first,  as  a  very  daring  assumption,  but  experiments  have  shown  that  the  variation 
of  the  angular  velocity  in  practical  devices  of  this  kind  is  not  greater  than  about  +  10  %. 
However,  this  does  not  concern  the  inevitable  velocity  change  during  the  impact  period,  which 
is  probably  greater,  and  which  must  be  considered  separately.  Assuming,  then,  that  the  angular 

velocity  0  is  constant,  and  denoting  it  by  eo,  we  obtain  the  solution  (3),  with  the  difference 
that  now 


Xr\ 


'  X  , 


MJ)  g  cos  a.  _a  /  k 

k  —  VAi.+Afz’ 


and  a  = 


Mtr  o>2  _  Mx  _  ?2 

k  —  ~  Mx  +  M%  r  q%—  1  W 


C.  For  System  3. 


For  the  sake  of  simplicity  we  assume  that  the  connecting  rod  is  long  in  comparison 
with  the  crank  radius  rv  and  that  the  arrangement  is  so  dimensioned  that  the  angular  velocity 
of  the  crank  shaft  can  be  considered  constant,  so  that  the  motion  of  the  crosshead  B  may  be 
treated  as  a  true  harmonic  motion.  At  t  =  0  the  crank  is  directed  towards  the  negative  jr-axis. 
When  the  tup  touches  the  anvil  in  this  position,  the  initial  compression  of  the  spring  is  xrQ. 

The  equation  of  motion  of  the  tup  is  now  found  to  be 


M 


d*x 

dfi 


r1  (1  —  cos  (0/)^  —  Mg 


cos  a 


(9) 


the  solution  of  which  is  (3)  if 


xn  =  x  t 


Mg  cos  oc 


and 


a  —  • 


*  M  to2 


...  (xo) 


III.  The  properties  of  the  oscillating  motion 


Next  we  consider  the  limiting  circumstances  of  the  motion,  which  determine  the  in¬ 
tegration  constants,  and  the  requirements  for  a  sustained  sequence  of  impacts.  The  solutions 
thus  found  are  valid  only  during  the  continous  part  of  the  displacement,  that  is,  the  time  interval 
between  two  blows.  At  the  beginning  of  this  time  interval,  immediately  after  a  blow,  the  tup 
touches  the  anvil,  and  has  a  velocity  away  from  the  anvil,  which  we  shall  denote  by  vv  The 
force  vector,  the  eccentric  wheels,  and  the  crank,  are  assumed  to  stand  at  an  angle  <&  from 
the  negative  ^r-axis.  At  the  end  of  this  time  interval  it  is,  of  course,  necessary  that  the  co¬ 
ordinates  of  the  entire  system  should  again  be  the  same,  but  we  concede  the  possibility  that 
more  than  one  cycle  of  the  reciprocating  agency  have  passed  since  the  preceeding  blow,  an 
assumption  which  has  been  verified  by  experiments.  We  assume  that  the  operating  cycle  covers 
n  complete  cycles  of  the  reciprocating  agency,  and  define  this  number  as  the  mode  of  operation , 
n  being  an  integer.  The  initial  and  final  circumstances  are  thus 


x  =  o, 


(1)  t  =  <p, 


dx 

dt 


vv  and  x 


o  cd  t  =  2  %n  -f  $  .  (11) 


which,  when  introduced  into  equation  (3)  gives  the  following  three  equations  for  the  de¬ 
termination  of  A, ,  B}  and  <&. 
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<I>  <I> 

.r0  =  A  COS  \-  li  sit)  i-</tHV‘I> 
'/  '/ 


T'i  ,  ■  (I>  ,  „  ‘I* 

. L  =  — -  /I  s/n  *—  A  cos  > 

(f>e  if  if 


*  tf  s/tt  < t» 


x0  =  .  I  cos 


‘I*  ,  ,,  .  inn  }  <I» 


!  ifi'OS  *1* 


'  V 

Solving  for  /I  and  B,  and  introducing  the  values  M,  found  into  the  (})  wc 

find  that  the  displacement  ,,  and  the  vel«ity  *  can  he  es, i„  ,1„. 


.v+.t-()  =  (.f,,  —  *«  €») 


mf 


*/  cos  to  , 


.  +  a»  ml 

ax  . 

=  (^i . I-  a  to  sin  <I»)  ^  _ 

sin  nn 

<1 


4f  iii  sm  iti  / 


The  equation  for  $  is  found  to  he 


-to  c<v  <I> .  |  1  j .  a  q  ,v>/  <|»  | 


. m 


...  (i7) 


mttod„dh„;;t%tir;- ; 1,1  **•. . . . -  * . . .** . . 

directed  in  the  negative  ^-direction,  and  iin.i  . .  ''V 


’*'l  J  (l  » .v/>/  «I* 


.  (18) 


a  very  simple  relation  which  holds  for  -ill  ,• 

coefficient  of  restitution,  defined  by  ,,  ^  w,  V”mm“  t,u'  (lf  a 


T_e««(|>  an,l  Vs  ~  „W.,«<1» 

I  rnmmm  |g 


.  (>9) 


or  an  actual  recharging  of  kinetic  energy  of  the  „  ,  " x  n  ■ "* 

product  a  sin  $  be  positive,  a  is  positive*  when  1/ ''  l.V  ‘  7  “  *“  ,,m^rV  thc 

we  can  establish  the  following  limiting  values  L\>  *’  "  ‘l '  '*  ' 


q>h  <?<  I,  K<<t> 


.  (20) 


*  .  '  . .  ^  — 1  *•<!  *  »  *  *  *  «  »  g  *  „  »  „  \mXJf 

J-t  is  now  necessary  to  rstoMiek  +1  . 

into  equation  (17)  the  value  of  vx  froni'etpnHoii^'lr^  °*  Wr  introduce 


C.  Richard  Soderberg,  East  Pittsburgh,  Pa.,  U.  S.  A. 


We  define  R  as  a  speed  function  and  5  as  a  spring  function.  Equation  (17)  now  becomes 

R  sin  $  -)-  cos  <&  =  5  .  (23) 


showing  that  under  all  conditions  we  must  have  5"  <  \J  1  ^  ■  Sustained  operation  can  take 

place  only  if  this  equation  gives  a  unique  solution  im®,  however,  which  is  the  case  if 

S=sJT+W  .  (24) 


which  is  thus  the  principal  condition  for  sustained  operation.  The  angle  O  is  now  determined  by 
sin  3>  =  ^r,  cos  $  =  y,  $  =  tan-1  R .  (25) 


So  far  we  have  made  no  restriction  upon  the  signs  of  R  and  5.  The  latter  derives  its 
sign  from  x0  and  a.  For  practical  reasons  we  are  restricted  to  positive  values  of  x0,  because 
it  is  very  difficult  to  design  a  spring  of  this  kind  for  alternating  tension  and  compression. 
Hence,  S'  has  the  same  sign  as  a,  that  is  ^>0  when  q>i,  but  5<o  when  q<  1.  Now,  if 
r  >0  and  S>  o,  we  find  that  o<3><tc,  which  agrees  with  the  condition  established  in  (20). 
If  R  >  o  and  S<  o,  we  find  that  «  <  $  <  2  n,  which  also  agrees  with  (20).  On  the  other 
hand,  if  R  <  o,  and  S~>  o,  we  obtain  n  <  $  <C  2  n,  and  if  R  <  o  and  S<C  o,  we  obtain 
o  <  $  <  2  n,  which  both  conflict  with  (20).  It  is  evident,  therefore,  that  under  the  above 
assumption  of  positive  values  for  xQ,  sustained  operation  can  occur  only  for  positive  values 

of  R.  This  establishes  the  following  series  of  limiting  values  for  , 


and 


Tin  ^  TZ 

O  < - 

=  q  =  2 


it  n 


2  H  * 


t in 

i 7 


Tin  ^9  4. 

471  < - <C  — tc,  etc., 

=  q  «=  2 


We  thus  obtain  a  series  of  possible  values  for  q 


q  =z  2  n  to 


00, 


2 

I 


n  to  n , 


2 

—  n  to 

S 


n 

2"’ 


2  A  n 
—  n  to  — ,  etc. 

7  3 


(26) 


Consequently,  all  speed  ratios  above  2n  represent  possible  operating  conditions  for  all 
modes,  provided,  of  course,  that  the  speed  function  and  the  spring  function  are  proportioned 
to  satisfy  equation  (24).  No  sustained  condition  of  operation  can  exist  between  q  =  2n  and 
q  —  n.  Below  q  =  n  there  are  series  of  narrow  strips,  within  which  sustained  operation  is 
possible.  These  ranges  in  the  speed  ratio  will  be  restricted  to  specific  modes  only,  and  it  is 
very  doubtful  whether  they  will,  have  any  practical  value.  Thus,  for  practical  devices  it  is 
necessary  that 

R>o,  S>o,  qf>  1,  and  q—2n  to  00,  n  =  1,  2,  3,  etc .  (27) 

In  order  to  express  the  requirement  for  sustained  operation  within  this  range,  equation 
(24),  in  a  more  practical  form,  we  introduce  the  values  of  R  and  S,  equations  (21)  and  (22), 
and  define  a  new  set  of  spring  functions  Sv  S2  and  Ss,  one  for  each  type  of  device.  These 
spring  functions  will  be  defined  in  the  following  manner 
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Characteristic  Curves  for  Percussion  Device  » 


Hof/O  <?  ~ 


Finally,  it  may  be  of  interest  to  evaluate  the  energy  dissipation  in  each  blow,  E,  for  our 
three  systems.  For  the  systems  i  and  3  this  is  very  simple,  and  it  is  found  that 


E  =  j  M (V  —  vj)  =  2  M  iXj 


!  a)2  sm$ 


f?y.  6 

3  \5/xrc&-  CD/ves  Jot-  f&jr'&ssinn  Derice 
X 


ri/rsfffadk 
$  *  £  >3 


/OrmJfcvo/vftan  of' 
£t«st*TrJc  frtfae/s 


/fevo&hbw  of 

Sreottf/rie 


i%tco'*<f D&c/tS 


For  the  system  2,  on  the  other  hand,  it  is  necessary  to  take  the  difference  between  the 
kinetic  energy  of  the  entire  system  before  and  after  the  blow.  Denoting  by  02  and  0X  the 
angular  velocity  of  the  eccentric  wheels  before  and  after  the  blow  we  find  that 
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E  =  T,~Tv 


+  7  +  *•>  (**  -  *■’)  -  '•  -™  >I>  (ij.„  +  ) 


A  1/ 

The  lowest  value  that  £  can  have  corresponds  to  (j  .  .  ^  ....  . 

f  =  7  (»,  +  »«)  (V—.W-  Tile  true  value  of  /:  must  1. 

however  because  the  eccentric  wheels  contribute  an  important  part  to  the  l-i’  /  ^  ^ 

system.  It  impossible  to  obtain  an  approximation  of  this  true  value  by  cousin  °f  the 

xn  the  impact.  It  can  be  shown  in  this  manner  that,  for  ordinary  ,  .hlWg  the  c°nditions 
energy  per  blow  may  be  as  much  as  ten  times  the  value  e  .  r  '  !)r°l)0rti°ns,  the 

the  approximate  theory  may  give  reasonable  results  as  far'  uTtZ  .,?*  ^  Thus’  whiIe 

cerned,  it  must  not  be  used  directly  for  computing  the  output.  ',t'rf<>r‘»ance  is  con- 

IV.  Experimental  results 

A  series  of  experimental  investigations  have  been 

type  2,  the  results  of  which  will  h.  review,, I  „,rv  l,riri,  The",”  **»  <*  ». 

•  ■  *  1  lu  mb x-nded  to  establish: 


> — *<&**&*  I»ar4^/afe£f  < 

feces'c/ec/ 


(a)  The  space  times  curves  fnr  . 

the  mode  of  operation,  and,  m  least  a, .proximo udv^n^”^'  ^  .'h<'  Wmu‘  ,inu>  (,u'  h,(W  fluency, 
position  of  the  eccentric  wheels  at  different  „a,-i  '  r  ''  Ut"y  ,,f  rHu,n  a’"1  «P|mwch.  (b)  The 
voltage  and  the  current  of  the  driving  mofOI  '  pd- <‘,H'ni!in^  rvc,('-  fO  A  record  of  the 
e  armature  slots  were  magnified  to  show  ^  ***  M,C  *  a  mam,<T  l!lat  die  ripples  due  to 

„  .  rig.  7  (Plate  IV)  shows  an  oscillour'i'iiuln!  n  a  J-1’  ‘.wh'  ihnin”  wave, 

during  chiseling  in  steel.  InFig.g  thedisnlar.  1  U<Us  °  )t,un<,(!  fro|n  operation  in  the  second  mode 
with  theoretical  displacement  curves  for  »  —  * m<.n  l ***  ' V  ^  tIu* <lT  ,ias  ,n‘cn  drawn  in  comparison 
values  of  various  elements  M  g-  —  T  /a!  ‘T,  *  *  J  calculated  for  the  following  measured 

x~  45°>  k  =  i S  lbs/ inch  and  x  '  —  ,?tj  •  ./  *  elf.””  1  ^>s*  r  "425  inch  p0  00  -95  inch, 

restitution  had  a  value  slightly  above  .  r  ‘  HS  C(11I1T‘lr>s<,Ii  shows  t hat  the  coefficient  of 
From  the  above  values  of  fh  *  1 

tup  for  unobstructed  harmonic  oscillations  t/t?UU^S  Wc  c‘dcidafe  tho  natural  frequency  of  the 

cycles  per  scc»»d  (or  thc  »■  fund . .  This  inn  civcs  y,S 

n  1  g.  5  we  find  that,  for  e  =  .  i  wn  out  2  ^mv*  using  the  characteristic  curves 

s  ould  operate  at  5.05  X60X7.cc-  22o  &  ^  an<^  ^  ^d°*  Thus,  the  hammer 

j  ^>In*  /  ^r<uns^  dtese  values  the  oscillogram  on  Fig.  7 
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f/g  9. 

7m  J^r/ajCh/?  m  Gkptd?/'' 

tfs/oc/Jy  qf  feces?/fc/c 
/%o7fec/  /re/77  F/p.  7 


F/gf2> 

f/i yp/r7/7?  fAo&F/Tp  lA/r/aZ/o/?  //?  (7/?p& 
Fe/oc/Ay  a/  Fbce/?/r/c  JFAe&fe. 
F/o7%?<7  /rv/n  F/p  -fO, 


tfoyocrc/’ 


(js/>c/e/)f  /4/ya/ar-  l/e/oc/Af  &*c*£ 


c Jmjzoef  77m&  m  <Seca*r</s  */6~? 


\  tftyo/a/*  fa/oc'fy  &n 


7/o?e  /#  &rca>T</s*;o  ~ 


\  • Sp 

£ 


v*  feco?-</ec/  C</rve.  S 

/s&  ^rostt  F/g.  /0  Cb/cv/a/ed  F~ '/ 

A  \  / 

/cu/a&d  Ct/t¥C^>r£co 


/j%ng<g  Fhp*o/cj/se>fi?’S  cf  fycG?s>t^r/c  Mbe&/s 


f/g.ff 

Cam feef /"'Serf  tehees*  Ca^cf^r^c  a/  a*tc/ 
A&c&re/ed  &g&/isece**?e/?f 


gives  2260  rpm  and  <I>  —  900.  The  calculated  value  of  the  velocity  of  approach  is  92  against 
a  recorded  value  of  about  100  inches  per  second.  The  agreement  between  the  calculated  and 
recorded  values  of  the  operating  speed  and  the  velocity  of  approach  is  fairly  good,  but  the 
angle  <&  has  a  value  considerably  different  from  the  calculated  value.  The  author  has  not  succeded 
in  advancing  a  satisfactory  theory  for  this  discrepancy,  but  it  is  probably  due  to  the  disturbance 
in  the  impact.  There  are  no  evidence  of  large  variations  of  the  angular  velocity  of  the  eccentric 
weights,  howewer,  as  shown  by  the  curve  in  Fig.  8  which  has  been  prepared  from  the  record 


at  the  bottom  of  the  oscillogram  on  Fig.  7.  This  record  was  not  adapted  to  record  the  sudden 
variation  of  the  angular  velocity  at  the  blow,  so  that  no  definite  value  of  the  energy-dissipation 
can  be  obtained.  The  maximum  variation  in  angular  velocity  between  blows  seems  to  be  about 


Figs.  10  (Plate  IV),  11,  and  12  give  a  similar  set  of  results  from  the  same  hammer  for 
operation  in  the  third  mode  during  chiseling  in  steel.  The  mechanical  parts  of  the  hammer  w 
the  same,  the  only  difference  being  in  the  higher  voltage  on  the  motor.  The  calculated  values^f 
speed,  angle  $,  and  velocity  of  approach  are  here  31901pm,  63  degrees,  and  125  inches  per  second 
against  recorded  values  of  3040  rpm,  57  degrees,  and  120  inches  per  second.  The  agreement 
is  fairly  good  for  all  three  quantities  in  this  case. 


It  is  shown  by  these  results  that  the  theory  given  above  gives  a  reasonable  basis  for  the 
design  of  devices  of  this  kind.  In  addition  to  these  tests  there  has  been  collected  a  considerable 
amount  of  information  on  operating  speeds  for  more  extensive  variations  of  the  different 
construction  variabks.  As  a  general  conclusion  from  the  data  obtained  in  this  manner  it  seems 
that  the  performance  of  the  hammers  are  quite  accurately  determined  by  the  characteristic  curves 
on  Fig.  5.  Certain  deviations  have  been  observed,  however,  such  as  the  disagreement  in  tho 
angle  $  mentioned  above,  and,  of  greater  importance,  the  fact  that  it  seems  to  be  possible  to 
operate  the  hammer  at  a  speed  slightly  different  from  the  synchronous  speed  given  by  the 
characteristic  curves.  This  occurs  when  the  driving  motor  is  not  a  synchronous  motor  and 
seems  to  indicate  the  existance  of  a  certain  range  of  speed  ratios,  which  is  widest  for  the  first 
de,  and  tapers  down  to  a  narrow  strip  for  the  higher  modes.  This  phase  of  the  theory 
represents  a  problem,  for  which  the  author  has  not  yet  found  a  satisfactory  solution  and  which 
is  suggested  as  an  interesting  subject  for  further  study. 


Ueber  ein  neues  Verfahrcn  zur  Ermittelung  von 
Sdiwmgungsperioden  von  Turbmenscheiben 

Von  M.  Konig,  Rugby  (England) 

Das  Problem  der  Schwingungen  kreisformiger  Platten  hat  in  den  letzten  Jahren  be- 
sondere  praktische  Bedeutung  erlangt  durch  Briiche  von  Laufscheiben  in  Dampfturbinen,  deren 
Ursprung  in  Schwingungen  der  Scheibe  ermittelt  wurde.  Diese  Schwingungen  waren  hervor- 
gerufen  durch  Resonanz  periodischer  Storungen  (wie  partielle  Beaufschlagung  etc.)  mit  einer 
der  natiirlichen  Perioden  der  Scheibe. 

Als  Erster  darauf  hingewiesen  und  Berechnungsmethoden  entwickelt  zu  haben,  ist  das 
Verdienst  von  Prof.  Stodola. 

Diese  Berechnungsarten  basieren  auf  die  grundlegenden  Arbeiten  von  Kirchhoff  und 
dem  Satze  von  Rayleigh  iiber  den  Extremalwert  der  Periode  einer  Eigenschwingung  gegen-. 
uber  willkurlichen  Schwingungsformen.  Prof.  Stodola  hat  auch  die  Anwendbarkeit  des  Ver- 
fahrens  von  Ritz  und  sein  Zusammenhang  mit  dem  RAYLEiGHSchen  Satze  erlautert. 

Es  liegt  in  der  Natur  dieser  Naherungsverfahren,  daB  ohne  zu  groBe  Komplikation  den 
KiRCHHOFFschen  Randbedingungen  nicht  mathematisch  streng  Geniige  getan  werden  kann. 
Prof.  Stodola  erwahnt  in  seinem  Buche  iiber  Dampfturbinen,  daB  umstandliche  Rechnungen 
fiir  den  einfachen  Fall  der  Schirmschwingung  dartun,  daB  z.  B.  der  EinfluB  der  Naben- 
befestigung  erheblich  sein  kann. 

Im  iibrigen  findet  sich  meines  Wissens  keine  Stelle  in  der  einschlagigen  Literatur,  die 
diesen  wichtigen  Punkt  behandelt. 

In  der  hier  auszugsweise  gegebenen  Untersuchung  ist  nun  ein  Verfahren  entwickelt, 
das  —  innerhalb  des  Naherungsgrades  der  Methode  an  sich  —  erlaubt  und  verlangt,  die  Be- 
dingungen,  denen  die  Begrenzungen  der  Scheibe  unterworfen  sind,  mathematisch  streng  zu 
beriicksichtigen.  Das  Verfahren  stiitzt  sich  auf  ein  von  Rayleigh  zur  Untersuchung  der 
Schwingungen  von  Saiten  etc.  mit  ungleicher  Masseverteilung  beniitztes  Prinzip.  Den  Hinweis 
darauf  und  die  Anregung  zur  Priifung  seiner  Verwendbarkeit  zur  Untersuchung  von  Turbinen- 
scheiben  verdanke  ich  Prof.  Meissner,  der  auch  sonst  unterstiitzend  mit  stetem  Interesse 
die  Arbeit  verfolgt  hat. 

Wir  gehen  aus  von  den  KiRCHHOFFschen  Gleichungen  der  Schwingungen  einer  isotropen, 
homogenen,  diinnen  Platte  konstanter  Dicke.  Da  nur  Normal-Schwingungen  untersucht  werden 
sollen,  beniitzen  wir  fiir  die  Durchbiegung  der  Platte  den  bekannten  Ansatz  einer  solchen. 

W  =  cos  (Xt  —  e)  cos  —  a)  =  * p  •  cos  {n%<  —  a)  .  (l) 

wo  Funktion  nur  des  Radius,  p  nur  der  Zeit  ist.  $  bedeutet  den  Polarwinkel,  n  die  Anzahl 
der  Knotendurchmesser  des  Schwingungsbildes  und  =  y  die  Frequenz  der  Schwingung. 

In  die  allgemeine  Schwingungsgleichung  eingesetzt,  fiihrt  dieser  Ansatz  auf  eine  Diffe- 
rentialgleichung  4.  Ordnung,  die  in  zwei  BESSELSche  Differentialgleichungen  zerfallt.  Es  wird 
die  Summe  von  BESSELschen  Funktionen  w-ter  Ordnung,  I.  und  II.  Art  mit  reellem  und 
imaginarem  Argument 

4-  =  Ax  Jniz)  +  Bx  Yn(z)  +  A,In{z)  +  B,Kn{z)  .  (2) 

I _  <3  Q  (J -  V^) 

wobei  das  Argument  z  =  K y  X  •  r  und  K 4  =  --  — 
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'Jn\lZ)  UJUU 


Die  zur  Ermittelung  der  Konstanten  /I  R  j  n  . 

Frequenz  A  notwendigen  und  hinreichenden  Gleichungenergeben^id  tnisse_  und  der 

Damit  im  besonderen  A  B  A  B  =£  0  atiQfniu  a  r  rt  1  aus  ^en  Randbedingungen 

gleichungen^Jull  ™rie„.  Diese 

Anwendung  ^  - 

ZU  bestimmen,  das  aus  einem  einfachen  der  stren^en  v’A  SchwmSlmS^  eines  Systems 

ter* k,eine  in'd“ 

drucken^1sei^^o1Tdrfdasteinfache^Systaaf'beka1nnteiiindWe^C^d  ^  -s- 

variierten  Systemes  beniitzt,  fur  welches  S  nu  nn^  T  *  ^  ZUr  Untcrsuchuag  des 
Beispiel  atidern  sich  bei  der  r-ten  Normalschwinm  angenahert  Normal funktionen  sind.  Zum 
Hauptkoor d inaten  des  einfachen  SysZ!f  TndlT/  ^  .Var"eften  *uch  die  ubrigen 

da  die  Bewegung  harmonisch  ist  Aus  einer  der  Cl  *T  U”d  pr°porlionaI  c°s  X  t, 

Bewegungsgleichungen  nach  Lagrange  z  B  der  r  ten  r fit “T Systeilles  von  Nmultanen 
<Ier  betrachteten  r-ten  Schwingung  zu  e  ner  der  at ,  ”  ^“dl.  “  VcrI,Sltnis  der  ^ordinate 
Falle  die  ,-te  -  bestimmen.  Dainit  fZ  aus  ter ^  VMU«^  Koordinate>  -  in  diesem 

einfachen  Systems,  mi,  Vernachlassigtmg  kleiner  Grolien, 


X2 

r 


■  ~j~  $cr. 

arr  -J-  6  an 


2  V&U  2 

S^~r  €t’SS  Ctfy  (Xy~  -  Xy^j 


.  (3) 

Turbinenscheiben,  wie  die  nutttttheT  Bdsptel^T^  ^  ^  aUge,neinen  klein  und  kann  fur 
In  der  Anwendu™  m.  T  P  2£lgen’  vernachlassigt  werden. 

der  strengen  Berechnung  z^l^SrSysteJ" betrachten  wir  aLs  daa  einfache, 
gleich  ist  der  minimalen  halben  Starke  der  Scheibe  dCren  Konstantc  halbe  Dicke 

jemgen  der  profilierten  Scheibe.  Aufbauend  auf  rV  V  Wld  AuBen-Radien  sind  die- 

m  konzentrische  Ringe  von  slter  DldmleLtf  **  ^  der  Schd>* 

anpassenden  gestuften  Linienzug  ersetzt  wird  n  •/  duiXh  emcn  sich  ihm  moglidist 

eines  Ringes  die  Scheibendicke  konstant"  was  in  A  nUn  dber  das  Jewcilige  Intervall 

fdr  die  potentielle  und  kinetische  Energie  ertbVrtT  die  integration  der  Ausdriicke 

Energie  des  variierten  Systemes  in  unserem  F  V  \  ^  t0tale  kinetische  resp.  potentielle 
schrieben  werden  als  diejenige  der  Kernplatte  v  ,  P™filierten  Scheibe  kann  dann  ge- 
Schichten.  g  Kernpktte  v™hrt  urn  die  Anteile  der  dariiber  gelagerfen 

sind  kinetische  und  potentielle  Energfe  in  N  ^eW£gUngSgleichun&en  fpr  Eigenschwingungen 
fuhrung  des  Ansatzes  (i)  fiir  eine  Normalseh  <0°rdlnaten  auszudriicken,  was  durch  Ein- 

Der  Wert  der  ^  erwiesen: 


')  Watson:  Theoty  of  Bessel- Functions.  Cambridge  ,,M. 


M.  Konig,  Rugby  (England) 


z.  B.  gegeben  ist  in  Watson’s  Theory  of  Bessel  Functions  1),  ermoglicht  die  Aufstellung  von 
Hilfskurven  fur  die  in  Frage  kommenden  Argumentswerte,  womit  die  Nullstellen  der  Frequen- 
zengleichung  durch  graphisches  Auftragen  relativ  einfach  gefunden  werden.  Mit  Kenntnis  der 
Frequenz  sind  auch  die  Verhaltnisse  der  Konstanten  A±  B1  A2  B2  in  (2)  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen  ermittelbar.  Da  liber  eine  dieser  Konstanten  verfiigt  werden  kann,  folgen  daraus 
auch  die  Absolutbetrage  der  anderen.  Die  Amplitude  der  Scheibenauslenkung  in  der  Winkel- 
halbierenden  zwischen  zwei  Knotendurchmesser  und  ihre  Ableitung  nach  dem  Radius 

y  =  \At  Jn' (2)  +  b1  f;  (2)  +  a2  r  (2)  +  b2  kj  (2)|  .  (2a) 


wird  nun  fiir  Tabellenwerte  der  Besselfunktionen  in  Abhangigkeit  des  Radius,  welcher  aus 


R  = 


K  yx0 


folgt,  graphisch  aufgetragen.  Ebenso  der  Wert  von 


4h  =  A  In  O)  +  A  Kn  (Z)  —  A1  JH  iz)  —  B\  F  (z) 


(4) 


Die  im  Ausdrucke  fiir  die  korrigierte  Frequenz 


X2: 


Eh  2 


3p(i-v2) 


^  x 


O Kij° 4a rdr - 2 (I - -d /y -  7  (4»  •'l4' -~) I  +  (( r)  {v2 A'4JV.2 rdr'2 (I"v> /|-"7W-7)/+-  •  • 

J V  rdr  +  —  1 )  jfji2  rdr  A .  (S) 

Xro  r* r a 

t})2  rdr  und  I  t}^2  rdr  werden  mit  Hilfe  der  ejj2  -  r  und  t]^2-  r-Kurven 


am  einfachsten  durch  Planimetrierung  bestimmt.  Fiir  das  jeweiligc  Intervall,  entsprechend  der 
Stufeneinteilung,  werden  dazu  die  tj;-  und  t}/  -Werte  aus  den  Kurven  abgelesen.  Es  sind  damit 
alle  Elemente  zur  Ermittelung  der  Frequenz  nach  (5)  bekannt. 

Unsere  Methode  ergibt  direkt  die  Eigenschwingungsperioden  der  ruhenden  Scheibe  allein. 
Bei  Beriicksichtigung  der  Fliehkraft  muB  dieser  in  der  allgemeinen  Schwingungsgleichung  Rech- 
nung  getragen  werden.  Im  allgemeinen  Falle  der  profilierten  Scheibe,  wo  kein  einfacher  analy- 
tischer  Ausdruck  fiir  die  Spannungen  besteht,  wird  diese  Gleichung  praktisch  unlosbar.  Nun  ist 
aber  zu  bemerken,  dafi  der  EinfluB  der  Rotation  zahlenmaBig  relativ  klein  ist  und  es  praktisch 
wohl  geniigt,  ihn  unter  Zugrundelegung  der  fiir  die  ruhende  Scheibe  nach  vorliegender  Methode 
ermittelten  Auslenkung  <]>  resp.  deren  Ableitung  nach  dem  Radius  naherungsweise  z.  B.  nach 
Prof.  Stodola  zu  bestimmen.  —  Das  Gleiche  gilt  auch  fur  den  EinfluB  ungleicher  Temperatur- 
verteilung,  ihr  EinfluB  kann  nach  Stodola  der  ruhenden  Scheibe  superponiert  werden. 


Einige  numerlsche  Beispiele. 

1.  Platte  nut  kongentrischem  V erstarkungsring.  Schwingung  mit  zwei  Knotendurchmessern. 

2  Ra  =  100  cm,  2  h0  =  2  cm,  E  —  2,2  X  io6  kg/cm2,  p  =  7.95  X  io~6  kg  s2  cm~4,  v  =  .  3  . 
8h  =  .  688  cm. 

1,  =  nach  Kirchhoff  =686.1  /sec  . • .  V.P.M.  =  65 54,  K*  =  9.862  x  10 ~12  s2  cm-4. 


175 


RESULTATE. 


Voile  Platte 


Eingesp.  Platte  f 
Ri/Ra  =  .2  \ 


•A!  CL  cm 

0 

50 

38 

28 

18 

JR.  t  cm 

0 

47 

35 

25 

15 

vo 

00 

VO 

II  ; 

0 

<-<  . 

X 

712. 1 

749-5 

755-2 

762.0 

m  °/o : 

100 

103.8 

109.2 

IIO.I 

1 1 1.0 

°/o 

818 

841 

902 

930 

958 

100 

102.8 

1 10.5 

113-6 

117.1 

Platte 

mit 

Bohrung  ergibt  sich 

im  weiteren, 

wenn 

A,- 

Ra 

=  .  200 

8 

S 

715.5 

104.2 


h0  der  Kernplatte 


fre*  X  —  650/cm  =100  0/0 

gehalten  ,,  =  714  =1x0  o/0 

eingespannt  ,,  =  818  =  125.9  °/o 

2.  Scheibe  mit  trapezfdrmigem  (konischem)  Profil. 

_  t3)  ^  =  100  cm  •  =  3  cm,  hr=so  =  j  cm 

cm,  a.  h.  A,,  —  686.x/sec  und  bei  einer  Schichtendicke  von: 

dh  =  4  mm  :  X  =  1605.5  VPM  =  15330 
2  mm  :  „  =  „  =  15160 

nach  Stodola-Oehler  —  14985 

”  "  -Rayleigh  „  —  15650 

b)  Starkere,  konische  Scheibe . 

2  R“~  100  c“  hr=°  ==  5  cm  hr=5°  =  i  cm,  d.  h.  ohne  Bohrung  X0  =  686.x/sec. 
5A=  4  m/m  X  =  2691  VPM  =  25700 
nach  Stodola-Oehler  —  24730 

”  ”  »  erweitert  „  =  24805 

dzeselbe  Scheibe  mit  Bohrung  R;/Ra  =  .2,  •  2  Knotendurchmesser. 

Frei:  S.h.  =  4  mm,  X0  =  650.0,  X  =  2332,  VPM  =  22270 

Nach  Stodola-Oehler  I  *7° 

Eingespannt  t,  _  ^  ” 

A  —  3625  „  =  34610 

3.  Profilierte  TurlioensMte  (mi,  Kranz  und  Nab,),  a  Knotendurchmesser 

Ri 

.219,  ^  =  S79  cm>  Ri  _  29A1  x  iq_12 


2  Ra  —  180  cm, 


/z„  =  579  cm,  K * 

a)  „gehaltenu  A0  =  130.4,  X  =  319.0  V.P.M.  =  3090 

/  ,  =  Il6‘5'  ”  =  265,0  „  =  2530 

c)  Versuchsplatte  leicht  niedergehalten,  nach  Messung  VPM  =2  2600. 


Erweiterung  der  Methode  Stodola-Oehler. 
treten  aL”  sX“°oi«cht  ZZZ™  **** “ 


M.  Konig,  Rugby  (England) 


Besselfunktionen.  Angenahert  muB  der  Exponent  ^  dem  Exponenten  des  ersten  Gliedes  der 
letzteren  entsprechen,  d.  h,  ganz  allgemein  wird  s  fiir  Knotendurchmesser-Schwingungen  ange¬ 
nahert  gleich  der  Anzahl  der  Knotendurchmesser  sein.  Eine  groBere  Annaherung  an  die  wirk- 
liche  Durchbiegung  ergibt  sich  aus  der  Form  einer  Besselschen  Reihe  zu 

w  =  a  (rs  -j-  (3  rs +a)  sin  Kg) .  (2) 

Der  Wert  s,  welcher  X  zu  einem  Minimum  macht,  kann  in  erster  Annaherung  nach  (1)  und 
daraus  mit  Hilfe  einer  Randbedingung  ft  gefunden  werden. 

Mit  Einfiihrung  von  y?  ergibt  sich  nun  eine  Korrektur  fiir  s  und  \Min*  1st  die  Ab- 
weichung  wesentlich,  so  ist  die  Rechnung  mit  dem  korrigierten  Werte  von  ft  nochmals  durch- 
zufiihren. 

X2  —  — AAA —  A  (3) 

P(X -V*)Ra*  B .  W 

WO 

nach  Oehler :  A  =  ax  •  bt  B=  cx  ...  .  .  (4) 

und  erweitert:  A  =  ax  bx  -f  p  K  a2  b%  -f  bs;  £=  Cx  +  2  p  K  c2  +  p2  R*  c2  ...  (5) 

wo  a  und  b  Funktionen  von  ^  und  den  Scheibenabmessungen  sind, 

Kombination  der  graphischen  Methode  von  Stodola  mit  analytischer  Minimumsbestimmung 

Wenn  nach  Stodola  von  zwei  Annahmen  die  tp-Kurven  bestimmt  sind,  kann  eine 
Minimumsbestimmung  wie  folgt  durchgefiihrt  werden.  Wir  setzen: 

<!>  =  $1  +P  $2  .  (6) 

d.  h.  <j/  =  ?];/  -f *p  $2 
und 

Diese  Werte  eingefiihrt  in  die  Ausdriicke  fiir  und  <b*  ergeben 

=  <E>Zi  +/2  wo  <b/3  =  Fkt.  von  und  neu  zu  rechnen  ist, 

und  <£>*  folgen  analog. 


—  E'h<? _  V,  ^  ^  P  +-^2  ®*2  s ,  , 

p (i  -v2)  Ri  X  10  "■ 

Daraus  folgt  durch  probeweises  Annehmen  von  p  und  graphische  Darstellung  XM. 
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Theorie  du  potentiel  newtonien 

Sur  le  principe  de  Picard 

Par  G.  Bouligand,  Poitiers 

^  i.  La  presente  communication  a  pour  but  de  generaliser  ce  theoreme  de  M  Emile  Pir*™ 
donne  depuis  fort  longtemps  par  l’illustre  geometre  dans  son  cours  de  la  Sorbonne  i) :  ’ 

.  ,  fMtune  f°nctl0n  U  ( P )  uniforme  et  harmonique  dans  unc  certainc  region  sauf  en  „* 

Z?J  Tl'a7„Z  deVe" "  “‘e  rMe  P°S“iVe  W*  cen,r,  A, 

Z7(iJ)=z>+ 

region  ™  «  V  (P)  ^  Monique  dans  toute  la 

Ce  theoreme  peut  s’etendre  dans  bien  des  directions.  J’ai  donne  un  resume 
premieres  recherches  sur  ce  sujet  dans  le  fascicule  XI  du  Memorial  des  Sciences  Math* 
mahques 2) ;  il  s  agit  la  du  cas  ou  une  function  harmonique  demeure  oartom  fn /  , 
domaine  d’existence,  sauf  en  un  point  de  sa  frontiers  nl  tn  ,  C  danS  SOn 

restant  positive  au  voisinage  de  ce  point.  Notamment,’  un  int&^JSr  Attach  ^  “ 
ou  la  fonction  s’annule  en  tout  autre  point  de  la  frontiers  (sauf  oeut  fart*  n  \  .  G,  aU  Cas 

“  ~  '-*»«  <■-  theod. 

conditions  assez  larges,  la  fonction  est  alors  determinee  a  un  fart*,  '  danS  des 

a  des  cas  deception  dont  j’ai  cite  des  exempts  T’^  t  t  T  ?***'’  ^  *y 

entre  ces  questions  et  la  theorie  des  substitution^;,  '  ^  t  .C  hen  lntlme  qui  existe 

fonctionnel.  Or.  pep,  d'ailleurs  presenter  ce  lieu  sous’ “aspen"'8  ^ T  ‘.’“‘T? 

;xeir;,iv^a°”fan  ham7q“  co”si<,'r&  ”  ™ 

.ions  ~  *  oertaines  4,u, 

infinite  denombrable  de  tels  ensembles  E  f  •”  S01t  d  Un  nombre  fim  ou  raeme  a  une 
,  .  „  xeis  ensembles.  En  faisant  une  inversion  Hp  nAm  n  ~ 

domaine  infim,  soit  a  une  branche  infinie  soit  a  un  nnmh  T  . P  n°US  aur0nS  un 

brable  de  telles  branches.  Dans  des  cas  ’etendus  on  0U  meme  a  une  “finite  denom- 

s’annule  sur  la  frontiere  de  ce  nnnvp  i  •’  PCUt  dlre  que  ia  fonction  harmonique  qui 
infinie  e,  positive  ^  *** 

les  autres  branches,  est  determinee  a  un  f  ranches,  mais  par  contre  s’evanouit  dans 

*  vue:  ti„Hr ie  de  Ve^ZZZlTZ  77"'  ^  d  «  P<“  «  Poi« 

-  -  P  fonctionnel 4),  on  doit  remarquer  que  cette  fonction  symbolise 

2  5? S0C'.Math‘  de  France>  ann^e  i92q,  p  l6a 

P-  59—112.  '  Annales  de  la  Soaete  Polonaise  de  MathWiques,  annee  1925, 

positive  de  I’espace^onction^paf  sXtitation  dhi  tot  A  Q°ter  que  les  it4ries  de  Ia  region 

convergence  vers  une  direction  principale  uniaue  a  i,vn  n  e  semboitent  *es  unes  dans  les  autres:  leur 
(deduit  de  la  notion  de  produit  scalaire  de  Vux  fn  quand  e  dlametre  angulaire  d’une  de  ces  regions 
tend  vers  z£ro.  P  SCaIaire  de  deux  foncfions  figures  par  des  points  de  cette  region) 
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une  direction  principale,  a  coefficients  de  direction  tons  positifs,  de  la  substitution  lineaire  a 
coefficients  positifs  definie  en  prenant  une  mediante 5)  dune  fonction  quelconque,  continue 
dans  le  domaine  infini  et  astreinte  seulement  a  s’annuler  sur  la  frontiere  et  a  s’annuler  a  l’infini 
dans  les  branches  distinctes  de  celles  a  laquelle  un  role  particulier  a  ete  devolu.  On  a  ainsi, 
du  principe  de  M.  Picard,  l’apergu  intuitif  le  plus  immediat:  en  meme  temps,  on  en  saisit  mieux 
la  tres  grande  generality.  A  l’espace  fonctionnel  dont  les  points  represented  des  fonctions  de- 
finies  sur  un  champ  continu,  on  peut  substituer  par  exemple  un  autre  espace  dont  les  points 
correspondent  a  des  fonctions  definies  sur  un  ensemble  denombrable:  pour  fixer  les  idees,  pavons 
l’espace  dun  reseau  de  cubes,  et  considerons  un  domaine  infini  obtenu  en  juxtaposant  une  infinite 
de  ces  cubes;  appelons  fonction  pre-harmonique  dans  ce  domaine  une  fonction  definie  aux 
nceuds  interieurs  du  reseau  et  telle  que  sa  valeur  en  un  noeud  soit  la  moyenne  arithmetique  de 
ses  valeurs  aux  six  noeuds  les  plus  proches.  Dans  des  cas  etendus,  si  une  telle  fonction  s’annule 
aux  noeuds  peripheriques  et  s’evanouit  dans  toutes  les  branches  infinies,  a  l’exception  d’une  seule 
ou  elle  devient  infinie  par  valeurs  positives,  elle  est  encore  determinee  a  un  facteur  constant 
pres.  Mais,  il  y  a  des  cas  d ’exception:  on  peut  citer  notamment  celui  du  domaine  compris  entre 
deux  plans  paralleles  empruntes  au  reseau;  il  existe  alors  non  plus  une  direction  principale 
unique  a  coefficients  de  direction  tous  positifs,  mais  bien  une  infinite  de  telles  directions  reparties 
dans  une  multiplicity  lineaire:  la  substitution  generatrice  sera  ici  l’operation  consistant  a  rem- 
placer  en  un  noeud  du  reseau  la  valeur  d’une  fonction  donnee  en  chacun  de  ces  noeuds  par  la 
moyenne  des  valeurs  qu’elle  acquiert  aux  six  noeuds  les  plus  proches. 

En  resume,  la  discussion  du  principe  de  M.  Picard  se  ramene  a  la  discussion  de  l’unicite 
d’une  direction  principale  a  coefficients  de  direction  positifs,  pour  une  substitution  lineaire  a 
coefficients  positifs,  cette  locution  etant  entendue  au  sens  general  de  l’analyse  fonctionnelle. 

2.  Mais  1’objet  principal  de  cette  communication  sera  d’etendre  le  resultat  de  M.  Picard, 
tel  que  nous  l’avons  enonce  au  debut,  dans  une  autre  direction.  Nous  allons  etablir  le  theoreme 
suivant: 

Soit  une  fonction  U  (P),  harmonique  dans  une  certaine  region  (ou  nous  la  supposons 
uni  forme ),  sauf  sur  un  ensemble  ferme  E,  tout  entier  interieur  d  cette  region  et  dont  chaque 
point  soit  limite  de  points  non  situes  sur  E.  On  suppose  que,  sur  cet  ensemble  E,  cette  fonction 
puisse  devenir  infinie,  mais  en  restant  positive.  Nous  preciserons  cette  hypothese  en  la  formu- 
lant  ainsi:  en  chaque  point  Q  de  E,  on  a 

lim  U(P)  =  +  cxo  lim  U(P)>  o 

P-*Q 

Dans  ces  conditions,  la  fonction  U  (P)  est  la  somme  du  potentiel  dJune  repartition  de 
masses  positives  sur  V ensemble  E  et  Pune  fonction  V  (P)  harmonique  en  tout  point  de  la  region 
precedente  6). 

Une  application  simple  de  la  formule  de  reciprocite  ramene  immediatement  la  demons¬ 
tration  de  ce  theoreme  a  celle  du  suivant: 

Soit  une  fonction  U  (P),  uniforme  et  harmonique  dans  tout  V espace,  sauf  sur  un  en¬ 
semble  E  ferme,  tout  entier  a  distance  finie  et  nJ admettant  aucun  point  interieur .  En  chaque 
point  Q  de  E,  on  suppose  que 

lim  U  (P)  =  4"  °°  lim  U  (P)  >  o 

p^q 

5)  Voir  fasc.  XI  du  Mem.,  pages  4  et  5. 

6)  Si  E  se  reduit  a  un  point  unique,  on  retrouve  le  theoreme  de  M.  Picard. 
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On  suppose  en  outre  que  U  (P)  s’evanouit  a  Vinfini.  La  fonction  U  (P)  est  , 
potenhel  dune  repartition  de  masses  positives  dont  V ensemble  E  est  le  support  h 

Pour  etablir  cette  derniere  proposition,  considerons  lequation  U  (P)  -  r  n,N  i, 

C  a  une  valeur  positive,  non  nulle.  Puisque  U  (P)  s evanouit  a  l’infi, ;  COnstante 

une  surface  situee  tout  entiere  a  distance  ft*:  on  peut  parler  ^7 

exterreure  a  cette  surface  formee  par  les  points  o*  1'on  a  au  sens  strict  U  J  r  Pn  * 
drlate  lorsque  C  augmente.  Nous  aliens  etudier  plus  en  detail  la  disposition  des  su7es  * 

U(P)  =  C 

de  ce,,eTX,“VC'lM«  Zl  “SS.f  ^  “*  >» 

nnter,  On  peu,  done  teJZ.’Zt  *“  "?"*  * 

Poisson,  e,  tirer  de  cette  expression  ,e  rdsulta,  suivant:  a 


y  ptotique  de  la  forme  ^  ou  encore:  £  tendant  vers  zero,  la  surface  U  (P)  =  s  tend  a  de- 
venir  homothetique  a  une  sphere.  Faisons  croitre  C  do  „  a  i  r 

valeurs  de  C,  il  y  aura  decomposition  dune  na  1  +  °°-  Lorsqu  on  franchira  certaines 

r>  s,  r  u  Z  ,  aecomP°sltlon  a  une  nappe  de  cette  surface  en  plusieurs  autre*  q;  vn 
C  >C’  le  systeme  des  nappes  dont  se  compose  U  (P)  -  r>  ne  1^!  -  °" " 

systeme  des  nappes  dont  se  compose  U  (P\  —  r  w  ^  °  Se  a  Jamais  exterieur  au 

pourront  a  partir  dune  certaine  valeUr  de  r  \  *  qUe  Certains  Points  d*  *> 

remarquer  que  t/  (P)  est  la  solution  du  V  (f }  =  *  °n  ^ 

pour  la  region  R  avec  les  donnees  U  (P)  ~  C  sur  la  f'l  “teneur  sens  general) 

a  l’infini,  les  points  de  £  qui  appartie„2n7  f  cet  e  f "  *  '****  64  U  (P)  =  ° 

.  PP  rtiennent  a  cette  frontiere  en  sont  les  points  irreguliers  *) 

veetcur  g^T  TT  "  diSP0Si,i°"  ^  *  «"*«  - 

dentes,  ",h— ‘  ~  ■»*«  P«- 

Finalement,  chacune  de  ces  lignes  aboutit  ’nltlP  ^  “SSC  vers  les  U  croissants, 

vertu  de  1’hypothese  necessairement  a  un  point  de  1 ’ensemble  E.  En 


lim  U  (P) 

P+Q 


:  -|-  oo 


tout  point  de  E  se  trouve  exclu  de  tous  les  £  et  ' 

Hgncs  de  gradient  (ou  au  moins  liurite  de  tels  'points  “.^,^7°*  d'ab°Utis"t  de 

Cela  pose,  par  rintermediaire  de  ces  lio-n^o  , . 

dance  remarquable  entre  le  spherolde  U  (P)  -  e  et  l’enTemhl  ’  P  ^  C0rresP0n- 

tubes  de  gradient,  a  l’interieur  de  chacun  deso7els  il  1?  ■  '  6St  COrresPondance  Par 

en  vertu  du  theoreme  de  Gauss,  conservation  des  chargTr'sur  7/ ^  P^’  V""  ^  aUSSi’ 
couche  en  equilibre  est  proportionate  a  la  derivee  normfle  de  U  P  =  *’  dGnSit6  de  b 
prrs  sur  U  (P)  =  £>  correspond  un  ensemble  %  adraque  ensemble  mesurable 

conque  de  C,  avec  la  meme  charge  et  cette  m<W  h  U  ^  —  C>  Pour  une  valeur  quel- 
correspondant  de  E.  Nous  definissons  done  ainsi  Tr  F&T  T  rCtr°UVe  SUf  U"  sous-ensemble 
repartition  de  masses  potentiates  de  somme  eeale  a  '  ^  corresP°ndance  en  question,  une 

^POnd™  potentic,  (P).  Ce  ^  fZ 

Voir  notre  min, o ire  d«  la  ^“pol,  fc  “  dI“  ,| «,  T de  P“*  “6^“' 
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tion  est  elle-meme  le  potentiel  d’une  repartition  de  masses  arbitrairement  voisine,  portee  par 
U  (P)  =  C  ou  C  est  arbitrairement  grand.  Done  on  a 


Ut  (. P )  =  J7  (P) 

ce  qu’il  fallait  demontrer. 

Remarquons  que  l’existence  d’une  fonction  U  (P),  done  la  limite  superieure  soit  infinie 
en  chaque  point  de  l’ensemble  E,  entraine  que  la  capacite  electro-statique  de  ce  dernier  est 
nulle  8) .  Attirons  en  terminant  l’attention  sur  l’exemple  tres  simple  que  fournissent  les  conside¬ 
rations  precedentes  en  matiere  d’integration  qualitative.  Si  nous  considerons  le  systeme 
differentiel 


dx  dy  dz 

Tu~Tu~lsu 

bx  by  bz 


ses  lignes  integrales  sont  justement  les  precedentes  lignes  de  gradient,  qui  viennent  de  l’infini, 
dans  toutes  les  directions  possibles,  pour  aboutir  a  l’ensemble  E.  Toutes  les  lignes  de  gradient 
dont  les  directions  asymptotiques  appartiennent  a  un  angle  solide  plein  determinent  sur  E  un 
sous-ensemble  dont  la  charge  est  proportionnelle  a  cet  angle  solide.  Cette  correspondance  entre 
sous-ensembles  empruntes  a  une  sphere  d’une  part,  a  l’ensemble  E  de  capacite  electro-statistique 
nulle  de  l’autre,  s’exerce  ici  par  un  processus  analytique  uniforme,  sans  detriment  de  la  com- 
plexite  de  structure  de  E  et  des  modalites  innombrables  qui  peuvent  se  presenter  dans  la 
ramification  des  tubes  de  gradient.  L’exemple  ainsi  obtenu  offre  un  caractere  suffisamment 
intuitif  pour  etre  cite,  dans  un  cours,  a  seule  fin  de  montrer  les  circonstances  complexes  qui  se 
presentent  lorsqu’on  aborde,  du  point  de  vue  descriptif,  l’etude  en  grand  des  courbes  integrales 
d’un  systeme  differentiel. 


8)  Voir  notre  memoire  de  la  Soc.  Pol.  sur  le  probl.  de  Dirichlet,  n°  34. 


Sur  les  origines  „stokiennes“  de  la  cine 


Par  A.  Buhl,  Toulouse 


ematique 


1.  —  On  sait  que  la  formule  de  Stokes  et  ses  generalisations  „e  n™i 
transformations  d’identites  telles  que  "  1  oviennent  qUe  de 

fXd  V=ffdX d  V,  JfZdXd  Y=  fffdXd  Yd Z,  .  .  . 

^3  y 

Ces  formules  conduisent  naturellement  a  rElectrornannetismc  s  r-, 
des  milieux  continus  a  la  Gravifiaue  c<*  mu*  ^  ’  a  a  Ptynunuque  classique 

.  ,  ,  „  .  vmque,  ce  que  j  ai  rappele  notammcnt  dans  lc  Fasciculi*  yvt  a 

mobile  de  Darboux.  On  a  rennvW  ai1v  ■  i  ,  ,  .  J-ucont  du  Triedre 

point  conduire  aux  generalites  gravifiaues  ^  **  emmcnt  et  rckrrette  geometre  de  ne 

est  cependant  simple  a  met  e  enTiH  a‘Sement  “““  de  BlAKCmi  ‘'^valence 

g  uetuL  simple  a  mettre  en  evidence,  ne  saurait-ce  qu’en  montrant  nun  a,-,,,' 

peuvent  provenir,  aussi  bien  I'm,  que  1'autre,  des  identi.es  precedeu.es  “P<“ 

connu  (5),  relatif  tTes^composaml^de  Itettnf  ^  SySt"mC  bicn 

relatif  a  des  composantes  de  translations  TV  r’  f  nCj  par  denva<ion,  le  systeme  associe 

deduction,  en  Geometric ^  de  06  fait  Sc  ra«a<*e  a  pin- 

geometrique  a  la  Mecanique  rationnelle  de 'charles  °CaSTk  ^  m-™  dans  Production 
Wavre  fnn  t£*7  a  ,  Charles  Oailler,  pubhee  par  H.  Fehr  et  R 

G“m,'trie  spl,"'i<,ue « r&,,e-  <*■«—*' 
sans  une  extension  complexe  a  des  system  ^  v  ^ ^  Conceinant  des  droites  concourantes 

Peuvent  ttre  mises  C’“  1“  *• 

1  L’Electromagnetisme  de  MaXwEbn-L„KNTZ-ErasMIN  repose  sur  Pegalitc 

dx£  dXj  =  o 

qui  comprend  comme  cas  particulier  la  formule  de  Green 


dx2  dx% 


dxg  dxx 


dxx  dx2 


encore 


1  2  3 

Alors  S  est  une  JE  plontree  danc  f  a*-  *  n 

2  P  g  E3  et,  si  F  —  o  est  l’equation  de  S,  on  peut  ecrire 


JJ  s  x  y  dx  dy 

x  Y  z  "ft 

dire  de  ^  «*  P*  choix  de  *  c’esU- 

equations  electromagnetiqUes.  Ici  il  conduiT  ^  d°nne  *C  Premier  groupe  des 

q  rci,  U  conduit  a  des  systemes  diff&entiels  du  type 

^  _  dz 

Naturellement  X  Y  ^  F  zX~xZ  *Y — yX 

nous  pouvons  considerer  comme  etant  dePcTtypedeiersy^mes  ^  Var‘abIeS  auxiliaires-  Ainsi 


A.  Buhl,  Toulouse _ 

da _ d$ _ dy  | 

a  p  y  (*) 

Pdt  Qdt  Rdt  ) 

La  notation  indique  que  d  a,  dp,  dy  doivent  etre  egales  a  leurs  mineurn  algebriques. 
Generalement,  on  aura,  avec  i  indice  de  sommation, 

Pdt  =  p.dt.,  Qdt  =  q.dtp  Rdt  =  r.dt.;  . '  ...  (2) 

les  pi  q 1  r.y  seront  naturellement  des  fonctions  des  t.  et  chaque  t£  pourra  etre  une  fonction 
de  t.  Au  systeme  (1)  on  peut  adjoindre  le  systeme  plus  general 

dx  —  Dx  dy  —  Dy  dz  —  Dz  \ 

x  y  z  [  .  (3) 

Pdt  Qdt  Rdt  ) 

Ici,  dx,  dy,  dz  et  Dx,  Dy  D g  peuvent  se  rapporter  a  un  meme  deplacement  juge  en 
deux  espaces  differents  et  mobiles  Tun  par  rapport  a  l’autre. 

Soit  z  =  0;  les  equations  (3)  donnent 

y  y  xx 

et  une  simplification  remarquable  se  presente  si  Ton  a 


dx _ y 

y  ~~ 


d’ou  x  —  cos  co,  y  =  sin  co .  Alors 
dto  -f-  R  dt  =  - 


<jDx*  +  D*=Hds 


.  (4) 


Nous  verrons  bientot  que  ce  resultat  si  simple  et  si  proche  des  points  de  depart  n’est 
autre  que  la  formule  D’Ossian  Bonnet. 

3.  —  Le  systeme  (1)  peut  etre  decompose  en  systemes  tels  que 

da  dp  dy 

bt.  bt.  bt. 

tit 

a  P  r 

Pi  Vi  ri 

Les  conditions  d’integrabilite  sont 

*>P,  bpk 

wk~iv:  =  q‘r*-ri(!* 

bq.  bq. 


dr.  br, 


viPu  ~Pi  ru 


=  P,  qk  —  ViPk 


Imaginons  que  les  p.,  q.,  r.,  dependent  non  seulement  des  variables  t  mais  d’un  para- 
metre  x.  Alors,  si  l’on -derive  le  systeme  (5)  par  rapport  a  x  en  posant 


:f=C, 


.  (6) 
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on  adjoint  a  ce  systeme  (5)  un  autre  systeme  bien  connu  qui  fait  de  £  „  r  de7]  ' 

*  ■ sont  “mposantes  de  <cf-  g- 

Le  fait  de  passer  des  rotations  aux  translations  par  les  derivation*  (f>\  *  •  • 

essentielle  s„r  iaqueUe  .’attention  a  dej4  w  attWe  dans  „  ^ 

au  “  dW  surfa“ ordinaire  ^ 

¥_  dA  _ 

dv  ~  ~Su  ~  qr'  ~r<h’ 

d»  d«  P  rv 

br  brx 

bv  bu~  ^  > 

Lre^uatlL^CbT^onUci  ^  r°tati°nS  dW  m°bi,e  d°nt  Une  face  ^lisse  ««  la  surface. 


(7) 


nous  avons 


4^-  =  E  &__g. 

d~  dt  ’i  ’ 

bq 

bx 

^  r 

17  =  ,:  =  0’ 

11 

sJp 

11 

4* 

G.  Darboux  pose 

ds  cosa,  =  ^  du  -f-  ^  dv, 

ds  sin  o)=:r] 

ds  (j  du  ~\-px  dv), 

ds  sin  (o  =  ~ 

o. 


(8) 


^  Ceci  se  rapporte  au  deplacement  d’un  voint  M  A  *  u  * 

sphenque  de  M,  soil  M'  (o,  o,  ,),  le  systeme  (3)  dole  ^  P°“r  ,a  «P«s““o» 

=  +  *s»e  =  _(/^+Aa4,). 

Des  calculs  simples  donnent  encore 


Sut  U  surface,  i,  y  .  des  ,ignes  respe«iveme„t  caractdrista  par  ,es  equations 

00  _  d  . 

bx~°’  d^(^)=0; 

^  ~-nt  perpend iculaires  parades 

Observons  encore  que 

O  du  +  A  *)  fo  Sa  +  ?1  &>  _  (?  *  +  o,  s„  +  A  &) 
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.  (9) 


A.  Buhl,  Toulouse 


est  egal  a 

(px  9  —  9iP)  (dv  8u  —  dn  ov). 

Done,  d’apres  la  derniere  equation  (7)  et  les  deux  dernieres  (8)  la  derivee  par  rapport 
a  x  de  l’expression  (9)  est  identiquement  nulle.  Quant  cette  equation  derivee  se  scinde  en 

{p  du  -\-px  dv)  -S-  (q  lu  -|-  qx  8v)  —  (q  du  -f-  qx  dv)  (p  Su  Jrp1  ov)  =  o 

et  en  Tequation  analogue,  on  a 

da  sin  Q.ds  sin  (o'  -j-  da  cos  B.ds  cos  to'  =  o, 

cos  (a/  —  0)  =  o,  0)'  —  0  =  ±  -j 

Alors  les  directions  du,  dv  et  du,  $v  sont  conjuguees . 

Dans  un  ordre  d’idees  analogue,  nous  allons  completer  la  formule  (4).  On  a 

Rdt=rdu-{-  rx  dv 

/Rdt=  ff  ^  ^  du  do  — ff  ip  Pi  —p  qx)  du  dv 

Or,  par  multiplication  exterieure, 

(< qpx  — p  qx)  du  dv  =  (q  du  -|-  qx  dv)  (p  du  -j- px  dv)  =  —  da  cos  Q.da  stn  0 

ce  qui  est,  au  signe  pres,  la  representation  spherique  de  Telement  d’aire  dS  de  S. 

Le  dernier  membre  obtenu  est  done  —  K  dS,  si  K  est  la  courbure  totale  de  S3  et  la 
formule  (4)  devient 

f da  —  f  Hds  =  ff  K  d  S 
c  c  s 

ce  qui  est  bien  la  formule  d’OssiAN  Bonnet.  Nous  ne  discuterons  pas  davantage  H  et  K  ni 
l’equation 

H  =  da  r  du  rx  dv  =  O 

qui  est  celle  des  geodesiques . 
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Sur  un  dispositif  permettant  d’enregistrer 
le  mouvement  d’un  systeme  anime  d’une  translation 

quelconque 

Par  B.  Mayor,  L  a  u  s  a  n  n  e 

Considerons  une  masse  liquide  homogene,  pesante  ct 
rapport  a  des  axes  animes  d’une  translation  quelconoue  91  17,  t  ^  eqiuIlbre  reiatif  par 
cot,  su,  0,,  suppose  vertica,  **"*  **  3  * 

on  trouve  burfdtaa**  q„e  ,a  session  e„  „»  p„inl  q^e  (Iu 

P  — . Po  —  P  [Ji  X  +y2  y  -f  Oo  +  g)  (s  —  rr0)], 
designant  les  composantes  de  l’acceleration  d’entrainement. 

dont  les  plans  se  confonctent  avec  lesbians6  coordonn^11^8  "0™ale,nent  ‘l  raxe  ^lectrique  et 
compressions  qu’elles  subissent  font  apparaitre  sur  kurs  fT  ,  ",,mcrg1es  dans  le  %dde.  Les 
par  les  formules  PP  "  faccs  des  quantites  d ’electricity  donnees 

qi-~A~  4  2  j2 — a3  o'3  -]■-  g), 

q3  h  BxJi  B3  (j3  -j- 

q3  =  C  -  CJ1  -  Ctj%  + C3  08  +*), 
dans  lesquelles  les  coefficients  A  n  r  Ar  * 

du  -  *■ 

composantes  de  l’acceleration  etant  ainsi  calcuM-d  Cat,IOn  c,ont  on  dispose  actuellement.  Les 
reconstituer  le  mouvement  du  systeme  mobite  1  r  -°Ute  11  devient  P°^ible  de 

supposees  connues.  °bllt’  Ies  condltlons  initiates  de  ce  mouvement  etant 

a  un  jeu  de  gyroscopes  lui  a^uranTun  mowme^t  ^  ^  principes  devra  fitre  associe 
resultent  sont  largement  compensees  par  le  fait  qu’tm  td  tranSl*tl0n-  Les  implications  qui  en 
et  que  ses  indications  sont  pratiquement  instantanees  ^  ^  nSoureusement  aperiodique 


Die  Anwendung  der  Theorie  des  Zufalls  auf  Probleme 
der  Energiezufuhr  in  Zentralanlagen 

Von  W.  Kummer,  Zurich 


Ein  neues  Anwendungsgebiet  der  Mechanik  der  Massenerscheinungen,  die  ihrerseits  mit 
Hilfe  der  Theorie  des  Zufalls  behandelt  wird,  erkennen  wir  in  verschiedenen,  technisch  be- 
deutungsvollen  Problemen  der  Energiezufuhr  in  Zentralanlagen. 

Das  konkrete  Problem,  durch  welches  unsere  Aufmerksamkeit  auf  die  hier  in  Betiacht 
fallende  Problemgruppe  gelenkt  wurde,  liegt  auf  dem  Gebiete  des  elektrischen  Bahnbetriebes 
und  hat  folgende  Formulierung:  Wenn  auf  einer  Gemeinschaftsstrecke  die  Ziige  verschiedenei 
Bahnverwaltungen  elektrisch,  mittels  der  Energiezufuhr  in  einer  Fahrleitung,  gefordert  werden, 
wie  kann  dann  die  Kraftwerksverwaltung  das  von  jeder  beteiligten  Bahnverwaltung  bean- 
spruchte  Leistungsmaximum  zutreffend  feststellen?  Da  man  durch  unmittelbare  Messungen 
wohl  die  Energien  und  Effekte  der  einzelnen  Ziige,  sowie  auch  die  Energie  und  die  Effekte 
der  Gesamtheit  der  Zugsforderung,  jedoch  auf  keine  Weise  das  von  jeder  Bahnverwaltung 
fur  sich  beanspruchte  Leistungsmaximum  feststellen  kann,  so  bleibt  zur  Losung  der  Aufgabe 
nur  der  Weg  der  Rechnung.  Dabei  lafit  sich  zugleich  eine  Reihe  ahnlicher  Aufgaben  losen, 
sofern  man  nur  von  einem  geniigend  allgemeinen  Ansatze  ausgeht. 

Bedient  eine  Zentralanlage  zur  Verteilung  von  Energie  mittels  Elektrizitat,  Gas,  Wasser 
usw.  Z  Abnehmer,  je  mit  der  Anschluflleistung  Wa ,  so  kann  die  in  einem  Tag,  bezw.  in  einem 
Jahr  an  die  Abnehmer  ausgegebene  mechanische  Arbeit  A  in  der  Form: 

A  =  Z*  Wa  *  Ta 

geschrieben  werden,  wenn  mit  Ta  noch  die  so g.  Abnchwier-BcnutgiingsdcLUCK  eingefiihi t  wild, 
die  sich  ebenfalls  auf  den  Tag,  bezw.  auf  das  Jahr  bezieht.  Der  Tag  bezw.  das  Jahr  weisen 
aber  eine  mogliche  Betriebszeit  H  auf,  die  groBer  ist  als  Tay  und  die  gemaB  der  Beziehung: 


auf  das  Leistungsmittel  W  der  Zentralanlage  fiihrt.  Diese  weist  weiterhin  ein  charakteristisches 
Leistungsmaximum  Winax  auf,  das  zwar  kleiner  als  Z  •  W a  aber  groBer  als  W  ist.  Bei  Ein- 
fiihrung  des  sog.  Schwankungsverhaltnisses  K  >>  i  kann  man  schreiben: 

Wm„  =  K.W=K.jg:' 

Zur  Darstellung  der  Arbeit  A  kann  nun  aber  auch  W mnx  herangezogen  werden,  indem 
man  die  sog.  W erk-Benut zungs dauer  Tw  einfiihrt  und  schreibt: 

A  —  Wmax  *  Tw  * 

Also  ist  auch: 


In  der  Bestimmung  von  K,  bezw.  von  Tw,  liegt  nun  das  Problem,  das  mit  Hilfe  der 
Theorie  des  Zufalls  zu  losen  ist.  Hierzu  ist  als  grundlegend  das  Theorem  von  Jakob  Bernoulli 
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zu  betrachten,  mit  dessen  Hilfe  man  die  Wahrschcinlichkcit  fiir  das  vielmaW  EintreffPn  • 
Ereigmsses  bei  einer  beliebigen  Zahl  von  Fallen  immer  dann  crmitteln  kann,  wenn  man'di* 
'Wahrscheinlichkeit  .fur  das  einmalige  •Eintreffen  des  Ereignisses  kennt,  Im  vorlieeend! 
Problem  ist  das  fragliche  Ereignis  gebildet  durch  das  Angeschlossensein  eines  Abnehmers  a" 
dm  Zentralanlage,  und  dient  als  MaB  der  Wahrscheinlichkeit  seines  einmaligen  Eintreffen,  d 
-  bnehmer-Benutzungsdauer,  die  nun  allerdings  nicht  mehr  in  beliebigen  MaBzahlen  T  (2 
Stunden  pro  Tag  oder  pro  Jahr),  sondern  als  echter  Bruch,  gemaB  dem  FormelausVtk 

ta~JTZU  verwenden  ist  Nach  dem  Theorem  von  Bernoulli  ergibt  sich  nun  fiir  das  zeitliche 
Zusammenfallen  von  *  Einschaltungszustanden  von  Abnehmern  die  Wahrscheinlichkeit: 


Bildet  man  die  GroBe: 


y  =  Z.t. 


■i.y—. 


Z&STT  sr°Be  Wer"  2  die  Gleichm,g  fiir  abcr  in  dic  s-  »• 


w~ 


vx 

:  ey  ,  sJL. 
x! 


^TT  k  •  bedeutet.  Da  man  doch  nur  fur  groBere  Z  mit  der  Wirklichkeit 

Poisson  b”ch^2^e^N,,^T>blEib,’  “  ka”"  Skb  “f  dk  Vc™”d“”e  to  Fotmel  ,on 
on  beschranken.  Non  besitzt  w,  den  Manimalwert  a-,  beim  Sonderwert  a',  fnr  den 


X 


--y  =  Z'ta 


t  h0bmtrmtr  Zahl“Wt  als  er  gema. 

a  als  XcI  eLT'  r  ,  /  med,anisch  erschemt  Es  erscheint  namlieh 

U«™  en  Ichlleb  T  ''.8  "aCh  Ma6eabe  d“  in  «»  Zentralanlage 

im^lg=m”^  It ,  TV  Arbeitsverluste,  eben  nur  „„d  also 

konnen.  Der  Abnehmerzahl ' x"  elpTchf  tZ def M^Met  ^“ge  beziehen 
in  der  Form:  ^  mUB’  DaS  gesuchte  Schwankungsverhaltnis  K  ergibt  sich  deshalb 


K : 


Wm 


W 


x' 


X 

y 


z.ta 


praktisll  ^  W  dektrisd’“  Bah“”.  ™  aus 

ermittelt  Um  K  im  Tahr  h  f  •  u  X  m  etra^e  von  e*n*&ei1  Zeitsekunden  als  zutreffend 

■ttelt.  Um  K  ,m  Jahresbetr.eb  feststellen  z„  kb„„e„,  benutzen  wir  ffir  ,  den  Zahtawt: 

t  =  0,2  .  xo~6  Jahr. 

errechneten  Werte”# ^asirsiThTnei^1^11^  hT/T*1  nachPoisson’  fiir  =  w*  =  T- 

rvenbild,  uber  der  Mittelwertsgrofie  y  als  Abszisse, 
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linien  T„  —  T,  jeweils  an  denjenigen  Stellen  schneiden,  an  denen,  goiniiB  (ler  r.  .. 
von^,  the  GroBe  .r  gerade  gleich  der  Abnehmerzahl  Z  ist;  jenseits  der  DiagonallinirT* 
die  Kurven  smnlos,  da  groitere  x,  also  solche  gleich  Z,  unnibglich  sirul.  Waien 

Nach  diesen,  fur  elektrische  Zentralanlagen  allgemein  giiltigen  Darleinmmi  mn 
die  Nutzanwendung  auf  das  konkrete  Problem,  von  dem  wir  ' ausgegangen  sind  J  7 
Sidle  der  Abnehmerzahl  ersehein,  die  ZaM  fahrender  Ziige;  dabei  ha,  aid,  al,ir  z'auf  I2e  ,  1 
awar  d.eselbe  Zeiteinlieit  zu  beziehcn,  wie  T.  bad  II  (d.  h.  a„f  oin  |al,r  wen,,  K  in,  7  1 
betrieb,  bezw.  auf  ei„e„  Tag,  wenn  *  in,  Tagesbetrieb  a„  ermine!,,  t  J  22i\  ,2? 
Fahrzeit  darstcllt,  wiibrend  der  ein  Zug  ESek,  aus  der  Fahrleitung  auf.’.imu,,  ' 

genugt  also,  urn  die  unserera  konkrete,,  Problem  gesuchten  Cm, Ben  feslzust'elle!,  D^' 
Betnebsgrunden  auf  der  Gemeinschaftsstrecke  alie  Ziige  dieselbe  Fahrzeil,  bezw  aueh  diesdb’ 
KenngroBe  aufwe.sen  miissen,  so  gilt  fair  beiskielswei.se  drei  beteiligte  Bahnverwaltungen : 

ta.Zx  ;  J'2  =  4.Z„  ;  d 


J'l 


■  f *  Za 


Der  Gemeinsebaffsbetrieb  der  drei  Bahneu  is,  anderseits  gekennzeichne,  dureh, 

y  —  4  *  (y 1 4”  z2  -j-  z^) , 

^h^r^baUuis JT  T  FZTT  *■  ’*  *•  »  fi"k-' nac" Abb-  '■  * 

libber  aus,  als  das  sZa^n^i, 2  2'i ,2  ' ”:U2',Vi"”"’  ^  ^ 

Indem  wi,  endlieh  nod,  den  drei  V,2  ,  l°1PhTCU’  S™iemschafllichen  Betrieb,. 

leistungen  W  2  k  ,  *  Z"S^>^Sen,  d.  b.  AnschluB- 

Einzelbetriebirob^1  W  2  W  uud  1 F„.,  a„  *. 

1>  2-  3>  le  Ml  max,  W%max,  Wz„mx  in  folgeiule  Beziehungen  bringen: 


W-. 


Wi  -f  w2  -f  H/3 


(Zi  -j-  Z%  -f-  z&)  ■  / 

w„mx  —  k  -Tv 

^lmax  ^8 max  +  W-Ama.x  =  Ki  •  Wt  -j-  Ag  '  -(-  Ag 

Nach  Abb.  i  fdgt  nun  aber: 


Wa=y  Wa 


.  Wi'“nX  +  +  W*m«x  >  Wmax  . 

r  B^r?  (r,d'. ciM 

maxima  maBgebend  ware,  erheisd.en  wiirde”^  “dr  die^u  frT'  d", 

maxima  in  wesentlichem  M,Ra  :  t»  7  ,1  ,  1  die  Zugfordcrungskosten  die  Leistung 

rechnerisch,  als  auch  meBtechnisch  fMtetellterrkoU^-teht  ^  tHC  M5g,ichkeit’  das  sowo 
die  unter  sich  im  Verhaltnis  Wim  ,W  .  w  kt'vm™um  in  drei  Teile  zu  spalte 
rechnerisch  festg-estellt  w^rr^n  %max  ’  *  %max  ste^en'  Obwohl  diese  Einzelmaxima  m 

des  KoilektivSmls  Tn  ede  d°T'-  n  ' die  Anreebnu, 

>"  J«*b  ber  dre,  Bahnen  hinreiehend  gemiuen  MaBstab. 

des  Zufalls  auf  Probleme  <to  i2^,Bf  “jhtlgU^g  dCr  Anwen<1mig  der  Theor 

achten,  daB  eine  Beiahune  dieser  I  1  r  .•  f  traIanlagen  beruhrt  werden,  so  ist  zu  b 

von  Rechnung  und  experimentellem  Befund  wlrd  erfol^T 1^  PrakfCher  Uebereinstimmun 
sich  auch  bei  der  Entdeckunp-  a  -n  ..  ^en  ^onnen*  In  dieser  Hinsicht  hat  c 

verhahen.  Bei  den  Massenerschei  1  V°n-  f^elmal!,gl:'-|t  im  Naturgeschehen  niemals  ande, 
verdeck,  sind  und  s2  u„T  s,  inT  2“  “”S  ““  R^lmiilligkei,e„  im  einzelne 

e,s,  ,„  den  M„,elwe„en  kundgeben,  seheinen  unsere,  fiir  di 
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Vorausberechnung  der  MittelwertgroBen  benutzten  Pramissen  zwar  oft  einer  innern  Berech- 
tigung  zu  entbehren.  Im  vorliegenden  Falle,  fur  den  die  Annahme  einer  Grenzzeit  t  die  maB- 
gebende  Pramisse  darstellt,  glauben  wir  indessen  die  innere  Berechtigung  durchaus  feststellen 
zu  konnen.  Man  kann  sich  naralich  leicht  iiberzeugen,  daB  das  technische  Geniigen  der  Ein- 
richtungen  der  Zentralanlagen  fiir  die  Ausbildung  bestimmter  Leistungsmaxima  durchaus  von 
den  innern  Anlageverlusten  abhangig  ist,  die  ihrerseits  stets  aus  gewissen  Zeitkonstanten,  die 
mit  der  Energiefortpflanzung  im  Zusammenhang  stehen,  beurteilt  werden  konnen.  Je  nach  der 
Art  des  Energietragers  einer  Zentralanlage  (Elektrizitat,  Gas,  Wasser  usw.)  wechselt  natiirlich 
der  Anlagetypus,  derart,  daB  auch  die  Grenzzeit  t  jedesmal  neu  der  Erfahrung  zu  entnehmen  ist. 


Sur  les  relations  entre  la  theorie  des  percussions 
et  celle  des  systemes  articules  de  la  resistance 

des  matenaux 


Par  B.  Mayor,  Lausanne 

II  esi;  possible  d’etablir,  entre  la  theorie  des  percussions  et  celle  des  systemes  arti  r 
“  ^  «*.  1-  ne  saurait  etre  developpd  complS^T? 

r^xTplfrj  T”tr"  “Ue  ‘a  C0rresi,0"d““  -Pi  He  Ics  systimes  articulds  *  rL* 
efF.t  -.dU-P  ,  “T<!  sous  ““  forme  analogue  dans  la  tlieoric  des  percussions  A 

et  j  utiliserai  la  terminologie  et  les  notations  de  la  note  des  Comptes  rendus  de  l-Arad- ” 

des  Scenees  30  aoUt  .9.5)  dans  laquelle  fai  montre  quo  tout  systime  “ticule 

parfai“’ - ^ ~  ^ 

par  ” poinfs  ■*** «-  ,, «,), 

sans  frottement  Si T  r  T  Persistantes,  indipendantes  du  temps  et 

percussion  P  aonb  '  “  mamere  g6n6rale-  Par  B,>  Cf  les  projections  de  la 

P  P  apphquee  au  point  m. ,  par  *  «,  les  projections  de  la  vitesse  V  que  orend 

ee  psnn,  -mMi*™*  apres  les  percussions,  on  id,  ,ue  Con  doit  avoir  '  * 

f  ^  +  “,  s«,)  =  f  <A,  Sr, +  .8,8,,+  <7,  Sr,)  .  (,) 

pour  toutes  les  valeurs  des  variation*?  5?*<-  s* ,  5* 

compatibles  avec  les  liaisons.  D’ailleurs ce^’  Ltions" d?0"^'  *  des  ^P^ements  virtuels 
necessairement  de  la  forme  suivante  ’  d  Vent  verifier  des  equations  qui  sont 

lK^+^  +  ^,)=0,  £=  I,  2 . *  .  (2) 

les  valeurs  numeriques  des  coefficients  ak,  &  ck  d<k>end-int  in  ,  ,  . 

configuration  du  svsteme  Onant  ,,  ,  ’  6p  ndant  (le  la  nature  des  liaisons  et  de  la 

g  systeme.  Quant  au  nombre  h  de  ces  equations,,  il  doit  etre  inftW  a  3*. 

des  vitesses  F  .Solvent  verifier  te6^^OTsanteS  ^  md<§pendantes  du  temPs>  les  composantes 

Ji  (a*  Ui  +  %  v.  -f  c*  w .)  -  o,  kz=zi,2,..  h,  .  (3) 

au  nombre  de  h  egalement. 

Ces  diver ses  conditions  permettent  de  dete i-m;  „ 
des  coefficients  indetermines  de  Laeran^e  1  “  apphqUant  par  exemPle  la  m4thode 

Toutefois,  pour  faire  apoaraitre  la  ’  eS,V1  CSSes  et  *es  percussions  dues  aux  liaisons. 
pl»n,  il  '**  *  "*  **““  de  r“pa“  *  ““  dU 

7,  )  cette  terminologie,  on  oeut  ancci 

apphquee"  de  M.  Maurice  d'Ocagne  ('Gauthier. Vili*  reP°rter  soit  au  „Cours  de  geometrie  pure  et 
sous  le  titre:  Introduction  d  la  Statique  graphiaue  dJ*  ^ S01^  &  I’ouvrage  que  je  viens  de  publier 

9  ys  ernes  de  lespace .  (Payot,  Lausanne,  1926). 
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Considerons,  a  cet  effet,  un  complexe  lineaire  C  dont  le  parametre  a  ne  soit  ni  nul  ni 
infini,  et  dont  l’axe  coincide  avec  Oz.  Si  Ton  designe  par  yL',  B! ,  N!,  les  coordonnees  de  1’anti- 
projection  P !  de  P .  par  rapport  a  C ,  en  posant,  en  outre, 

u.  ~  —  co.S.,  v.  —  a),  a.,  zv.=  at o.,  .  (4) 

z  nr  1  z  z1  t  v 

8*.  =  —  •  rj.,  by.  =  S k. bz.  —  a  5-r.,  .  (5) 

les  equations  (1),  (2)  et  (3)  prennent  immediatement  les  formes  suivantes: 


£  co,  (a,  %  +  §,  m  +  a2)  Sr,  =  £  (4'  tj,  -  g,  +  iV7)  8r„  .  (1) 

f  (—  rj,  +  bf  g,  +  a)  Sn.  =  o  .  (2) 

z’=l 

J1(—flzP,+  i?*/  +  e2  a)&r,  =  °  .  (3) 


En  tenant  compte  de  (4),  ces  nouvelles  equations  permettent,  comme  celles  dont  elles 
derivent,  de  determiner  toutes  les  vitesses  V  ,  ainsi  que  les  percussions  dues  aux  liaisons, 

Imaginons  alors  qu’on  fasse  correspondre  a  chaque  point  m  de  S'  une  plaque  mate- 
rielle  rigide,  infiniment  mince  et  contenue  dans  le  plan  xoy.  Dans  une  grande  mesure,  la 
forme  de  p.  peut  etre  arbitrairement  choisie;  mais  il  est  essentiel  de  supposer  que  sa  masse 
est  egale  a  celle  du  point  correspondant  de  S,  que  son  centre  de  gravite  coincide  avec  0  et  que 
son  moment  d’inertie  polaire  par  rapport  a  ce  dernier  point  ait  m.  a 2  pour  valeur. 

Admettons  encore  que  ces  plaques  soient  assu jetties  a  des  liaisons  presentant  les  memes 
caracteres  generaux  que  celles  de  S'  et  telles,  de  plus,  que  les  deplacements  virtuels  qu’on  peut 
leur  imprimer  verifient  les  h  equations 


s  (— a>-  v  +  bi  5/  + $ a)  s*/  =  o, 

z=  1 


k  —  1,  2,  .  .  .  .  ,  h, 


(*") 


dans  lesquelles  8x!  represente  une  rotation  infiniment  petite  imprimee  a  p.,  et  £/,  rj!  les  co¬ 
ordonnees  du  centre  correspondant. 

Si  Ton  suppose,  enfin,  que  chaque  plaque  p .  soit  sollicitee  par  une  percussion  repre¬ 
sentee  par  le  vecteur  P!,  on  obtient  de  la  sorte  un  nouveau  syst&me  materiel  qui  sera  designe 
par  Sr  et  qui,  au  point  de  vue  de  la  theorie  des  percussions,  represente  S'  d’une  maniere  parfaite. 

Le  systeme  S'  etant,  en  effet,  primitivement  immobile,  designons*  par  u',  v'  les  projections 
de  la  vitesse  que  prend,  immediatement  apres  les  percussions,  Tun  quelconque  de  ses  elements 
materiels  dont  la  masse  sera  representee  par  dm' .  Soient  encore  (x' ,  y')  les  coordonnees 
de  dm',  (x!,y!)  celles  du  point  duplication  de  la  percussion  P!f  et8xf,  §/,  8 x!,  2 \yl,  les  varia- 
tions  que  subissent  ces  coordonnees  a  la  suite  d’un  deplacement  virtuel  compatible  avec  les 
liaisons. 

Appliquee  a  S'',  Tequation  fondamentale  de  la  theorie  des  percussions  peut  etre  mise  sous 
la  forme  suivante 


i  f(u'  8xf  +  v’  8/)  dm 9  =  2  (A!  8x!  +  B!  8y!), 

Pi  issl 


le  symbole  J  representant  une  somme  etendue  a  tous  les  elements  de  p .. 
Pi 
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Si  d’ailleurs  on  designe  par  o>/  la  rotation  instant  anee  de  cette  plaque  apres  les  per, 
cussions,  par  a/  [3/  les  coordonnecs  du  centre  corrcspondant,  un  calcul  elementaire  donne  im 
media  tement 

=  «;  (*'  _  «/), 

et,  d’une  maniere  analogue, 

Sx'  =  —  8 nj  (/  —  >)/), 

sy  =  s*/  u  -  ?/). 

En  tenant  compte  des  conditions  imposees  a  la  plaque  />.,  on  obtient  facilement 
f{tif  8xf  -f  v'  8/)  dm ’  —  m.  a>/  (a!  f;/  +  [i!  y\!  -|-  at)  8  n!. 


D’autre  part,  on  a  encore 


S'l7  =  ~  S"/  07  —  V/)> 
Zy!  =  te/  (*/  -  £/), 


£p7  +  *;  «r/)  =  £(4'  V  -  5/  +  N!)  Bn!. 

En  consequence,  Tequation  fondamentale  prend  la  forme 

£  mi  “/  («/  5/  +  P/  v  +  «2)  &r/  =  £  (/!.'  7}/  —  11!  \!  4-  /V/)  Stt/.  (i») 

Comme  enfin,  les  liaisons  de  S'  ont  ete  supposees  persistantes  et  indepcndantcs  du  temps, 
les  rotations  instantanees  que  prennent  les  plaques  immediatemenl  apres  les  percussions  doivent 
encore  verifier  les  h  equations 

£(-  ai  P/  +  a*  «/  +  c*  a)  <*!  =  °,  k=  1,2 h,  .  (3") 

Par  1’ application  de  la  method e  des  coefficients  indetermines,  les  equations  (i"),  (2") 
et  (3  )  permettent  de  determiner  tous  les  effets  produits  par  les  percussions  /' '  sur  le  systeme  S'. 
D  ailleurs,  comme  les  equations  de  liaison  (2')  et  (2")  ont  rigoureusement  les  memes  formes 
et  dependent  des  memes  coefficients,  on  peut  toujours  admettre  que 

v  =  v  =  v 

Si,  de  plus,  on  suppose  que 

“/=«/*  P/=P, 

le  systeme  forme  par  les  equations  (1"),  (2"),  (3")  devient  identique  a  celui  forme  par  les 
equations  (1  ),  (2  )  et  (3  ).  Si  done  on  a  calcule  toutes  les  quantites  o>/,  a/,  j3/,  on  en  deduit, 
par  1  intermediate  des  formules  (6)  et  (4)  les  vitesses  V .  de  tous  les  points  de  S.  De  plus, 
on  montrerait  facilement  qu’il  est  possible  de  calculer  les  reactions  de  S’  des  que  celles  de  S' 
sont  connues.  Si  done  on  se  place  uniquement  au  point  de  vue  de  la  theorie  des  percussions, 
le  systeme  plan  S'  represente  d’une  maniere  parfaite  le  systeme  S’  de  l’espace. 

Ajoutons  encore  que  ce  resultat  subsiste  sans  modification  lorsque  les  liaisons  des 

systemes  envisages  dependent  du  temps  ou  que  certaines  d’entre-elles  sont  introduites 
brusquement. 


Mode  experimental  nouveau  relatif  a  l’application 
des  surfaces  a  courbure  constante  a  la  solution  du 
probleme  de  la  torsion  des  barres  prismatiques 

Par  A.  Piccard  et  L.  Baes,  Bruxelles*) 

(Voir  planche  V  pour  figures  7 — 15) 


Les  surfaces  a  courbure  constante 

Les  surfaces  a  courbure  constante  sont  caracterisees  en  coordonnees  rectangulaires 
x,  y ,  z,  par  lequation  suivante: 


b2x  d2x 

rft)T+US)T 


=  constante. 


Si  le  relief  de  la  surface  est  tres  faible  dans  toute  son  etendue,  Tequation  se  simplifie, 
elle  devient: 


b2x 

by2 


b2x 

bz2 


constante,  ou  encore  \/2v  —  constante. 


Equation  de  la  surface  <fun  menisque 

On  sait  que  la  surface  libre  d’un  liquide  soustrait  a  Taction  de  la  pesanteur  prend  une 
forme  telle  que  la  tension  superficielle  est  la  meme  en  tous  ses  points. 

On  sait  que  cette  surface  est  a  courbure  constante;  elle  repond  done  a  Tequation  prece- 
dente,  x,  y,  z  etant  les  coordonnees  d’un  point  du  menisque. 


Fonction  potentielle  du  probleme  de  la  torsion 

Une  methode  des  plus  feconde  utilisee  pour  la  solution  analytique  du  probleme  de  la 
torsion  des  barres  droites  prismatiques  repose  sur  Temploi  d’une  fonction  potentielle.  Cette 
methode  a  ete  rappelee  recemment  par  M.  Gysen  a  Toccasion  d ’une  these  de  doctorat. 

On  sait  qu’il  existe,  pour  chacun  des  points  de  la  section  transversale  de  la  piece  sou- 
mise  a  la  torsion,  une  valeur  determinee  et  unique  d’une  fonction  P  dite  potentielle,  relative 
a  cet  etat  de  contrainte.  On  peut  done  construire  une  surface,  dite  surface  potentielle ,  ayant 
la  section  consideree  pour  base,  et,  pour  ordonnees,  les  valeurs  de  la  fonction  F.  Cette  surface 
represente  completement  Tetat  de  contrainte  de  la  section,  notamment: 

a)  les  projections  des  lignes  equipotentielles  (courbes  de  niveau  de  la  surface)  sur  la  base 
sont  les  trajectoires  des  tensions  tangent ielles,  e’est-a-dire  que  la  direction  de  la  tension 
tangentielle  en  un  point  de  la  section  est  donnee  par  la  tangente  a  la  courbe  passant  par 
ce  point; 

b)  Tinclinaison  de  la  surface  en  un  point  donne  est  proportionnelle  a  la  tension  au  point 
correspondant  de  la  section.  Par  consequent,  les  projections  des  lignes  d’egale  inclinaison 
de  la  surface  sur  la  base,  sont  les  lignes  d'egale  tension  de  la  section; 

*)  Voir:  A.  A.  Griffith,  «The  Use  of  Soap  films  in  solving  stress  Problems*  (Proceedings  of  the 
first  International  Congress  for  Applied  Mechanics.  Delft,  1924,  page  39). 
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c)  le  volume  compris  entre  la  surface  et  la  base  est  une  mesure  du  moment  de  torsion 
On  demontre  que  la  surface  potentielle  satisfait  rigourcusement  a  1 'equation 

v2  F  =  constante. 


Analogic  entre  la  surface  potentielle  et  la  surface  d’un  menisque 

L’identite  des  equations  precedentes  permct  de  conclure  a  l’analogie  complete  entre  la 
forme  de  la  surface  potentielle  relative  a  une  section  donnee,  et  la  surface  d’un  menisque  a 
faible  relief  repondant  aux  memes  conditions  term  inales,  c’est-a-dire  ayant  le  meme  contour  Ce 
menisque  jouit  de  toutes  les  proprietes  de  la  surface  potentielle  et  peut  lui  etre  substitue  dans 
l’etude  experimentale  de  l’etat  de  contrainte  de  la  section  transversalc  dune  piece  soumise  ' 
la  torsion.  a 

II  suffit,  pour  avoir  une  representation  complete  de  la  distribution  des  tensions  dans  la 
section,  de  faire  le  leve  de  la  surface  d’un  menisque  ayant  le  meme  contour  que  cette  section 
et  d’en  deduire  les  systemes  de  courbes  de  niveau  et  d’egale  inclinaison.  Cette  methode  n’est 
toutefois  applicable  dans  toute  sa  simplicity  que  dans  le  cas  des  sections  pleines. 


Methode  Griffith  et  Taylor 

L  analogic  dont  ll  a  ete  question  ci-dessus  a  servi  de  point  de  depart  aux  remarquables 
travaux  de  Griffith  et  Taylor  en  1919  sur  la  torsion  des  sections  quelconques. 

Le  menisque  utilise  par  ces  auteurs  etait  constitue  par  une  lame  d’eau  de  savon  tendue 

en  travers  dune  ouverture  de  meme  contour  que  la  section  etudiee,  et  soumise  a  une  legere 
diixerence  de  pression.  6 

La  lame  etant  tres  mmce,  son  poids  pouvait  etre  neglige;  son  relief  etant,  en  outre  faible 
sa  forme  pouvait  etre  assimilee  a  celle  de  la  surface  potentielle  correspondante. 

.  Les  courbes  de  niveau  etaient  determinees  a  l’aide  d’un  spherometre  a  aiguille  qui  per- 
mettait  de  faire  un  cheminement  le  long  de  la  surface,  suivant  un  plan  parallele  a  celui  du 
contour  Les  positions  successes  de  1’aiguille  etaient  reportees  automatiquement  sur  une 
eui  e  de  papiei  donnant  ainsi  une  sene  de  points  par  lesquels  on  faisait  ensuite  passer  une 
igne  continue,  laquelle  constitue  une  des  courbes  de  niveau  cherchees. 

L’lnchnaison  de  la  surface  etait  determinee  par  la  mesure  de  l’angle,  fait  avec  l’hori- 
zonta  e,  d  un  rayon  lumineux  tombant  normalement  sur  la  surface  et  reflechi  suivant  la  direction 
imtiale.  (auto-colhmation).  Toutefois,  faute  de  pouvoir  preciser  le  point  ou  cette  reflexion 
avait  lieu,  la  methode  n  a  pu  etre  employee  que  pour  mesurer  l’inclinaison  le  long  du  contour  et, 
notamment,  linclinaison  maxima  qui  doit  toujours  s’y  rencontrer. 

a  methode  Griffith  et  Taylor,  bien  que  donnant  des  resultats  de  grande  valeur 
ec  mque  souffrait  dans  son  application  d ’inconvenient s  assez  serieux  provenant  de  l’insta- 

j  .  ame,  eaU  savon-  P^us>  ^es  erreurs  inconnues  pouvaient  etre  introduites  par 
des  variations  de  temperature  ou  de  pression  survenant  pendant  les  mesures. 

i)  ,  .  .  4  riqU°:;  *°rS<^ue  nous  nous  sommes  r^ndu  compte  des  diffkultes  rencon trees  dans 

incZi1  w  T  ^  ^  SaV°n’  n°US  aV°nS  Cherch6  a  r4aliser  un  aPPareil  evite  les 
inconvenients  mherents  a  cette  methode.  4 


Determination  des  courbes  de  niveau 


site  deBnl^T d!  qUe  if'  jANMOULLE  a  construit  au  Laboratoire  de  Physique  de  l’Univer- 
uxelles,  la  lame  d  eau  de  savon  est  remplacee  par  le  menisque  forme  par  la  surface 


w 
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de  separation  de  deux  liquides  non  miscibles  et  de  mime  densite.  Ces  liquides  sont  contenus 
dans  un  recipient  a  deux  compartiments  separes  par  un  diaphragme  perce  d’une  ouverture  de 

la  forme  a  etudier  (fig:  i).  L’un  des  liquides  est  en 
leger  exces,  de  fagon  a  produire  le  relief  du  menisque. 
Les  conditions  a  realiser  lors  du  choix  des  deux 
cworohoiuine  sont  assez  nombreuses  et  en  partie  contra- 

tou  odduu.  dictoires:  il  faut,  en  premier  lieu,  que  les  deux  liquides 
aient  la  meme  densite,  afin  d’eliminer  les  deformations 
T  du  menisque  dues  a  la  pesanteur.  En  outre,  les  liquides 

doivent  etre  sans  action  chimique  Fun  sur  l’autre  etsur  les  recipients  employes,  et  Tun  d’eux 
au  moins  doit  etre  inalterable  a  l’air.  La  methode  de  leve  que  nous  nous  proposions  d 'em¬ 
ployer  exigeait,  de  plus,  que  ce  dernier  soit  isolant  et  que  l’autre  soit  conducteur. 

La  combinaison  suivante  nous  a  donne  toute  satisfaction:  comme  liquide  isolant  in¬ 
alterable  a  Fair,  le  chlorotoluene  et,  comme  liquide  conducteur,  de  Feau  acidulee,  de  concen¬ 
tration  telle  que  sa  densite  soit  la  meme  que  celle  du  chlorotoluene,  soit  1,08  environ. 

Le  moyen  utilise  pour  faire  le  leve  de  la  surface  ne  differe  pas  mater iellement  de  celui 
adopte  par  Griffith -et  Taylor,  mais  prend  avantage  de  la  nouvelle  disposition  du  menisque. 
Ce  dernier  est  explore  a  Faide  d’une  fine  pointe  de  platine,  laquelle  plonge  dans  le  chlorotoluene 
et  etablit  un  contact  electrique  avec  Feau  acidulee.  Le  moment  de  contact  est  decele  par  la 
fermeture  d’un  circuit  comprenant  un  casque  telephon'ique  et  alimente  par  du  courant  alternatif 
a  50  periodes  fourni  par  le  secondaire  d’un  transformateur  de  sonneries.  Lorsque  le  contact 
est  obtenu,  la  position  de  la  pointe  peut  etre  reperee  le  long  de  trois  axes  perpend iculaires  entrc 
eux  et  cela  avec  une  tres  grande  precision. 

Description  de  Tappareil 

La  fig.  2  montre  la  disposition  generate  de  Fappareil.  Un  godet  en  laiton  G  constitue 
le  compartiment  inferieur;  son .  couvercle  est  perce  d’une  ouverture  de  la  forme  a  etudier.  Ce 
godet  est  place  dans  un  cristallisoir  en  verre  C  formant  le  comparti¬ 
ment  superieur,  et  qui  est  lui-meme  place  dans  un  recipient  carre  en 
verre  R.  Le  godet  est  rempli  d’eau  acidulee  versee  avec  precaution, 
de  fagon  a  ne  pa^  mouiller  la  face  superieure  du  diaphragme.  On  verse 
ensuite  du  chlorotoluene  dans  le  cristallisoir  jusqu’a  ce  que  le  godet  en- 
soit  completement  recouvert.  L’espace  entre  le  cristallisoir  et  le  reci¬ 
pient  carre  est  rempli  d’eau,  de  fagon  a  pouvoir  observer  le  menisque 
de  cote,  sans  deformation  genante.  On  amene  ensuite  le  menisque  au 
relief  voulu,  en  ajoutant  ou  en  retranchant  de  Feau  acidulee  au  moyen 
d’une  pipette. 

La  pointe  exploratrice  est  montee  verticalement  sous  un  paral- 
lelogramme  MNPQ,  dont  les  cotes  horizon taux  sont  constitues  par  des 
lames  d’acier  deformables.  Ce  parallelogramme  est  fixe  au  chariot  trans¬ 
versal  d  une  machine  a  diviser  Collot,  a  deux  vis  micrometriques,  a 
Faide  desquelles  les  deux  coordonnees  horizontales  du  point  de  contact 
peuvent  etre  determinees.  La  coordonnee  verticale  est  lue  sur  le 

tambour  d’un  spherometre,  egalement  porte  par  le  chariot,  et  dont  la  vis  appuie  sur  le  parallelo¬ 
gramme. 

Les  fig.  3,  4  et  5  montrent  les  resultats  obtenus  pour  quelques  sections  simples:  le 
cercle,  le  triangle  equilateral  et  le  carre. 
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,  Pour  le  triangle,  une  coupe  mediane  dressee  d’apres  les  courhes  de  niveau  ,  *' 
paree  aux  resultats  du  calcul.  M.  Gysen,  docteur  special  en  Resistance  des  Materhux  *  v"1' 
voulu  nous  commumquer  les  equations  qu’il  a  etablies  pour  cette  section  en  se  ,  “  *  *  " 

fonction  potentielle,  et  les  points  calories  a  1’aide  de  ces  equations  ont  ete  ’reposes  sH  *  * 
graphique.  La  concordance,  on  le  voit,  est  parfaite.  6  meme 


r  /  r  ‘J  \ 

ft?  /'  ■■ 

±LLf  s—, 


4  < 

\  *  ♦  r  \ 

V  V  K  ' 


S  /  V  *  f 


“W 

-  !H- 


* . :n  nT^-fil 


*M.:  - 


^•3  Fig.  4  6  .  ~ - - J 

j.  r,Le,  CaS  du  Carr6  n’6tant  Pas  i-igoureusement  calculable,  cette  verification  n’a’pu  etre  faite 
est  niaxima^au  STE  it™  f  ?«“»  -*"  <1-  la  tension 

l’avait  trouve  aualytiquemem  de'  Sm„t  VouL  en<  ”g,'S'  ainsi 

Determination  directe  des  Iignes  d’egale  tension 

de  facon  Toouvoir ^  C°mpIeter  Ia  m6thode  d’autocollimation  de  Griffith  et  Taylor 
P  repartition  des  tensions  dans  toute  la  section,  sans  devoir  la 

p  ,  dedune  laborieusement  des  courbes  de  niveau. 

~T~  _>•  ,  PPareil  decrit  ci-apres  permet  d  observer  ou  de  photographier 

.  ectement  les  courbes  d’egale  inclinaison  du  menisque  et  d’obtenir,  par 

\q.  j  section^11’  SanS  CaICUl  intcrPolation-  les  courbes  d’egale  tension  de  la 

m  1  /  r  -  nLa,fi.g-  6  “0ntre  “hematiquement  la  disposition  de  l'appareil.  Le 

W\  t  D  ™?n^ue  M  e%dlsP°f  avec  sa  base  perpendiculaire  a  1’axe  optique  verti- 

\  JrV  |  ve  It  0..JeC.1  ’  equel^  forme  en  P  une  image  du  menisque  sur  un 

\V\  /  nercprl’^01  +  U  oyei  supericur  de  l’objectif  se  trouve  un  diaphragme  D, 

\M  If  J  o  LnilUIa  P  6  0UVerture;  rima&e  du  menisque  est  done  formee  unique- 
cW  ment  pa  des  rayons  quittant  le  menisque  parallelement  a  l’axe  optique. 

\V\  /  oonrtiiptt^  aiSCCau  de  lumierc  Parallele  provenant  d’une  source  lumineuse 

\v  j  /  nroietee  r  C°nStltU^f  Par  1  ouverture  d’un  diaphragme  sur  laquelle  est 
\\Zw  C  tom  he  lmafe  U  .  ament  d’une  lampe)  placee  au  foyer  du  collimateur 
Certain n  a  menisque  et  s  y  reflechit  suivant  des  directions  diverses. 
Fig.  6  fraction  dansT*  sont  Para-lRles  a  l’axe  optique,  passent  apres  re- 

verre  depoli  et  y  forment  l’image  des  points  a**  1,°UVertUre  du  diaphragme,  parviennent  sur  le 

On  voit  facilement  queg  l’inclinaison  “  “e“I*qU.e  °*  ils  se  sont  reflechis. 
l’angle  CMO  forme  par  les  axes  °  U  memsclue  en  ces  points  vaut  la  moitie  de 

par  les  axes  optiques  du  collimateur  et  de  l’objectif 
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Si  Ton  fait  tourner  tout  le  systeme  d’eclairage  autour  de  Taxe  optique  de  Tobjectif,  en 
maintenant  Tangle  CMO  invariable,  les  points  lumineux  decriront  sur  le  verre  depoli  la  courbe 
d’egale  inclinaison'  a  du  menisque.  En  donnant  a  Tangle  CMO  une  serie  de  valeurs,  croissant  en 
progression  arithmetique  par  exemple,  on  pourra  enregistrer  directement  sur  une  plaque  photo- 
graphique  le  systeme  des  courbes  d’egale  inclinaison  du  menisque. 

Pour  que  ce  qui  a  ete  dit  plus  haut  soit  vrai,  il  faut  que  le  faisceau  parallele  issu  du 
collimateur  ne  subisse  pas  de  refraction  avant  de  tomber  sur  le  menisque.  On  voit  done  que  le 
collimateur  doit  plonger  dans  le  liquide  superieur.  D’autre  part,  pour  que  Tagitation  super- 
ficielle  de  ce  dernier  ne  puisse  brouiller  l’image  du  menisque,  il  faut  egalement  immerger 
Tobjectif.  On  est  done  amene  a  employer  des  quantites  assez  considerables  de  liquide,  et  le 
chlorotoluene  serait  d’un  prix  prohibitif.  Le  liquide  superieur  est  ici  simplement  de  Teau  et 
le  liquide  inferieur  est  constitue  par  un  melange  de  chlorotoluene  et  de  toluene  d’une  densite 
egale  a  i.  On  voit  que,  dans  cet  appareil,  comme  dans  le  precedent,  le  liquide  soumis  a  Teva- 
poration  est  homogene;  sa  densite  ne  peut  done  pas  varier. 

La  figure  7  (planche  V)  est  une  photographie  de  Tappareil  a  Taide  duquel  ont  ete  obtenues 
les  photographies  reproduites  aux  figures  suivantes. 

Releve  des  courbes  d'egale  inclinaison  on  <f  egale  tension 

Pour  photographier  un  systeme  de  courbes,  il  suffit,  apres  avoir  dispose  un  menisque 
dans  le  godet,  de  faire  tourner  le  collimateur  d’un  mouvement  regulier  pendant  un  certain 
temps,  de  faqon  a  impressionner  une  plaque  photographique  mise  a  la  place  du  verre  depoli. 
A  titre  d’indication,  une  bonne  photographie  peut  etre  obtenue  apres  une  exposition  de 
3  minutes  par  courbe,  Touverture  des  diaphragmes  du  collimateur  et  de  Tobjectif  etant  respec- 
tivement  f/25  et  f/50.  En  diminuant  ces  ouvertures,  on  peut  obtenir  des  courbes  plus  fines, 
mais  la  duree  d’exposition  doit  etre  naturellement  plus  longue. 

Les  figures  8,  9,  10  (planche  V)  sont  des  photographies  montrant  des  courbes  d ’egale 
tension  de  la  section  triangulaire,  la  figure  11  montre  sur  une  meme  plaque  plusieurs  courbes 
d’egale  tension  de  cette  meme  forme.  Les  figures  12,  13,  14,  15  sont  les  analogues  obtenues 
pour  la  section  carree. 

Les  petites  irregularites  que  Ton  voit  proviennent  principalement  des  vibrations  trans- 
mises  du  melange  par  suite  de  la  manoeuvre  du  collimateur.  En  outre,  Tappareil  n’ayant  pas 
ete  construit  pour  faire  des  mesures  de  precision,  mais  plutot  pour  essayer  la  methode,  aucun 
soin  special  n’a  ete  pris  pour  assurer  la  coincidence  parfaite  de  Taxe  optique  de  Tobjectif  et 
Taxe  de  rotation  du  systeme  d’eclairage. 

Les  resultats  obtenus  a  Taide  de  cet  appareil  sont  en  tous  points  conformes  a  la  theorie, 
d’une  part,  et  aux  resultats  deduits  des  leves  topographiques,  d’autre  part.  Ils  permettent  d’eli- 
miner  le  travail  fastidieux  de  la  transformation  des  courbes  de  niveau  en  courbes  d’egale 
inclinaison,  qui  sont,  en  derniere  analyse,  celles  qu’on  cherche  a  obtenir;  le  resultat,  pour  une 
section  donnee,  peut  etre  tres  rapidement  connu. 
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Resistance  a  l’ecrasement  et  au  flambement  des 

piliers  en  beton  frette 

Par  L.  Bacs,  Bruxelles 

.  ,  .  Monsieur  Baes  a  resume  un  important  travail  qui  a  fait  1’ohiVt  ,  r  > 

7  “  *"  Vandeperre  (Bruxelles)1 

.  Letude  des  Pdiers  en  beton-frette  y  est  traitee  nour  k  • 

'  ZT  dV  M0"1"  ^  I’Miare  interne  etudide  par UonlZ' ““ 

de  laquelle  Monsieur  v.  KAemAn  a  apporte  une  irnnortmt*  *  •,  1  ’  51  a  connaissance 

II  est  remarquable  que  les  divers  »  "  contribution  experimentale. 

une  meme  courbe  des  etats  limites,  a  la  condition  "dinblir  ' 'cell  ^  ^  ******  ^  donner 
Le  probleme  du  flambement  des  armatures  In™,  ‘r  ,  ^  €n  coordo™ees  relatives, 

de  flambement  en  milieu  elastiquement  resistant  fel  "UC,nales  est  ahonI<5  un  probleme 

L’etude  a  ete  poussee  jusqu’au  trace' d’abaques  nermetHnt  r-u  ,  r 
des  piliers  en  beton  frette  et  tous  les  essais  co!mK  .?  *  1  ctabhsscmcnt  ou  le  controle 

nouvelle.  aiS  COmius  01lt  etc  analyses  a  1’aide  de  la  theorie 

1  ,  (Resume  cle  1 ’auteur.) 

*  >'^»'e?„|!S5q„V'rSUdanSi^26°  W,°'  P“  L  VaMrrr,  Dr.  Ing.  (Rewre 

^o27An  ^  L‘  VfTDEMRRE  (Bulletin’ de  la  Stfbel^Ts  *  I92?)  6t  *Le  b4ton  fr^»  P* 

1927 ’  Na  3  et  4).  ae  bte  beige  des  mg4meurs  et  des  industriels.  Tome  VII, 


Kritische  Storungen  elastischer  Wellen  infolge 
Nadigiebigkeit  des  Oelpolsters  in  den  Lagern 

Von  A.  Stodola,  Zurich 


In  Bd.  85,  Nr.  21,  der  Schweizer.  Bauzeitung  haben  wir  die  Storungen  behandelt,  die 
eine  belastete  starre  Welle  in  ihren  Halslagern  infolge  der  Nadigiebigkeit  der  Schmierolschicht 
erleidet  Da  inzwischen  die  Brauchbarkeit  jener  Theorie  durch  Versuche  1)  erwiesen  worden 
ist,  gehen  wir  zur  Theorie  dieser  Storungen  fur  eine  elastische  Welle  uber. 

Zur  Vereinfachung  nehmen  wir  an,  die  zylindrische  Welle  sei  bloB  in  der  Lagermitte 
durch  eine  Scheibe  vom  Gewichte  2G  belastet,  so  daB  im  storungsfreien  Betriebe  infolge  der 
Durchbiegung  durch  die  Schwere  Ox  0'0  01  in  Abb.  1  ihre  elastische  Linie  darstellt.  0X  ist 
die  der  Drehschnelle  ay  entsprechende  exzentrische  Lage  des  Wellenmittelpunktes  im  Lager  im 
Beharrungszustande.  Wahrend  der  gestorten  Bewegung  sei  0X  O0  Ox  die  X~Achse  des  Koordi- 
natensystemes  mit  O0  als  Aufpunkt,  x  y  z  die  Koordinaten  eines  Zwischenpunktes  C . 


Wir  beschranken  uns  zunachst  auf  den  Fall  der  symmetrischen  Formdnderung  der  Welle 
und  bezeichnen  mit 


*1 

3T  y'v  y'\ 

l 

J 


G 

m  =  — 
g 


■  m1 

ml  =  mx  l  = 


g 


y<> 


m,  s. 


die  Koordinaten  der  verschobenen  Wellenenden. 
die  Ableitungen  nach  der  Zeit  und  nach  x. 
die  halbe  Wellenlange. 
das  Tragheitsmoment  der  Welle. 

die  Masse  der  halben  Scheibe. 

die  Masse  der  Welle  fur  die  Langeneinheit. 

die  Masse  der  halben  Welle. 

die  Koordinaten  des  Scheibenschwerpunktes,  durch  den  die  Welle  hin- 
durchgeht 

Moment  und  Schubkraft  in  einem  Wellenquerschnitt 2)  My  Mz  Sy  Sz 
deren  Komponenten. 


N ah  ere  Mitteilungen  enthalt  eine  als  Forschungsheft  Nr.  287  des  VDI  inzwischen  erschienene 
Dissertation  von  Ing.  Hummel.  Darin  gelangt  auch  meine  oben  zitierte  Abhandlung  zum  Abdruck. 
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Z  t}  R  I  C  H 


r>  &  Wellenhalbmesser  unci  radialcs  Lagerspiel. 

Cf)’  X>  R,  A  L,  <3>,  r;  die  gleichnamigen  Grdfien  dor  erwahnten  Abhandlung,  deren  IC 

fur  das  Verstanclnis  des  Nachfolgcnden  uncrlaBlich  ist  und 
SBZ  zitiert  werden  soli.  (Man  vergl.  Formeln  22.) 

P  =  G  +  G'  Lagerbclastung  bei  storungsfreiem  Lauf. 

Die  Bewegungsgleickungen  der  Welle  sind  dann  2)  bekanntlich 


dS. 


d*~ 

dS« 


■  y  Eyiy . 


i/h 


.  .  0) 

=  -»hg  .  M 

Ah  Grenzbedingungen  sind  einzufuhren  erstens  die  Forderung,  dab  in  der  Mitte  fiir 
?  die  a;*  1  r-  t  .  .  UL1  Ivutle  tur 


Q  =  Qo  sin  eat  .  ,,, 

.  .  (to) 

ein  u  ren  wollen,  demnach  fiir  die  Schwerpunktsbewegung  der  Scheibe  die  Glcichungen 

my0  =  =  -  JE(y’").  -\.Q,sin*t  .  (a) 


1U', 


S„, 


G=-  jE(t r"%  - 


(20) 


f^^- 0DdieTflmgtder  SCheibC  Sd  Wegen  gr°6en  M-~">entes  gleichfbnnig.  Ferner  sei 
tur  *  =  o  die  Tangente  zur  geometrischen  Achse  parallel.  <1.  h. 


Cr')‘  =  o;  (*"). 


(3) 


fiir  „  =  ?  b**m  Wd,e”"de  muB  die  Schwcrkraf,  gMch  sdn  „el,  Lagerrcaktionen,  d.  h. 


yE(y"')i  =  Y ;  .9,  =  _  JE(s'")x  ~  z 


* xasEr-  *  B"ddmimK f— -  *  * 


JE(y"')x 


2P 

1~  f-''t 


s1^2<P].v  . 


(4) 

(4a) 


fu r^iir  mU‘1  am  frd  g'dacht“  Wd,““dt  <■“  Biegungamoment  »CTac„wi„<i,„,  d.  h. 


(y"\  =  o-,  (z")i  =  o 


(5) 


wir  die  Auslenkungen  y,  z  in  ihre  stat^l  ^  ^  ubersichtIlch  durchfiihren  zu  konnen,  zerlegen 

die  Ordinaten  der  «statischen»  Kurve  T  il"  Abb  dynamiSchen  Anteile-  Unter  (leu  ersteren  sind 

weist,  wahrend  *  hier  am  besten  aus  G1  1  a  m  t  ;  VerStfn.den’  dic  mithin  iibera11  V,  =  °  auf- 

1  A  11111  s  =  0,  cl.  h.  aus 


mi  S 


JE 


2)  Vorzeichen  wie  in  Stodola:  Damnf  n  ,  ,  . 

werden  als  bekannt  vorausgesetzt.  3S  Ur  men  Aufl.  S.  3  72,  auch  diese  Entwicklungen 
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durch  vierfache  Integration  in  der  Form 


24 


a0  x 4  ,  a<  xs  .  a*  x*  .  . 

+  ~ir-  +  -^—  +  a8*  +  a* . 

gewonnen  wird.  Die  Grenzbedingungen  sind: 

fur  x  =  o  soil  2/  =  o  und  die  Scheerkraft  —  JE  (2/") 0  =  G 

fur  x  —  l  soli  (zs)x  =  o,  (2/’)  1  =  o  und  die  Scheerkraft  —  JE  (2/") x 

sein.  Die  letzte  ist  identisch  erfiillt;  aus  den  iibrigen  folgen  die  Festwerte 


(6) 


P 


aj 2 


ax  l 


az  —  o-,  «4 


JE'  *  2 

a0  /4  ax  Is  a2  /2 
24  6  2 

Wir  setzen  nun 

y  ~~~  y stat  [  y dyn  -  ^  I  J  dyn  A d 

2  —  2stat  ]  2(£yn  —  Zs  ~ j  ^  d 

in  Gl.  (1)  (1  a)  ein  und  erhalten 

mi  i’d  =  —  JEy*  ) 


m 


1  Md 


JEPJ 


(7) 


Gleichungen  (2)  gehen  iiber  in 

m  (jvb  —  —  JE  {yJ")o  +  Q„  sin  wt  i 

m  (zd),  =  —  JE  [zj"  +  *  ”']  —  G=  —  JE  <sj")a  j  . 

Die  Randbedingungen  (3)  und  (5)  aberl  geben 

fur  x  =  o  ( yj)„  =  o  0?/)*  =  o  . 

„  x  —  l  Orf")l  =  0  (2d")  i  =  °  . 

Die  Gleichungen  der  Endscheerkrafte  (4)  lauten 

?e  (yj”)  1  =  \j*  1  —  **t  cots  2<p]  . 

JE(zl")\  =  ^-\ydicots  v  +  . 

Mit  Riicksicht  auf  die  storende  Kraft  Q  machen  wir  den  Ansatz 

yd  =  7)  sin  abt ;  zd  =  £  sin  . 

wo  Yji  £  Abhangige  von  x  sind. 

Die  Bewegungsgleichungen  (8)  gehen  dann  iiber  in 

JE  yjIV  =  mt  a)2  Yj ;  JE  £IV  =  mx  o)2  Z  . 

Die  Losung  derselben  ist,  wie  man  a.  a.  O.  in  «Dampf-  und  Gasturbinem 
kann,  mit 


+  iZ : 


mx  (j)"5 

~JW 


...  (8) 

...  (9) 

...  (10) 

...  (u) 

...  (12) 

...  (12  a) 

•••  (13) 

...  (14) 

nachlesen 

...  (IS) 
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e  #  ^  1  “f"  c%  $0$  kx  ~|~  s/u  kx 


Zur  Bestimmung  der  Festwerte  bn  b«  Cc  v 

to  ,m*r  Rcihcfolgc  (,.)  (lI)  Z  * 

/i  £  M  =:  m;  cos  kZ  —  c;  s/m  kl  :r  i1;  y  z—  Q* 

hinschreiben :  ^  & 

4>— ^  +  <*3  =  0...  _ 


(i&) 


wii 


m 

m. 


V  +  ^1#  —  V  —  =  o 

4'[‘i°  +  ‘i1+'iJ='tlP.-i,  -/..i-y  ... 


2P 


IK,  -  v  +  v  -  M  ^  [V  +  V  +  V  +  V- 

Aehnliche  Gleichungen  erhilt  man  i"  y  +  ^  ^ C: 

Wyo  aufgestellten  8  «■  ™  *»  ■/  **  ..id*  v„k„m[ 

sick  T8'  rj  “  tered,”“-  U.cndL  "  *  t.  ,XT  *  *« 

Ch ,  wenn  die  Determinate  der  Beiwerte  jener  Cl(.,Vl  *'  ’’  kn,Ischo  Verhaltnisse  ergeb 

^  tl ,  ™  und , ,  4t  ta  die  r< 

So  entstehen  sCMich  mch  Teikng  mi(  ^  ^ 

(jl, _ 2  P  \  2  P 

\  ~Wje  B )  6'+  JWfE  Bco&(29>)  c0  =  o  .  (I{ 

/ _  p  . 

■*^  *-*„*.  '  1  .  ('8‘ 

A-^-’P  +  7(p  +  s  +  („^s-j^_c9_i)  .  (]j. 

^=/  +  .f  +  (#  +  1+(._jJB+i(1)_i)  .  . 


(V‘ 

On 


§  = 


I^+h^h" 


er  Glieder  nach  Potenzen  von  P  ^  (*8)  (l8  a)  wird  n*ch  Teilung  mit  A*  und  Ore 
/  p  BP 

\WJE  A)  2^(1+^y,cotg29))^{  2l.v/  P  B\  , 

^J  +  i  =  °  ...  i 
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Es  verlohnt  sich,  diese  Gleichung  nach  P  mit  seinem  Faktor  aufzulosen,  weil  dadurch  die 
Funktionen  von  p  herausgesondert  werden.  Beachtet  man,  daB  2(1-)-  cotg  cp  cotg  2  p)  —  ijsin 2  p, 
so  ergibt  sich 


P  B 
5  k*JE  A 


sitfi  cp 

i' 


[0  +  t}±  n/O+it)  ~i£kp\ 


(21) 


P  ist  die  Lagerbelastung  im  storungsfreien  Beharrungszustand,  also  haben  wir  nach 
Formel  (1)  (3)  (6)  SBZ  3) 


P  = 


P  7}  0) 
2  <E> 


kf 


sQ  —  szn  <p 


+  = 


sin  cp  T  1  c* 

- - -  1  — — 

s0  —  szn  cp  L  k 


(22) 


Fiir  ein  gegebenes  Lager  mit  Welle  und  Scheibe  sind  bekannt 

m,  %  l,  P  —  g  (m  -f-  mr) 


Man  kann  aus  (22)  k’}  daraus  sin  p ,  J,  als  Abhangige  von  co,  P,  —  berechnen  und  in  (21) 

o 


einsetzen,  wodurch  die  Bestimmungsgleichung  fiir  die  kritischen  Werte  des  co  entsteht.  Der  un- 
gemein  verwickelte  Bau  der  Gleichung  laBt  ein  graphisches  Verfahren  wiinschbar  erscheinen,  das 
Rechenarbeit  spart.  Man  kann  beispielsweise,  da  bei  festem  l  die  /  und  mf  Abhangige  vom 
Wellendurchmeser  d  sind,  die  linke  Seite  von  (21)  bei  festgeschaltenem  m  als 


X  =  Ft  (d,  co) 

schreiben  und  erhalt  fiir  eine  Anzahl  herausgegriffener  Werte  von  d}  X  als  Abhangige  von  co 
und  umgekehrt.  Die  rechte  Seite  von  (21)  erlaubt  X  vermoge  der  Gleichung  (22)  in  anderer 
Weise  als  Abhangige  von  co  und  umgekehrt,  graphisch  darzustellen.  Die  Ueberlagerung  der  so 
gewonnenen  geometrischen  Oerter  liefert  durch  die  Schnittpunkte  der  zu  einem  bestimmten 
d  gehorenden  Linien  die  entsprechenden  kritischen  Drehschnellen  u.  zw.  im  allgemeinen  zwei 
Werte.  Liefern  die  d-Linien  keinen  Schnittpunkt}  so  bedeutet  das,  ahnlich  wie  der  starren 
Welle,  lahiles  Gleichgewicht }  innerhalb  dessen,  nach  den  Versuchen  von  Hummel  zu  schlieBen, 
die  W ellenauslenkung  bei  gleich  groBer  Storungskraft  erheblich  geringer  ist  als  bei  einer  der 
kritischen  Drehzahlen. 

Um  an  Rechenarbeit  zu  sparen,  wurde  der  Fall  einer  elastischen,  jedoch  masselosen 
Welle  behandelt,  fiir  die  sich  erheblich  vereinfachte  Grundgleichungen  ergeben.  Die  Elastizitat 
der  Welle  kennzeichnen  wir  durch  den  Betrag  der  statischen  Durchbiegung  v  in  der  Mitte, 
die  mit  der  normalen  kritischen  Drehzahl  bekanntlich  durch  die  Beziehung 


(23) 


zusammenhangt.  Es  stellt  sich  heraus,  daB  fiir  diesen  Fall  zur  Kennzeichnung  einer  Welle 
mit  den  zugehorigen  Lagern  die  GroBe: 


r  =  \^T  J  und  das  Verhaltnis  y  .  (24) 

hinreichen.  Wir  bezeichnen  ferner  die  an  einer  Welle  mit  der  normalen  kritischen  Drehzahl  to* 
infolge  der  Lagerwirkung  auftretende  neue  Kritische  mit  wr  Durch  im  einzelnen  nicht  wieder- 
gebbare  Rechnungen  gelangt  man  zu  der  in  Abb.  (2)  dargestellten  Kurvenschar,  in  welcher 

T  dieAbszisse  und  —  die  Ordinate  bilden.  Bei  ^  =  00,  d.  h.  einer  unendlich  biegsamen  Welle 

OJ«  0 
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iSt  l£=1’  d-  h- «£  =  «>»  die  normalc  kritische  Drehzahl  wire!  (lurch  die  Anwesenheit  des 

Oelpolsters  nicht  geandert.  Je  hoher  die  kritische  Drehzahl  ist,  desto  starker  wird  sie  d 

den  EinfluB  des  Lagerpolsters  herabgesetzt.  Fur  das  Gebiet  von  etwa  1700  hi,  . 

/vu  uib  2500  min. 


Umdrehungen  als  normale  kritische  Drehzahl  dfirfte  eine  Herabsetzung  bis  auf  etwa  06 
des  normalen  Wertes  erfolgen.  Im  ubrigen  darf  nicht  iibersehen  warden,  dafl  zu  jeder  Kent 

groBe  r  bei  einem  bestimmten  innerhalb  des  stabilen  Gebietes  zwei  kritische  Drehzahlen 
gehoren. 


^2  -  rs 

wenig  (d.  h.  hochstens  urn  ,nv  w  \  tu  ,  «  ,  J  't  Uer  inahseIoben  Welle  erscheinen,  so 

Masse  behafteten  Wellen  mit  fur  die  Praxis  h^"  fUrJen^.char  Abl>‘  (2)  auch  fi»'  die  mit 
beniitzen  darf  hmieichender  Annaherung  zur  Berechnung  der  wi 


8)  Wir  andem  c0  in  Gl.  (3)  in  cj, 


damit  keine  Verwechslung  mit  c„  in  Gl.  (18)  entsteht. 


Ueber  die  Eigenfrequenzen  der  Schaufelgruppen 

von  Dampfturbinen 

Von  E.  Schwerin,  Berlin-Halensee 


Die  bisher  iibliche  Berechnung  der  Eigenfrequenzen  von  Dampfturbinenschaufeln  geht 
von  der  Auffassung  aus,  daB  alle  Schaufeln  eines  Rades  sich  dynamisch  genau  gleich  verhalten 
und  dafi  es  daher  zulassig  ist,  jede  Schaufel  als  einen  isolierten,  schwingenden  Stab  zu  be- 
trachten,  der  am  unteren  Ende  eingespannt,  am  oberen  gewissen,  fur  alle  Schaufeln  gleichen 
Grenzbedingungen  unterworfen  ist.  Da  jedoch  wegen  der  Notwendigkeit  der  Deckbandunter- 
brechung  mit  Riicksicht  auf  die  Warmedehnung  die  Endschaufeln  jeder  Gruppe  oben  in  anderer 
Weise  gehalten  sind  als  die  mittleren  Schaufeln,  entsteht  die  Frage,  um  wieviel  die  Eigen- 
frequenz  des  Gesamtsystems  der  Gruppe  von  denen  der  Einzelschaufel  verschieden  ist  und  wie 
die  zugehorigen  Beanspruchungen  innerhalb  der  Gruppe  sich  verteilen.  Diese  beiden  Fragen 
mogen  den  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchung  bilden. 


A.  Aufstellung  der  Grundglelchungen 

Fur  die  m-te  Schaufel  der  aus  n  Schaufeln  bestehenden  Gruppe  mogen  folgende  Bezeich- 
nungen  gelten  (s.  Abb.  i) : 

MQm  das  auf  den  Kopf  der  m-ten  Schaufel  wirkende  Biegungs- 

moment, 

~MJ  das  unmittelbar  rechts  bezw.  links  dieser  Schaufel  auf 

das  Deckhand  wirkende  Biegungsmoment, 

~X  die  Querkraft  am  Schaufelkopf, 

worin  alle  Momente  in  dem  in  Abb.  i  angegebenen  Sinne  positiv  seien. 

Ferner  sei: 

t  die  Deckband-Teilung, 

l  die  wirksame  Schaufellange,  ■ 

Es  den  Schaufelquerschnitt, 

Eb  E$  die  Elastizitatsmoduln  von  Deckhand  bezw.  Schaufel, 

JB  Js  die  Tragheitsmomente  von  Deckhand  bezw.  Schaufel, 
yB  ys  die  Auslenkungen  von  Deckhand  bezw.  Schaufel, 
x  die  Abszisse,  vom  oberen  Schaufelende  aus  positiv  gerechnet. 

Wir  gehen  nun  von  dem  bekannten  Ansatz  fiir  die  Auslenkung  des  transversal  schwin¬ 
genden  Stabes  aus: 

ys  =  ys sin  p  t  =  1  -sm$  t  (Am  sin  a  £  +  Bm  cos  a  $  +  Cm  Sin  a  ^  +  E>m  Cos  a  ©  ...  (i) 

worin:  t  die  Zeit, 

die  Kreisfrequenz, 


und  A  B  C  D  die  aus  den  Grenzbedingungen  zu  bestimmenden  Konstanten  bedeuten. 

m  m  m  m  o  o 


y 

Die  letzteren  lauten  hier,  wenn  rjs  —  -j- 


fiir 


i  rj  =o  und  Elf=0 
d\ 
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fur  ?  =  o 


Vs 


Mr,  L 
Vm 


'Vs 


^8 


(2) 


(3a)  (3b) 


[is  ?s  ~  fisys 

Ferner  ist,  wenn  die  Verbindung  zwischen  Deckhand  und  Schaufelkopf  als  vollk 
starr  vorausgesetzt  wird  und  Liingenanderungen  vernachlassigf  werden,  nach  Abb.  j.  ® 

Vm  =  Vm  +  1  und  . 

und  das  Gleichgewicht  der  Momente  am  Knoten  m  erfordert: 

—  MJ  =  o  .  (4) 

Mit  Hilfe  des  Ansatzes  (i)  sowie  der  Bedingungen  (2),  (3),  (4)  ergibt  sich  nach  langerer 
Rechnung  folgende^System  von  drei  simultanen  linearen  Differenzengleichungen  fiirX 

{Xm  =  sin  p  ■  MJ  —  M, J  sin  p  t ;  MJ'  =  MJ’  sin  p  /) 

+*(K*r+KJ  +^C+.=0  . 


■M\  0 

m  -f-  x 


worin : 


(MJ  - Mm”)  f0  +  xm-  1 L = (Mm +X-Mj;+I)f().\.  a; +  x./£ 


(s) 

(6) 

(7) 


/i,2  w  = 


-  ^  g  +  tg  «  /•  ^  a  4'-  a 

1  +  w  a  a  /0  U  "  ”  1  +  svc  a  Sec  a 


B.  Integration  der  Grundgleichungen 

Um  das  System  (5),  (6),  (7)  zu  integrieren,  fuhren  wir  den  Ansatz 
Xm-l=zC-z’”  ■,  MJ  =c’  •  sm  •,  MJ’  =  tf"  .  sm 

Null  verschiedene  ^  3  GleichunSen  fiir  s,  das  nur  dann  von 

crte  iur  c,  c ,  c  ergibt,  wenn  entweder: 

*  =  +  1  .  (8a 


Oder: 


ist,  worin: 


**  +  ^4  -f-  B  4-  I  =  O 


.  (8b) 


■Fa  ~  a  • 


1  —  sec  a  Sec  a 

Demnach  wird  das  vollstandige  Integral: 


Xm-l  W  +  CtZf  +  c*  Mm  =  c’l2r  +  c’2B2m  +  c's.  MJ'=c\er^-c\s^+c\  (9) 
worm  *2  die  zueinander  reziproken  Wurzeln  von  (8  b)  und 


wenn :  i  = 


1  _  %2  ~\r2 
K%  +  2 


^"=~C2'.X2;  cj 


31* 


...  (9a) 


gesetzt  wird. 
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C.  Aufstellung  der  Frequenzgleichung 

Um  nun  mittelst  (9),  (9  a.)  die  Frequenzgleichung  fiir  die  Eigenschwingungen  der 
Schaufelgruppe  aufzustellen,  trennen  wir  zweckmaBig  die  Schwingungstypen  m it  in  Ruhe 
bleibendem  Schaufelkopf  von  denen,  wo  er  horizontal  hin-  und  herschwingt. 


a)  Schwingungen  mit  in  Ruhe  bleibendem  oberen  Schanfelende. 

Fiir  diesen  Fall  muB:  rj  ^  g  =  0)  =0  sein  und  die  Losung  (9),  (9  a)  vereinfacht  sich 
dann  infolge  Wegfalls  der  Partikular losung:  ^  -  -f  1  zu: 

.  /  =  -  (1  +  K,)  SA  ^  -  (i  +  K2)^Ac%'  gf  .  (10) 

*  1  /  1 

MJ  =  c{  sf  +  c'2  st~ ;  MJ  =  —  C /  K1  sf  —  J  K%  zj 

Aus  den  Bedingungen  an  den  Gruppenenden : 

M”  =  o  MJ —  o  .  (u) 

erhalt  man  dann  zwei  Gleichungen  fiir  c\,  cj  deren  Werte  nur  dann  von  Null  verschieden 
sind,  wenn 

Kx—±*1n-x  .  (12) 

Die  genauere  Untersuchung  der  beiden,  der  symmetrischen  bezw.  gegensymmetrischen 
Schwingungsform  entsprechenden  Frequenzengleichungen  (12)  zeigt,  daB  jede  derselben  nur  ein 
leelles  Wurzelpaar  (auBer  z  =  +  *)  besitzt,  das  mit  wachsendem  n  sehr  rasch  gegen  den  Wert: 

_  1 

—  s2  =  —  2  .  (13) 

strebt  und  daB  dann  (11)  ersetzt  werden  kann  durch 


3 

^o  =  ~7l1  .  (12a) 

wahrend  nach  der  iiblichen  Berechnungsweise  (#  —  -j-  x) : 

^0  —  —  .  (12  b) 

ware. 


Die  Wurzeln  von  (11a),  (11b)  sind  zwar  im  allgem einen  nicht  sehr  voneinander  ver¬ 
schieden,  doch  kann  der  Unterschied  immerhin  bis  zu  13.  %  bei  ju  =  2  bis  3,  wie  es  praktisch 
vorkommt,  betragen  (Abb.  2). 

Aus  (10)  gewinnt  man  ferner  nach  langerer  Rechnung  unter  Beachtung  von  (12)  folgende 
Werte  fiir  I,  MJ  Mm"  sowie  fur  die  Momente  211^  M0m  am  SchaufelfuB  bezw.  -kopf: 


MJ 


ITT, 


yw 


MJ 


MJ  —  MJ 


*  ^  «+x-»  Xm  •/_«/„  MJ  —  MJ 

‘J1  2-^1  ,  71 - - - - - - - - 


Sin  a  —  sin  a 


M, 


0  m 


cos  a  Sin  a  —  Cos  a  sin  7  cxf 


fi 

MJ  -  MJ 


(*4) 


Fiir  die  praktisch  gebrauchlichen  groflen  Werte  von  n  gewinnt  man  aus  vorstehendem  das 
inter essante  Ergebnis,  dafi  bei  diesen  Schwingungsformen  auf  der  ganzen  linken  Gruppenhalfte 
die  Momente  M"  sehr  klein  gegen  die  Momente  M'm  sind  und  daB  letztere  mit  alternierendem 
orzeichen  sehr  rasch  —  fast  genau  nach  einer  geometrischen  Reihe  von  Quotienten  _ i/2 _ 


H 
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nach  der  Gruppenmitte  zu  abklingen  (Abb.  3).  Da  auch  die  Schaufelkopf-  und  Fufim 
M0m  bezw.  1T?0WI  einen  fast  genau  gleichen  Verlauf  zeigen,  folgt  also,  dab  bei  diesen  Sch  '  °mentf 
formen  die  Endschaufeln  in  sehr  viel  hoherem  Mafle  aks  die  Mittelschaufeln  bcanspmhf^ 


Asymptot e  :  ^$06  T 

— ~ 


■vm* 


1 2  3  +  5 


10  / n 


Abb.  2. 


Abb.  3. 


b)  Schwmgungen  mit  Horizontalbewegung  des  Schaufelkopf es. 

Fur  den  praktisch  wichtigeren  Fall,  daB  das  obere  Ende  der  Schaufel  horizontal  bin 
nd  herschwmgt,  lautet  die  Bewegungsgleichung  der  gesamten  Deckbandraasse: 

*  _ 

m '  "^(6-0)  .  ri  .  (IJ) 

Da  x„  =  A;„  szn  $t,ys  =  szn  0  t ;  =  —  p*  ^  s/n  p  t 

ist  die  Gleichung  (7)  zu  ersetzen  durch: 


’kffi-o) 


HA'  •/ 

m 

T 


A 1  /■ 


«  I 


und  man  erhalt  nach  einiger  Rechnung  folgende  Werte  fur  die  Deekbandmomente 


M  '  M 

in  m 


=“’  + *  [«■’  +  m 


N=  f^AV  (J_  I  1  \  /  J_  ,  t  Yff 

\  fo  )  \F0  6 p  j  («/’■+  /  '  ys'/>'~)  ~  1  . t11 

die  FrequenzengSehung?111^11^11  de”  GruPPenen(Ien  folgt  ganz  analog  wie  unter  a; 


-j-  ~r~ - b  Kx  1  .  *r —  1  /o2 

- 1  Kx  Z*~X  z'  ~  1  ~7^n 


I 


■ 
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worin  AZ0  ein  meist  kleines  Korrektionsglied  und  die  Gleichung 


der  iiblichen  Berechnungsweise  (z  =  i)  entspricht. 
Mit  Benutzung  von  (17)  geht  (16)  iiber  in: 


„  n  (r  1  „  n  —  rn\  I  +  2  Z\ 

>1  —  ^+*1  /  ’  V_l . 7” ; 


2  1  *1 


M  — 


'  X  =  f \(M  '  —M  ")  +  —(2  M  '  +M".  T)  (18) 

m  ‘  &  \  m  m  ]  1  3^  \  m  1  m  + 1/  v  / 

^  cos  a  -f-  a  l  sin  a  -|~  Sz>/  a 

j  _j_  cos  a  £0^  a  ‘  a  I  -j-  a  CVv  a 


D.  Zahlenbeispiel 

Um  nun  iiber  die  wichtige  Frage  nach  den  Aenderungen  hinsichtlich  Frequenz  und  Span- 
nungsverteilung  gegenuber  der  bisherigen  Berechnungsweise  Klarheit  zu  gewinnen,  seien  im 
folgenden  die  numerischen  Ergebnisse  in  einem  ,  mittleren  Verhaltnissen  entsprechenden  Fall 
mitgeteilt 

Fur:  n  =  20  /=  ioo  mm  =  0,02  cm4  ^=^  =  0,35  cm 

t=  10  mm  0,005  cm4  FB  =  ES\  yb—Ys 

wird :  p,  =  5  und  f erner  fur : 

a)  Schwingungen  mit  in  Ruhe  bleibendem  Schaufelkopf. 

Nach  (12b)  und  Abb.  2  erhalt  man: 

Grundton:  a  =  245°  45'  I.  Obterton:  a  ==  423 0  30', 
wahrend  nach  der  bisher  iiblichen  Berechnungsweise  sich  ergeben  wiirde: 

Grundton:  a  =  263°  35'  I.  Obterton:  a  =  438°  30'. 


Abb.  4. 


Der  Frequenzunter  schied  betragt  also  hier  ca.  io  %  fiir  den  Grundton,  ca.  7  %  fiir  den  I.  Ober- 
ton,  da  die  Frequenzen  /?  nach  (1)  proportional  a2  sind. 
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b )Schwingungen  mit  Horisontalbewegung  des  S c hauf elkopfes. 

Hierfiir  erhalt  man  aus  (17) : 

Grand  ton:  a  =  126°  I.  Oberton:  a  =  296°  30', 

wahrend  die  bisher  iibliche  Methode  ergeben  wiirde: 

Grundton:  a  =126°  30'  I.  Oberton:  0  =  297°, 

Die  Frequenzunterschiede  sind  also  im  vorliegenden  Falle  verschwindend. 

Fur  die  Biegungsmomente  und  Querkrafte  ergibt  sich  nach  (18)  die  in  folgender  Tabelle 
angegebene,  in  Abb.  4/5  veranschaulichte  Verteilung  innerhalb  dcr  Gruppe: 


m 

M”m 

M 

1¥i  om 

a;, 

Mi, 

M[[ 

Wo* 

-Vio 

20 

I 

1,704 

0 

0,852 

o,9S7 

0,652 

19 

2 

0,844 

1,221 

1 ,03  3 

1,013 

1,071 

18 

3 

I,03S 

0,952 

0,994 

o,99  S 

0,986 

1 7 

4 

0,994 

1,010 

1,002 

1,002 

1,002 

16 

s 

1,002 

0,997 

0,999 

0,999 

o,999 

15 — 12 

6—9 

ca.  x,o 

ca.  1,0 

ca.  1,0 

ca*  i,o 

ca.  1,0 

11 

10 

1,0 

1,0 

1,0 

1,0 

1,0 

Aus  dieser  Tabelle  sowie  aus  Abb.  4/5  ersieht  man  zunachst  das  wichtige  Ergebnis,  dafi 
das  letzte  Deckbandfeld  um  70  % ,  also  sehr  betrachtlich  holier  bcansprucht  ist  als  die  mittleren 
Felder.  Was  die  Schaufelbeanspruchung  betrifft,  so  wird  die  leizte  Schaufel  ca.  15  %  im  Kopf 
und  ca.  4  %  im  Fufi  gegeniiber  den  Mittelschaufeln  entlastet,  dagegen  vvinl  die  vorletzte 
Schaufel  im  Kopf  um  ca.  3  %,  im  FuB  um  ca.  1  %  mehr  belastet.  Die  Ouerkraft  am  Kopf 
der  letzten  Schaufel  ist  um  ca.  35  %  kleiner,  fur  die  vorletzte  um  ca.  7  %  groBer  als  fur  die 
Mittelschaufeln.  Ent-  und  Mehrbelastungen  wechseln  ab,  die  Lastaufuahme  zeigt  also  auch  hier 
oszillatorischen  Charakter. 

E.  Zusammenfassung 

Die  vorstehende  Untersuchung  zeigt,  dafi,  wenn  die  oberen  Schaufelenden  in  Ruhe 
bleiben,  die  Frequenz  der  Gruppenschwingung  nicht  unbetrachtlich  von  der  Frequenz  der  Einzel- 
schaufel  abweichen  kann  (bei  ^  =  2  bis  3  um  maximal  ca.  13  %),  und  dafi  auch  die  Schwin- 
gungsenergie  in  diesem  Falle  grofitenteils  in  die  Endschaufeln  wandert.  Die  dynamischen  Be- 
anspruchungen  der  letzteren  sind  daher  weit  groBer  als  die  der  Mittelschaufeln  und  alle  Bean- 
spruchungen  klingen  vom  Gruppenende  aus  oszillatorisch  etwa  nach  einer  geometrischen  Reihe 
mit  dem  Quotienten  —  y2  ab.  Bei  den  Schwingungen  mit  Horizontalbewcgung  des  oberen 
Schaufelendes  hingegen  weichen  sowohl  Frequenz  wie  auch  die  Schaufelbeauspruchungen  nur 
wenig  von  den  unter  Voraussetzung  gleichmaBiger  Verteilung  errechneten  Werten  ab,  wobei 
die  letzte  Schaufel  etwas  ent-,  die  vorletzte  etwas  mehr  belastet  wird;  doch  kann  die  Mehr- 
belastung  des  letzten  Deckbandfeldes  bis  70  %  gegeniiber  der  Gruppenmitte  betragen.  Im 
iibrigen  zeigt  aber  auch  hier  die  Lastverteilung  einen  ahnlichen  oszillatorischen  Charakter  wie 
bei  dem  oben  behandelten  Schwingungstyp. 


Bestimmung  hoherer  kritischer  Drehzahlen 
sdinell  laufender  Wellen 

Von  J.  J.  Koch,  Delft 


1.  Wie  bekannt  ist,  wird  die  Bestimmung  der  kritischen  Drehzahlen  einer  schnell- 
drehenden  Welle  beherrscht  von  der  Differentialgleichung 

( Ely")"  —  m  a)2 y  —  O 

in  welcher  El  den  Steifheitsfaktor,  m  die  spezifische  Masse,  co  die  Winkelgeschwindigkeit 
und  y  die  Durchbiegung  der  Welle  darstellt.  Eine  exakte  Losung  dieser  Gleichung  ist  bei 
willkiirlich  veranderlichen  El  und  m  nicht  zu  erhalten.  Dagegen  steht  zur  naherungsweisen 
Bestimmung  der  ersten  kritischen  Drehzahl  ein  wohlbekanntes  Naherungsverfahren  zur  Ver- 
fiigung,  welches  kurz  erwahnt  werden  moge1). 

Es  wird  eine  willkurliche  Ausbiegungskurve  yv  welche  mit  den  Randbedingungen  ver- 
traglich  ist,  angenommen.  Die  Ordinate  dieser  Kurve  wird  mit  in  multipliziert  und  die  also 
entstandene  Kurve  (welche  nicht  mehr  stetig  zu  sein  braucht)  zweimal  integriert.  Dabei  treten 
zwei  Integrationskonstanten  auf,  welche  mit  Hilfe  der  Randbedingungen  bestimmt  werden. 
Die  Ordinate  der  so  erhaltenen  Kurve  wird  durch  El  dividiert  und  ebenfalls  zweimal  integriert. 
Nachdem  die  zwei  neuen  Integrationskonstanten  aus  den  Randbedingungen  bestimmt  worden 
sind,  erhalt  man  eine  Kurve  y2.  Ware  die  zuerst  angenommene  Funktion  y1  die  gesuchte 
Losung  der  Differentialgleichung  gewesen,  so  wiirde  das  Resultat  y2  des  oben  geschilderten 

Verfahrens  ^  geworden  sein.  Aus  dem  Quotient  von  yt  und  y2  ware  also  co2  zu  bestimmen. 

2.  Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  wie  y2  sich  andert,  wenn  fur  yt 
eine,  von  der  Losung  der  Differentialgleichung  abweichende  Kurve  angenommen  wird.  Dazu 
entwickeln  wir  die  Funktion  yx  in  eine,  nach  den  normierten  Eigenfunktionen  r\v  yj2  .  .  *  .  y\n 
fortschreitende  Reihe 

y\  —  ai  Vi  +  a2  %  ~b  a3  %  +  *  •  * 

und  wenden  das  vorher  beschriebene  Integrationsverfahren  auf  diese  Reihe  an.  Nennen  wir 
die  zu  den  Funktionen  y)2,  .  . .  r\n  gehorigen  Werte  von  co2  respektive  o)^  o>22,  .  .  .  w«2,  so  er¬ 
halten  wir  fur  y2 : 

Da  o)2,  o)3,  .  .  .  bedeutend  grofier  sind  als  (Op  so  wird  0)^72  schon  viel  besser  als  y±  mit  a1vjl 
iiber  einstimmen. 


Wird  das  Verfahren  verschiedene  Male  wiederholt,  so  wird  die  Funktion  a mehr 

•s  n 

und  mehr  nach  r\x  konvergieren,  so  daB  aus  dem  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender 
Kurven  ^  und  a)x2  mit  sehr  groBer  Genauigkeit  bestimmt  werden  kann. 

3.  Die  Eigenfunktionen  yjp  y]2,  .  .  .  7]  zeigen  aber  eine  wichtige  Eigenschaft,  welche  es 
ermoglicht,  cox2  schon  mit  geniigender  Genauigkeit  aus  y%  und  y2  zu  berechnen.  Es  ist  namlich 
allgemein : 


wenn 


(vergl.  App.  1 .) 


x)  Vergleiche  STODOLA,  Dampf-  und  Gasturbinen,  5.  Auflage,  S.  381. 
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Deshalb  ist: 


I  w  dx  = 


f^nmdx=  («1  T7t  “I-  «2  %  +  <*#  7;:i  !'•••)  (*‘S*J|  !  *V(2  I  *1  *,»  !  .  .  .  j  W  ,&•  — 

m*X'rm*  1  V.l  v""/r  1  » XI.  v. «*  +  .. 
jf*‘ .»  *  =  JT(^  %  +  •)' * 

a.2  dl  «  ,  ,  txJ  dl  „  ,  a**’  ,*/ 

“«.>,4,| /if  ^<o>t(  **  W'/r  1  M;i\l  »«**<&  + 

/ 

Sind  die  rj  so  normiert,  dafi  f  if  m  dx  I  ist,  und  vernachlassigt  man  in  den  Ausdriicken 

/  i  i 

fyxytmdx  und  Jyfmdx  die  (ilieder  mil  f  i^  m  dx  usw.,  so  ist: 


f  Ji  y% m  dx  ®i 


ro  wt"  *V  ^ 


J  m  dx 


(Of  a,. 


a  *  <V  ,v  (Oj 


«s“\ 

\  1  m,/  '  *,#/ 


Der  Klammerausdruck  weicht,  weil  M|^  .  ^  bei  vrrnimftigor  Wahl  von  v  klein  ist 

(  ^  betr%t  u^fahr  J~  und  A  hnu.eht  nid.f  grnBrr  als  ^  /.„  seiu),  sehr  wenig  von  r  ab, 
so  dafi  mit  grofier  Genauigkeit 

/ 

ffl  ,1'v  »<  dx 

<V  \ 

f  vd'  m  dx 

geschrieben  werden  kann, 

Einc  noch  gioBeio  Genauigkeit  kann  erzielt  wenlmi,  wenn  man  mit  dcm  Iterations- 
verfahren  bis  y3  weitergeht,  und  mm 

t 

f  r.,  .t'u  m  ,/j. 


f.V^  m  dx 


berechnet. 

In  diesem  Falle  findet  man 
/ 

Id*  dn  v‘  dx 

— . —  SS 

f)'il  »i  dx 

a 

so  daB  der  spezifische  Fehler  ietzt 


i |-  . 

«>•/  «,*  *  (O.0  *,9  '  •  -  • 

I  “i“  “a"  <  «hH  «.v' 

‘  <  5  «»«*«,«  *••** 


nur  co  .  a 


4.  Das  hier  beschriebene  Verfahren  ist  auch  zur  Berechnung  der  hoheren  kritischen 
Drehzahlen  geeigne t.  Zur  Berechnung  von  co22  z.  B.  geht  man  aus  von  einer  Kurve  yx,  deren 
Entwicklung  nach  den  ^-Funktionen,  das  Glied  ax  vj1  nicht  enthalt.  Eine  derartige  Kurve 
erhalt  man,  indem  man  von  einer  willkiirlichen  Kurve 

yx  a2  T)2  +  a3  rj3  +  .  ... 

ausgehend,  zuerst  den  Koeffizienten  ax  bestimmt  mit  Hilfe  der  Beziehung: 

i  '  i 

f  ^1  Vi  m  fiji2  m  dx  =  ocx 

o  o 

und  dann  von  3^  die  Funktion  ax  rjx  substrahiert.  Das  unter  3  beschriebene  Verfahren  auf 

Ji=/i  —  ai  Vi 

angewandt,  liefert  das  gesuchte  co22,  sowie  die  Funktion  yj2 .  Sollte  z.  B.  durch  Ungenauigkeit 
in  der  Bestimmung  von  ax  beim  IntegrationsprozeB,  doch  noch  ein  Rest  der  dann  nicht  voll- 
standig  ausgemerzten  Funktion  rjx  sich  geltend  machen,  so  ist  es  immer  moglich,  bei  jeder 
Zwischenstufe  den  von  yjx  herstammenden  Bestandteil  in  der  angedeuteten  Weise  zu  eliminieren. 
Gleichwohl  mufi  dabei  ein  ziemlich  genaues  Integrationsverfahren  verwendet  werden.  Zur 
Berechnung  der  ersten  kritischen  Drehzahl  ist  graphische  Integration  mit  Hilfe  von  Seilpolygonen 
genau  genug.  Fur  die  Bestimmung  der  hoheren  co  empfiehlt  sich  aber  ein  numerisches  Inte¬ 
grationsverfahren,  welches  in  Appendix  II  angegeben  ist. 

5.  Weil  die  Differentialgleichung  des  freischwingenden  Balkens 

(£  I  y") "  —  m  ju,2  y  =  o 

vollstandig  mit  derjenigen  der  schnellumlaufenden  Welle  ubereinstimmt,  ist  das  soeben  be¬ 
schriebene  Verfahren  unverandert  anwendbar  auf  die  Bestimmung  der  Schwingungszahlen 
eines  solchen  Balkens. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  auch  die  Eigenschwingungszahlen  einer  tordierten  Welle 
bestimmen. 

6.  Entsprechend  modifiziert  kann  die  oben  beschriebene  Methode  auf  die  Berechnung 
der  Knickkraft  willkiirlich  belasteter  Stabe  mit  veranderlichem  Tragheitsmomente  angewendet 
werden. 

Ist  N  die  Normalkraft  eines  willkiirlich  gewahlten  Stabquerschnittes,  welche  also  als 
eine,  bis  auf  einen  Faktor  ju 2  explicit  gegebene  Funktion  N  der  Querschnittslage  auf- 
zufassen  ist,  so  gilt  fur  eine  yon  der  Geraden  abweichende  Gleichgewichtsform,  die  Gleichung 

[EJy")'  +  )?*Ny'  —  Q  =  o 

wobei  Q  die  konstante,  im  Balken  auftretende  Querkraft  darstellt.  Dabei  ist,  wenn  yjv  .  .  . 
r\n  die  Losungen  sind,  welche  der  Differentialgleichung  geniigen: 

1  •  _ 

/  ^  r[q  N  dx  =  o  wenn  p  ^  q  (App.  3). 

o 

Man  geht  von  einem  angenommenen  yx'  aus,  welches  so  gewahlt  sein  muB,  daB  das 
zugehorige  yx  den  Randbedingungen  entspricht.  Dieses  yxr  wird  mit  N  multipliziert  und  nach- 
dem  einmal  integriert  und  die  Integrationskonstante  und  die  Konstante  Q  aus  den  Randbe¬ 
dingungen  bestimmt  worden  sind,  entsteht  hieraus  das  Moment  bei  der  Einheitsbelastung 
mit  entgegengesetztem  Zeichen.  Wird  dieses  durch  El  dividiert  und  zweimal  integriert,  so 


kommt  das  y2  heraus,  wobei  die  Integrationskonstanten  aus  den  Randbedingungen  gefunden 
werden.  Wenn  das  Verfahren  einige  Male  fortgesetzt  wird,  wird  die  Kurve  y  burner  besser 
dem  rj1  gleichkommen.  fx*  ist  jetzt  zu  finden  aus: 


Wie  bei  den  schnelldrehenden  Wellen  braucht  man  bier  auch  nur  bis  y0  fortzufahren 
wenn  py  aus:  ~  ’ 


Jy,'  rJ  .V  dx 
h*  =  "  / 

J  ~  y  't/x 


berechnet  wird.  Das  Berechnen  der  hoheren  Knickkriifte  isl  auch  bier  nibglich,  aber  praktisch 
von  keinem  Wert. 


Appendix 


Satz:  Sind  ^  und  ^  zwei  zu  und  a>2  gehorende  lAsungen  der  I  hif'erentialgleichung 
(Ely")"  —  moE-y  —  o,  so  ist 


J rjf  rfo  m  d.\ . o. 


Beweis:  Es  gilt: 


(Elry,”)"  -  m  o 

(Elr,/)"  -  m  <  n„  »■.  o 


.  W 

.  (2) 


Aus  (i)  folgt  mrjj,  —  —  (E / rj /')"»  so  dafl 


fWk  «  dx  =  y.J(EI  yt;r  %  dx. 

&  Wfi  j 


Wiederholte  partiellc  Integration  und  Einfiihrung  von  (Eh,  ")"  ~m  a  2 «  liefert 
fiir  diesen  Ausdruck:  ’’  g  q 


Oder  mit: 


V  ^EI\  ^  \  E  Iri/  V  +  El  tjf"  ijy  —  (E  /  r$  ^  j  -(-  ^y  yj,  y,  m  dx-, 


(EIri;y  =  Qy,  El-ri”  =  My,  (£/*”)'  =  ».  El%” 


?  &  V?  Mt  V  +  Mt  V  "  Qf  fy}  /  +  ';\,y  %  \  VI  dx 


w/  ^  \  ^  \  \  'E  ri.;  \  l 

~"u7  k<>  \  \  ~  r.  n/  V  +  r9  V  V  +  kg  r^}  *„„  + 


ga  /  ,  m  2  / 

/fy  \mdx  =  ~JL -y  ^  m  dx. 


J.  J.  Koch,  Delft 


Es  ist  hierbei  der  allgemeine  Fall  vorausgesetzt,  dafi  die  Enden  derart  elastisch  unter- 
stiitzt  und  eingespannt  sind,  dafi: 


Qt 

Es  ist  also: 


T/  f\! ;  =  —  Mo  ~  y* 


d.  h.  fur  p^q 


i 

f \  \  m  dx  — 

o 


i 

/  \  \  m  d- *  =  °- 

o 


Appendix  II. 

Zur  Bestimmung  der  Funktion  M  (des  Biegungsmomentes)  aus  ihrer  zweiten  Abteilung 
q  (der  Belastungsfunktion)  verteilt  man  die  Lange  l  in  eine  gerade  Anzahl  gleicher  Intervalle 
d.  Die  zu  den  Abzissen  o,  <3,  2  d  ...  .  gehorigen  Ordinaten  von  q  mogen  q0,  qv  q2  ...  .  heifien. 


Durch  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  #0,  qx  und  q2  wird  nun  eine  Parabel 

gelegt  und  durch  Integration  wird  mit  Hilfe  dieser  Naherungsfunktion  das  Moment  in  den 
Punkten  1  und  2  berechnet.  Vorausgesetzt  wird,  dafi  an  der  Stelle  0  ein  Moment  M0  und  eine 
Querkraft  Q0  auftreten.  Es  wird: 

Mx  —K  +  Qo*  +  52  +  ft)  = 

=  ^o  +  0o&+-3-82-?o+  —  S2  (—  q0  +  6 qx  —  ^2). 

=  Mq  -f-  2  <20  S  -)-  —  52  (2  q0  -\-  4  £x), 

im  allgemeinen,  wenn  Mn  — :  Mn  -j -  M  n  geschrieben  wird: 

Mn  =  Mn-r  +  Q*  S  Hr  J  {70  +  401  +  +  4  ft.-  •  •  (3  ~  O')  7>  +  ‘  •  -  (3  —  (—  l)”"1)  ft-x  } 

=  S2  = 

Mn  —  —  ( —  q„_x  -\-6qn—  qnJrX ),  fur  n  ungerade  und  M  =  o,  fur  n  gerade. 

2^.  * 
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Appendix  III. 

Sat 2:  Sind  ?/  und  Losungen  der  Differentialgleichungen : 

{Ei^y  +  ^Ir^-Q^  o 

(Eln/y+^JVriJ-Q^o 

l  _ 

ist  y  yj  '  t\’  N  dx  =  o. 

o 

Beweis : 

/V  V  ^  =  -  A-/(  -  <2,1  V  *  = 


=^Vl-£/v  v  +  Ki\'  V  +  0,  *)/•  I-  g  /V  V 


=  v(~  V + -*0  V  +  0,  v -  a, %)!+  /  V  V  - 

= V V - r, V V  +  v,  —  *,\\\.  ,— 

— ^  r,  V  V + r,  1/  V  -  *,  1, %  i)f j,  „  1 

+#/vv**=£/Vv**- 

(Auch  hier  ist  wieder  (wie  in  Appendix  I)  federnde,  Unterstiitzung  vorausgesetzt 
worden.) 

Deshalb  ist: 


d.  h.  wenn  p,^2  ^ 


/Vv^=5*/Vv^ 


f  f\!  N  dx  —  o. 


gw 


Resonanzerschemungen  beim  Schlingertank 

Von  M.  Schuler,  Gottingen 


(Hiezu  Abb.  3  auf  Tafel  VI) 


Der  Frahmsche  Schlingertank  hat  den  Zweck,  die  Schlingerbewegungen  des  Schiffes, 
d.  h.  die  Schwingungen  des  Schiffes  um  die  Langsachse,  zu  verringern.  Er  besteht  in  der 
alteren  Ausfuhrung  aus  zwei  Wassertanks,  die  zu  beiden  Seiten  des  Schiffes  angeordnet  sind 
und  die  unten  durch  einen  Wasserkanal  und  oben  durch  einen  Luftkanal  miteinander  verbunden 
sind  (Abb.  1).  Die  Tanks  sind  zur  Halfte  mit  Wasser  gefiillt,  und  dieses  kann  in  dem  U- 
formigen  Rohre  schwingen.  Bei  der  neueren  Ausfuhrung  (Abb.  2),  wie  sie  auf  dem  Dampfer 
« Deutschland »  verwendet  ist,  sind  die  Tanks  auBen  am  Schiff  angebaut.  Sie  stehen  unten  mit 


Abb.  1 

Frahmscher  Schlingertank,  altere  Ausfiihrung. 


Abb.  2 

Frahmscher  Schlingertank,  neue  Ausfiihrung. 


S  sr  Wassertanks ; 

H  =  unterer  Verbindungskanal,  der  mit  Wasser  gefiillt  ist  5 
L  s=  oberer  Verbindungskanal  5 

D  =  Luftventil,  durch  dessen  Schliefien  die  Wasserschwingungen 
im  Tank  verhindert  werden  kdnnen. 


dem  AuBenwasser  in  Verbindung  und  sind  oben  durch  einen  Luftkanal  zusammen  verbunden. 
Auch  hier  kann  das  Wasser  in  den  Tanks  schwingen,  denn  das  untere  Verbindungsrohr  bildet 
gewissermaBen  das  Meer,  und  in  das  obere  Verbindungsrohr  kann  keine  Luft  von  auBen  zu- 
treten,  so  daB  der  eine  Spiegel  ebensoviel  fallen  muB,  wie  der  andere  steigt. 

Die  Wirkungsweise  des  Tanks  erklart  Frahm  folgendermaBen  1) : 

GroBe  Schlingerbewegungen  treten  nur  im  Falle  der  Resonanz  des  WellenanstoBes  mit 
der  Schiffsschwingung  auf.  Dann  hat  das  Schiff  einen  Phasenwinkel  von  90  Grad  gegeniiber 
der  Welle.  Das  Schiff  stoBt  nun  seinerseits  die  Wasserschwingung  des  Tanks  an.  Steht  diese 
in  Resonanz  mit  der  Schiffsschwingung,  so  hat  sie  ihrerseits  einen  Phasenwinkel  von  90  Grad 
gegen  das  Schiff,  also  von  180  Grad  gegen  die  Wasserwelle.  Die  Wasserbewegung  des  Tanks 
wirkt  also  der  Wellenbewegung  stets  entgegen  und  verringert  so  die  Schlingerbewegung  des 
Schiffes.  Voraussetzung  ist,  daB  die  Eigenschwingung  des  Tankwassers  genau  auf  die  Eigen - 
schwingung  des  Schiffes  abgestimmt  ist .  Die  Reibung  zwischen  dem  Tankwasser  und  dem 
Schiff  wird  von  Frahm  vernachlassigt. 

x)  H.  Frahm,  neuartige  Schlingertanks  zur  Abdampfung  von  SchiffsroUbewegungen  und  ihre  erfolg- 
reiche  Anwendung  in  der  Praxis,  Jahrbuch  der  SchifFbautechnischen  Gesellschaft  1911. 
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M.  Schuler,  Gottingen 


Ich  habe  nun  im  AnschluB  an  die  Ausbiidung  cines  kleinen  Schlingertanks  zur  Dampfung 
des  Kreiselkompasses  den  Fall  cines  cinmaligen  Anstoflcs  betrachtet.  Setzt  man,  wie  dies 
Frahm  getan  hat,  die  Reibung  Null,  so  kann  die  Schwingung  nach  dem  Energiesatz  nicht  ab- 
nehmen,  es  gibt  nur  Schwebungen  zwischen  der  Schwingung  des  Schiffes  und  des  Tankwassers. 
Man  hat  also  die  Reibung  bei  der  Rechnung  in  erster  Linie  zu  beriicksichtigen. 

Wie  die  Reibung  wirkt,  lafit  sich  am  besten  an  dem  Modell  (Abb.  3,  Tafel  VI)  sehen.  Ein 
Rad  (A),  das  einseitig  durch  ein  Gewicht  beschwcrt  ist,  kann  uni  seine  Achse  ( B )  schwingen.  Es 
versinnbildlicht  das  Schiff.  An  dem  Rade  ist  ein  rundgebogenes  Rohr  (C)  angebracht,  das  halb 
mit  Wasser  gefiillt  ist.  Oben  im  Luftkanal  sitzt  ein  Ventil  (/)),  mil  dem  man  die  durchstromende 
Luft  drosseln  und  so  eine  bestimmte  Reibung  einstellen  kann.  Oeffnet  man  den  Hahnen  ganz  und 
stoflt  dann  das  Rad  an,  so  erhalt  man  nur  eine  geringe  Dampfung  der  Radschwingungen,  die 
durch  die  Lagerreibung  und  die  klcine  Flussigkeilsreibung  bedingt  ist.  Schliefit  man  nun  den 
Hahnen  ganz,  so  wird  die  Reibung  und  man  erhalt  wieder  eine  Schwingung  mit  sehr 
geringer  Dampfung,  da  das  Wasser  jetzt  im  Rohr  nicht  mehr  schwingen  kann.  Wenn  man  aber 
den  Hahnen  halb  offnet  und  das  Rad  anstoflt,  so  erhalt  man  eine  kniftige  Dampfung,  die  durch 
die  Energievernichtung  bei  dem  Durchstromen  des  Halmes  erzeugt  wird.  Es  gibt  offenbar  eine 
Hahnstellung,  bei  der  die  starkste  Dampfung  erreicht  wird.  Reclmet  man  die  Abhangigkeit  der 
Dampfung  von  der  Reibung  aus,  so  erhalt  man  Abb.  4.  b  ist  die  Reibung  und  p  der  Dampfungs- 


Abb.  4. 

Abhangigkeit  der  Dampfung  von  der  Reibung, 

b  -  Reibung  zwischen  Tankwasser  und  Schiff;  —  Dttrapfungsexponent ; 

Kurve  I  berechnet  ftir  kleinen  Schlingertank ; 

”  **  »  »  grotkn  * 

n  m  „  sehr  grofien  Schlingertank. 

exponent.  Ftir  b  =  0  und  b  n=  00  wird  ^=0;  dazwischen  liegt  ein  ziemlich  flaches  Maxi¬ 
mum  bei  einer  verhaltnismaBig  grofien  Reibung.  Hei  der  Be  rechnung  der  Kurve  nahm  ich 
den  idealen  Fall  an,  daB  zwei  Pendel,  das  Schiff  und  die  Flussigkeit,  um  denselben  Punkt 
schwingen  und  proportional  ihrer  Geschwindigkeitsdifferen/.  aufeinander  einwirken;  d.  h.  ich 
rechnete  zwei  reibungsgekoppelte  Pendel. 
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Der  Ansatz  lautet: 


I. 


d*  9 
dt * 


II. 


d a<|) 


dt* 


K 

K 


#-£)+-■♦=•  i 


(I) 


Dabei  ist: 


c p  =  Neigungswinkel  des  SchifFes  gegen  den  Horizont. 

^  —  Neigungswinkel  des  Tankwassers  gegen  den  Horizont. 
nx  —  Eigenschwingungszahl  des  Schiffes. 

—  Eigenschwingungszahl  des  Tankwassers. 
bx  —  Reibungskonstante  des  Schiffes  gegen  das  Tankwasser, 
b2  —  Reibungskonstante  des  Tankwassers  gegen  das  Schiff. 

bjb2  =  c  —  positive  Konstante,  die  von  dem  GroBenverhaltnis 


Tank 

Schiff 


abh&ngt. 


Die  Gl.  (i)  lassen  sich  nach  den  bekannten  Methoden  der  gekoppelten  Schwingungen  auflosen. 
Doch  ist  die  Diskussion  der  Wurzeln  nicht  ganz  einfach.  Bei  der  Berechnung  der  Kurve  (Abb.  4)  habe 
ich  die  Vereinfachung  gemacht,  dass  das  Tragheitsmoment  des  Tankwassers  klein  sei  gegen  das  Tragheits- 
moment  des  ganzen  Schiffes. 

Bei  den  bisherigen  Betrachtungen  spielte  die  Abstimmung  des  Wassers  im  Tank  keine 
Rolle,  und  in  dem  Modell  ist  auch  die  Wasserschwingung  viel  kiirzer  als  die  Radschwingung. 
Da  aber  die  Ausfiihrungen  Fraiims  sehr  uberzeugend  sind,  so  dachte  ich,  daB  bei  periodischcn 
Anst often  die  Abstimmung  von  Bedeutung  'sein  werde.  Ich  rechnete  deshalb  die  erzwungenen 
Schwingungen  eines  Schiffes  mit  Tank,  wenn  man  die  Reibungskopplung  zugrunde  legt.  Die 
Rechnung  ist  verhaltnismaBig  einfach. 


Der  Ansatz  lautet: 


I. 

II. 
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Man  erhalt  daraus  die  Amplitude  des  Schiffes: 


A 


=  P- 1/ — 

V  aa 


<%*  +  b2*N* 


»a2*  +  V^(«i  +  f«a)a 


P  =  Grosse  des  AnstoBes  durch  den  Seegang  auf  das  Schiff. 

N  =  Schwingungszahl  des  WeilenanstoBes. 

=  ?il2  —  N2  =  Verstimmung  des  Schiffes  gegen  den  Seegang. 
a2  =  n22  —  N2  —  Verstimmung  des  Tanks  gegen  den  Seegang. 


(3) 


Ausschlaggebend  fur  die  Amplitude  ist  der  Wert  der  Wurzel  in  Gl.  (3). 

1.  Der  Zahler:, 

Das  erste  Glied  verschwindet  bei  Resonanz  mit  dem  Tank,  sonst  ist  es  immer  positiv. 
Das  zweite  Glied  ist  immer  positiv,  da  die  Reibung  nie  ganz  verschwinden  kann.  Der  Zahler 
hat  also  immer  einen  positiven  Wert. 

2.  Der  Nenner: 

Das  erste  Glied  verschwindet  bei  Resonanz  mit  dem  Schiff  und  bei  Resonanz  mit  dem 
Tank;  sonst  ist  es  positiv.  Das  zweite  Glied  verschwindet,  wenn  ax  =  —  c  *  a2  ist.  Dann  ver¬ 
schwindet  aber  sicher  nicht  das  erste  Glied  des  Nenners.  Der  Nenner  bleibt  also  im  allgemeinen 
positiv  und  die  Amplitude  des  Schiffes  endlich.  Ein  Ausnahmefall  ist  nur  vorhanden,  wenn 
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a1  =a2  ist,  cL  h.  wenn  die  Periode  des  Wassers  im  Tank  abgestimmt  ist  auf  die  Eigenperiode 
des  Schiffes.  Dann  werden  alle  Glieder  des  Nenners  bei  Resonanz  mit  dem  Seegang  gleich- 
zeitignull,  und  die  Amplitude  des  Schiffes  wird  unendlich,  d.  h.  der  Schlingertank  versagt  gerade 
in  dem  Falle,  der  sich  nach  der  Betrachtung  yon  Frahm  als  Optimum  ergibt. 

Um  einen  besseren  Ueberblick  zu  bekommen,  habe  ich  die  Amplitude  des  Schiffes  ab- 
hangig  von  dem  Verhaltnis  Wellenperiode/ Schiffsperiode  aufgezeichnet  (Abb,  5).  Bei  der 


2b  . 
22 

20  K 


lohne  Schlingertank, 


mit  Schlingertank. 
mit  Schlingertank. 


Abb.  s. 

Resonanzfunktion  bei  Reibungskoppelung. 

a  _  Wellenperiode 

1  Schiffsperiode  (ungedampft) 

—  —  Periode  des  Tankwassers  (ungedampft) 

#2  Periode  des  Schiffes  (ungedampft) 

Kurve  I  Schiff  ohne  Schlingertank; 

w  v  Schlingertank,  Abstimmung  aja2  =  1/1  • 

«  ^  ”  yt  »  &ila2  *=2/1. 

Abscisse  bedeutet  der  Wert  1  die  Resonanz  von  Welle  und  Schiff.  Rechts  hiervon  schwingt 
die  Welle  schneller,  links  hiervon  das  Schiff  schneller.  Mit  den  MaBzahlen  der  Ordinate  muB 
man  die  statische  Neigung  des  Schiffes  fiir  den  betreffenden  Wellenimpuls  multiplizieren,  u 
den  dynamischen  Ausschlag  zu  bekommen.  Ohne  Schlingertank  erhalt  man  die-  normale  Reso 
nanzkurve  I.  Sie  lauft  bei  Resonanz  ins  Unendliche.  Haben  wir  einen  mit  dem  Schiff  abge 
stimmten  Tank,  so  erbalten  wir  Kurve  II.  Sie  ist  ahnlich  der  Kurve  I,  liegt  aber  tiefer.  Trotz 
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dem  lauft  sie  ebenfalls  ins  Unendliche,  d.  h.  der  Tank  versagt  bei  Resonanz.  Allerdings  mufi 
die  Resonanz  scharfer  sein,  wenn  sie  gefahrlich  werden  soil.  Kurve  III  ist  gezeichnet  fur  die- 
selbe  GroBe  des  Tanks,  wenn  dieser  gegen  das  Schiff  im  Verhaltnis  i  zu  2  verstimmt  ist,  d.  h. 
wenn  das  Tankwasser  doppelt  so  schnell  schwingt  wie  das  Schiff.  Diese  Kurve  ist  viel  giinstiger, 
denn  die  Resonanzerscheinung  ist  verschwunden  und  die  Amplitude  erreicht  nie  mehr 
groBe  Werte. 

Abb.  6  zeigt  die  Kurve  III  mit  vergroflerten  Ordinaten  und  zusammengedrangten 
Abscissen,  so  daB  wir  ein  weiteres  Gebiet  liberblicken.  Wir  erkennen  bei  dem  Werte  1  die 


Kurve  I  Schiff  ohne  Schlingertank ; 

„  III  „  mit  Schlingertank,  Abstimmung  aja^  *2/1. 

Resonanz  mit  dem  Schiffe  und  bei  dem  Werte  2  die  Resonanz  mit  dem  Tankwasser,  das  ja 
doppelt  so  schnell  schwingt.  Kurve  I,  die  Resonanzfunktion  ohne  Schlingertank,  ist  zum  Ver- 
gleich  auch  eingetragen.  Man  sieht  jetzt,  daB  Kurve  III  ahnlich  ist  wie  die  Resonanzkurve  einer 
gedampften  Schwingung,  nur  daB  das  Maximum  gegen  den  Resonanzpunkt  verschoben  ist  in 
Richtung  nach  der  Eigenschwingung  des  Tanks.  Bei  der  Resonanz  mit  dem  Tankwasser  tritt 
ein  weiteres  Maximum  nicht  auf.  Es  gibt  eine  gunstigste  Reibung,  bei  der  die  Resonanzkurve 
am  niedrigsten  bleibt,  und  diese  ist  annahernd  dieselbe  wie  die  gunstigste  Reibung,  die  aus 
dem  einmaligen  AnstoB  in  Abb.  4  gerechnet  wurde. 

Fiir  den  Bau  von  Schlinger tanks  ergibt  sich  daraus  die  Folgerung,  daB  die  bisherige, 
muhsame  Abstimmung  von  Schiff  und  Tank  nicht  nur  unnotig,  sondern  falsch  war.  Man  muB 
eine  Verstimmung  zwischen  beiden  von  wenigstens  20  %  anstreben.  Dagegen  muB  die  Reibung 
in  den  Drosselventilen  genau  eingestellt  werden  und  am  besten  regulierbar  sein,  um  den  Tank 
vollig  ausniitzen  zu  konnen. 

Bisher  haben  sich  die  Schlingertanks  auf  Schiffen  gut  bewahrt.  Dies  liegt  wohl  daran, 
daB  eine  genaue  Abstimmung  zwischen  Schiff  und  Tank  nicht  moglich  ist,  weil  sich  die 
Schwingungszeit  des  Schiff  es  mit  der  Ladung  andert,  Sollte  aber  zufallig  einmal  genaue 
Resonanz  zwischen  Schiff,  Schlingertank  und  Seegang  gleichzeitig  eintreten,  so  miiBte  der 
Schlingertank  versagen  und  das  Schiff  plotzlich  sehr  stark  schlingern.  So  soil  z.  B.  «Deutsch- 
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lands,  deren  Tankquerschnitt  in  Abb.  2  dargestellt  ist,  plotzlich  stark  geschlingert  haben,  obwohl 
der  Tank  angestellt  war.  Diese  Erscheinung  verschwand  nachher  wieder.  Vielleicht  lag  hier 
ein  derartiger  Resonanzfall  vor.  Jedenfalls  beugt  man  solchen  Versagern  am  besten  durch  eine 
absichtliche  Verstimmung  zwischen  Schiff  und  Tank  vor. 

Fflr  die  praktische  Verwendung  meiner  Rechnung  mufi  ich  darauf  hinweisen,  daB  ich  die  Reibung 
proportional  der  Geschwindigkeit  gesetzt  habe.  In  Wirklichkeit  geht  aber  die  Flussigkeitsreibung  mit 
einer  hoheren  Potenz  (etwa  der  1,5).  Dies  macht  bei  den  prinzipiellen  Ergebnissen  nichts  aus,  aber 
bei  der  Bestimmung  der  Reibungs-Konstanten  muB  man  vorsichtig  sein,  da  sie  eine  Funktion  der 
Amplitude  wird.  Auch  der  Ruckdruck  des  austretenden  Strahles  bei  dem  angebauten  Tank  und  die 
Druckhohe  des  Wassers  im  Tank,  die  beide  proportional  v2  sind,  kann  man  in  diese  sogenannte 
„Reibungskonstante“  hereinwerfen. 

Ferner  nahm  ich  an,  daB  die  Schwingungsmittelpunkte  von  Schiff  und  Tankwasser  zusammen- 
fallen.  Bei  den  neuen  Ausfuhrungen,  wo  die  Wasseroberflache  im  Tank  etwa  dieselbe  Hohe  hat  wie 
die  Wasserlinie,  ist  diese  Forderung  recht  gut  erfullt.  Sollten  Differenzen  vorhanden  sein,  so  ergeben 
sich  dadurch  Koppelungsglieder  proportional  der  Beschleunigung,  welche  kleine  Korrekturen  notwendig 
machen.  Da  nun  FrAhm  nur  die  Beschleunigungskoppelung  ohne  Reibung  berechnet  hat,  so  konnen 
diese  Arbeiten  von  Frahm  bei  der  Korrekturrechnung  verwendet  werden.  Damit  decken  wir  den 
Unterschied  zwischen  meiner  und  der  FRAHM’schen  Rechnung  auf.  Denn  die  Glieder  der  Beschleuni¬ 
gungskoppelung  erscheinen  im  Nenner  der  Gl.  (3)  als  +  d2  N*  -j-  (d-  b  -f  . . .),  wenn  d  die  Beschleuni¬ 
gungskoppelung  mifit.  Setzt  man  nun  b  =  0,  so  wird  A  =  o  fur  a2  =  o;  wird  aber  b  groB,  so  kann  A 

sehr  groB  werden,  wenn  nicht  d-  sehr  groB  ist,  was  bei  den  neuen  Ausfuhrungen  sicher  nicht  der 
Fall  ist. 

Doch  mochte  ich  betonen,  daB  ich  die  Verdienste  von  Frahm  fur  die  Ausbildung  des 
Schhnger tanks  voll  anerkenne.  Aber  die  theoretische  Darstellung  von  Framh  ist  offenbar  nicht 
ausreichend,  und  da  sie  in  die  neueren  Bucher  der  Mechanik  iibernommen  wurde,  so  mochte  ich 
dies  hier  klarstellen. 

Genau  wie  einst  A.  FOppl  bei  dem  Schiffskreisel,  dessen  Gleichungen  sehr  ahnlich  auf- 
gebaut  sind,  auf  die  Wichtigkeit  der  Energiezerstreuung  durch  eine  Bremse  hingewiesen  hat, 
so  muB  ich  heute  von  dem  Schlingertank  sagen:  Die  Reibung  ist  das  Wichtigste  und  Aus- 
schlaggebende.  Man  darf  sie  in  den  Gleichungen  nicht  einfach  vernachlassigen,  sonst  kommt 
man  zu  Trugschliissen. 
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Sur  rapplication  de  Passervissement  a  la 
stabilisation  des  navires 

Par  H.  Beghin  (Lille)  et  P.  Monfraix  (Paris) 

Du  point  de  vue  mathematique,  le  probleme  de  la  stabilisation  des  navires  se  confond 
avec  la  recherche  des  termes  qu’il  convient  d’introduire  dans  1 ’equation  du  roulis  pour  que 
1  amplitude  des  oscillations  qu’elle  represente  se  trouve  reduite. 

Un  stabilisateur  doit  done  introduire,  soit  des  forces  d’inertie  auxiliaires  (par  exemple, 
stabilisation  gyrostatique) ,  soit  des  forces  exterieures  nouvelles:  Les  seules  forces  dont  on 
puisse  disposer  sont  les  forces  dues  a  la  pesanteur  (Deplacement  de  poids  a  bord)  et  les  resis¬ 
tances  hydrodynamiques.  Nous  ne  retenons  que  les  deux  premieres  methodes,  qui  ont  d’ailleurs 
fait  leurs  preuves.  La  derniere  est  peu  interessante,  ne  serait-ce  que  par  l’influence  nuisible 
que  le  stabilisateur  ne  manquerait  pas  d’exercer  sur  la  vitesse  du  batiment. 

Si,  se  plagant  a  un  point  de  vue  plus  eleve,  on  introduit  la  notion  d’energie,  il  apparait 
que,  pour  stabiliser,  il  faut,  ou  bien  empecher  1  energie  de  la  houle  de  se  communiquer  au  navire, 
ou  bien  absorber  cette  energie  au  moyen  d’une  source  negative.  S’inspirer  uniquement  de  la 
premiere  methode  conduirait  a  priver  le  batiment  de  toute  defense  lorsqu’il  se  trouverait 
derange  de  sa  position  normale.  Ce  serait  le  cas  d’une  stabilisation  par  allongement  pur  et 
simple  de  la  periode  de  roulis:  une  source  negative  d’energie  est  indispensable. 

Mais,  pour  donner  a  un  dispositif  toute  son  efficacite,  il  est  essentiel  que  le  deplacement 
de  masses  aussi  considerables  soit  parfaitement  discipline,  de  sorte  que  l’asservissement  de  la 
position  de  1’element  mobile  qui  constitue  le  stabilisateur  aux  circonstances  de  l’oscillation 
du  navire  parait  etre  la  seule  methode  a  retenir. 

I.  Stabilisation  par  deplacement  transversal  de  poids 

Un  navire  de  poids  porte  un  stabilisateur  de  poids  p  (Px  -f-  p  —  P) ;  soient  I  et  i 
les  moments  d  inertie  du  batiment  et  du  stabilisateur  par  rapport  a  l’axe  d’oscillation  Os  .| 
(Ii  +  i  =  7)'  Le  stabilisateur  est  suppose  a  liaisons  completes:  les  coordonnees  x  et  y  de  l’un 
quelconque  m  de  ses  elements  par  rapport  a  des  axes  Ox,  Oy  lies  au  batiment  dans  un  plan 
transversal  sont  des  fonctions  d’un  parametre  u 

x  =  f(u );  y  —  cp  ( u ), 

que  nous  pouvons  supposer  etre  l’abscisse  du  centre  de  gravite  du  stabilisateur,  l’ordonnee 
etant  v,  fonction  de  u: 


S  mf{u)  =^-u;  = 

S  T  g 

Dans  la  position  normale  d’equilibre,  u  est  suppose  nul,  ainsi  que^;  ^  represente  la  courbure 

du  au ® 

~jf[  c'e  trajectoire  du  centre  de  gravite  du  stabilisateur. 

Le  centre  de  gravite  total  pour  u  =  o  a  une  ordonnee  a,  le  metacentre  a  une  ordonnee  r; 

posons 

P  (r  —  a)  —  K2  I .  . (I) 

$  designera  l’escarpement  de  la  houle,  w  sa  pulsation,  v  le  coefficient  de  M*  Bertin. 


IB 
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Nous  allons  etudier  les  petites  oscillations  du  systeme  au  moyen  des  equations  de 
Lagrange: 

La  force  vive  2T  a  pour  expression 

2  T  —  /6'2  +  2  m  (/'2  +  ¥'2)  ?/2  +  2  S  m  (/>'  —  cp  f)  u9  0', 
ou  0'  et  uf  designent  les  derivees,  par  rapport  au  temps  t  de  Tangle  de  roulis  0  et  du  para- 
metre  u.  En  premiere  approximation,  on  peut  faire  u  =  0  dans  les  coefficients  de  cette 
expression. 

Cela  pose,  remarquons  que,  si  on  eleve  le  stabilisateur  de  la  quantite  h3  Texpression 
2  m  (f  cp'  —  cpf)  s’accroit  de  —  2  m  fr  h  ou  —  —  A/  si  done  h  designe  la  hauteur  du  stabilisateur 
au-dessus  de  la  position  qui  annuls  2  m  (f  cpr  —  cp  ff) ,  on  a 

2  7’  =  /e,2  +  //?/2  —  2^hu'%’ . (2) 

<*> 

t 

Le  travail  virtuel  des  forces  actives  pour  un  deplacement  80,  8 u  est 

p  /  \ 

8«  -j-  P  {r  —  a )  (v  $  sin  w  t  —  0)  80  — p  10  j  bit  —  pit  80 ; 

(P 3  puissance  developpee  a  bord  pour  assurer  Tavertissement  du  stabilisateur) . 

L’equation  relative  au  parametre  0 

/0f'  u"  -f- p  u  -f-  P(r  —  a)  0  =  P  (r  —  a)  v  sin  to  /,  .  (3) 

donne  le  mouvement  de  roulis;  1  autre,  relative  au  parametre  u  donne  la  puissance  P  a  mettre 
en  jeu: 

P  =  «'  |  —  £j- u"  -f  Hu”  -\-p  (0  +-|)  j ;  .  (4) 

supposons  le  parametre  u  asservi  a  1  angle  de  roulis  0  par  une  relation  de  la  forme 

pu=’A  0"+^0'  +  C0,  .  (S) 

ou  A,  B,  C  sont  des  constantes. 

L  equation  (3)  fait  alors  connaitre  la  loi  de  variation  de  0.  L ’etude  de  l’oscillation 
forcee  donne  pour  u,  lors  du  synchronisme  (w  —  K),  l’amptitude  U0  definie  par 

TT  P(r  —  a) 

PU0=  — i - Lv  $ .  (6) 

I  +  Ysfs- 

£- 

II  est  remarquable  que  cette  valeur  soit  independante  des  coefficients  A,  B,  C,  de  sorte 
qm,  si  la  houle  synchrone  est  de  celles  qu’on  est  appele  a  rencontrer,  il  est  impossible  de  donner 
au  stabilisateur  un  poids  inferieur  d  celui  que  defmit  la  relation  (6)  ou  U0  designe  1‘ amplitude 
maximum  dont  on  dispose  d  bord. 

.  On  est  alors  conduit  a  chercher  la  condition  que  doivent  remplir  les  constantes  A,  C 
pour  que  1  amplitude  maximum  de  u  soit  justement  realisee  lors  du  synchronisme;  elle  se 
traduit  par  la  relation 

[(£■- A  m  -  -  I(C- A  K*)  ■=  O 


(7) 
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Or  le  systeme  peut  agir  uniquement  par  son  poids  (eq.  (3),  terme  pu ),  ou  aussi  par 

,  ph 

son  inertie  (eq.  (3),  terme  —u").  Dans  le  premier  cas,  il  y  a  interet  a  profiter  de  toute 

<£> 

la  largeur  du  batiment,  c  est-a-dire  que  la  surcharge  doit  pouvoir  se  concentrer  tout  entiere 
sur  un  bord  ou  sur  1  autre  (chariot  mobile  sur  un  chemin  de  fer  transversal,  surcharge  liquide) . 
Dans  ce  premier  cas,  h  represente  la  hauteur  du  chemin  de  fer  au-dessus  de  l’axe  d’oscillation. 
La  formule  (6)  montre  qu’il  y  aurait  quelque  interet  a  augmenter  h,  pour  profiter  des  forces 
d’mertie,  mais  cet  avantage  risque  d’etre  un  peu  illusoire  en  raison  des  inconvenients  inherents 
a  ^installation  d’un  dispositif  de  ce  genre  au-dessus  du  pont,  en  particulier  de  l’immobilisation 
d  une  surcharge  inactive  dans  les  superstructures. 

En  outre,  le  coefficent  de  stabilite  P  ( r  —  a)  se  trouverait  diminue  si  les  surcharges 
se  trouvaient  au-dessus  du  metacentre  differentiel.  Negliger  h  permet  d  ailleurs  de  verifier 
1  equation  (7)  en  annulant  A  et  C,  ce  qui  simplifie  la  relation  d’asservissement  et  par  suite 
l’appareillage  electrique  qui  est  charge  de  l’assurer. 

Si  un  dispositif  utilise  en  partie  les  forces  d’inertie,  s’il  comprend  par  exemple  des 
masses  en  rotation  alternative,  la  hauteur  h  ne  se  confond  plus  avec  v;  il  y  a  alors  tout  interet 
a  augmenter  h3  ce  qui  ne  presente  aucun  des  inconvenients  signales;  mais  il  y  a  lieu  de  re- 

dans  ce  cas  on  ne  profiterait  pas  de  toute  la  largeur  du  batiment  pour  les  varia¬ 
tions  de  u. 

Etudions  un  dispositif  du  premier  genre,  avec 

7  dQ 

U  =  bW  h  =  ° .  (8) 


Determinons  son  poids  p  par  la  condition  d’etre  susceptible  de  stabiliser  le  batiment 
sur  toute  houle  d’escarpement  donne  <3>0. 

Si  L  est  l’amplitude  maximum  dont  on  dispose  a  bord  pour  u,  p  est  defini  par 


p  L  =  P(r  —  a)  v  <£»0 . 

.  (9) 

Sur  une  houle  d’escarpement  le  mouvement  sera  defini  par 

K*  dT2  P  K  d T  “  Sm  T’  . 

.  (10) 

ou  Ton  a  pose 

e  =  Xv4»;  T—  (0/;  §  =  ...  . 

.  (”) 

L’amplitude  A  des  oscillations  forcees  de  1  et  l’amplitude  U  (it  u 

sont  donnees  par 

A2  ”  A'2  '  \X  A'2/’  X“PaTv<|»0A- 

.  (12) 

Pour  tout  escarpement  inferieur  ou  egal  a  <J>0,  le  stabilisateur  se  meut  entre  les 
limites  qui  lui  sont  permises,  quelle  que  soit  la  periode  de  la  houle. 


Le  degre  de  stabilisation ,  qu’on  peut  caracteriser  par  la  valeur  de  peut  etre  pris  aussi 

grand  qu’on  le  veut  sans  qu’on  ait  a  augmenter  le  poids  de  la  surcharge;  il  suffit  de  pouvoir 
augmenter  le  coefficient  p,  ce  qui  n’interesse  que  Vappareillage  electrique. 

La  puissance  a  mettre  en  jeu  est  donnee  par  la  relation  (4)  qui  s’ecrit  ici 


H.  Beghin  (Lille)  et  P.  Moneraix  (Paris) 


Cette  expression  a  pour  periode  la  moitie  de  la  periode  de  la  houle;  ses  deux  premiers  termes, 
purement  sinusoldaux,  sont  sans  efficacite  pour  la  stabilisation;  le  troisieme  qui  est  en  qua¬ 
drature  avec  les  deux  premiers,  est  essentiellement  negatif,  ce  qui  met  en  evidence  l’absorption 

d’energie.  II  y  a  interet  a  se  debarrasser  des  deux  premiers;  on  annulera  done  oj-  —  au 

synchronisme,  en  donnant  a  la  trajectoire  du  centre  de  gravite  une  courbure  telle  que  le 
stabilisateur,  livre  a  lui-meme,  ait  la  meme  periode  propre  que  la  houle.  Pour  les  autres  valeurs 
de  co,  ces  termes  sinusoldaux  seront  demandes  a  un  organe  elastique  reglable  (ressorts,  com- 
pression  d’air). 

Ce  resultat  est  conforme  a  la  theorie  des  phenomenes  de  resonnance  secondaire :  dans 
un  appareil  recepteur  de  T.S.F.,  par  exemple,  forme  d’un  primaire  et  d’un  secondaire,  parfaite- 
ment  accordes  sur  Tonde  a  recevoir,  le  primaire  passe  toute  son  energie  au  secondaire,  si  bien 
qu’il  devient  impossible  de  recevoir  sur  le  primaire:  le  batiment,  le  stabilisateur,  la  houle 
jouent  respectivement  les  roles  du  primaire,  du  secondaire,  de  l’onde  a  recevoir. 

Cet  accord  etant  suppose  realise,  la  puissance  oscille  entre  zero  et 


Pm  =  —  p  b  A2  (v  <3>)2  a)2 


-  A"3  /  v2  <3>02  U 2 


p 


Z2 


u 


On  voit  que,  pour  une  houle  synchrone,  circonstance  dans  laquelle  -j-  a  sa  valeur  maxi- 

v® 

mum  la  puissance  maximum  mise  en  oeuvre  diminue  et  tend  vers  zero  d  mesure  que  /} 

augment e,  e'est-a-dire  a  mesure  que  la  stabilisation  est  plus  par f ait e.  Ce  phenomene  n’est 
paradoxal  qu’en  apparence,  car  Fenergie  communiquee  par  la  houle  diminue  et  le  mouvement 
du  stabilisateur  devient  exactement  celui  qu’il  aurait  s’il  etait  libere. 

Etude  plus  complete 

On  serrera  le  probleme  de  plus  pres  en  introduisant  les  resistances  hydrodynamiques 
3  ldQ\ 2 

de  moment  N1  j  ,  en  tenant  compte  de  Farret  de  la  surcharge  en  fin  de  course  pour  les 
dQ 

valeurs  exagerees  de  —  et  de  Foscillation  libre  qui  renait  constamment  du  fait  de  la  variation 
des  constantes  de  la  houle. 

Pour  cette  etude,  il  nous  a  paru  commode  d’effectuer  la  transformation 


x  =  l-,  y. 


a)  d\ 


K  d  T 

L’equation  du  mouvement  est  alors 

dy 


;  avec  T=  o)  t;  0  =  Xv#, 


y 


dx 


+  X  —  —  f  O')  +  sin  T, 


(14) 


OS) 


en  posant,  pour  |  (J  v  <S?y  |<v< 


f  {y)  =  P &y2;  e  =  ±  i,  ey>  O; 


et  pour  |  p  v  y  |  >  v  d>0  (surcharge  bloquee), 

V4>n 


^ N'Xby*',  e  =  ±  i,  ty>o . 
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Les  courbes  en  x  et  y  se  tr<icent  alors  f&cilement,  en  figurant  1  a,  courbc  x  m  —  f  (y)  et  remar- 
quant  que  le  premier  membre  de  l’equation  (15)  represente  Fabscisse  du  point  N  ou  la  normale 
au  point  M  (x,  y}  T)  de  la  courbe  rencontre  Faxe  des  x.  On  remarquera  enfin  que  Fare  MM' 

K 

decrit  dans  le  temps  AT  a  pour  valeur  —  MN  A  T.  La  figure  1  montre  Faspect  de  Tune  de 

ces  courbes.  Elies  mettent  en  evidence  Fexistence  d’un  regime  quasi  permanent  represente, 
pour  la  houle  synchrone,  sensiblement  par  un  cercle.  Cette  remarque  nous  permet  de  determiner 
approximativement  les  circonstances  du  mouvement  de  la  surcharge  mobile  et  de  calculer 
1  amplitude  de  cette  oscillation  de  regime  permanent; 

Supposant  la  formule  approchee  X  =  A  cos  T}  Finstant  T1  ou  la  surcharge  est  en  fin 
de  course  est  defini  par 

Tx  —  V%;  .  (16) 

1  equation  (1)  multipliee  par  dx  et  integree  deTz=okTz=zji  conduit  a  la  relation 


V2  <I)-2 

0 


sin  T , 


-  +  cos  T^j  =  v  <3>  - 


.  (17) 


FiS-  *•  Fig.  2. 

b:  Surcharge  bloqu^e  Courbe  A:  Valeurs  de  sans  stabilisateur 

d:  Surcharge  en  mouvement  Courbe  B:  Valeurs  de  T,  avec  stabilisateur 

C :  Asymptote  Courbe  C :  Valeurs  de  A  sans  stabilisateur 

Courbe  D :  Valeurs  de  A  avec  stabilisateur 

La  figure  2  donne  les  variations  de  A  et  de  T1  deduites  de  ces  deux  equations. 

Pour  de  grandes  valeurs  de  p  et  des  valeurs  de  v  $  nettement  superieures  a  v  $0,  on  obtient 
une  aplitude  0  =  Av$  independante  de  p, 


TV©2  =  v  $  —  —  2  v  3>n. 

2  u 

11  n  y  a  done  pas  interet,  dans  ce  eas,  a  augmenter  le  coefficient  d’asservissement  p. 
La  mise  en  route  du  stabilisateur  se  fera  avec  une  valeur  faible  de  p;  on  la  fera  croitre  ensuite 
progressivement  a  mesure  que  1’effet  stabilisateur  se  manifestera. 

L’equation  (8)  de  l’asservissement  sera  realisee  electriquement,  la  vitesse  —  etant 
,  dt 

materialisee  par  un  petit  gyro  a  axe  horizontal  rappele  vers  une  position  d’equilibre  normale 
a  la  ligne  de  foi  du  navire  par  un  couple  reglable  d’origine  electromagnetique.  Ce  dispositif 
indique  tres  fidelement  la  vitesse  angulaire  du  roulis  surtout  si  Ton  prend  soin  de  le  soustraire 
au  tangage.  Le  reglage  du  couple  realise  les  diverses  valeurs  du  coefficient  d’asservissement  p. 
Les  girations  ont  un  effet  negligeable,  comme  le  montre  leur  etude. 
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II.  Stabilisation  par  inertie  gyrostatique 

Nous  ne  ferons  qu’effleurer  ce  sujet:  les  axes  de  deux  gyros  identiques,  de  meme  moment 
cinetique  H ,  peuvent  evoluer  en  sens  contraire  dans  le  plan  de  symetrie  du  bailment.  La 
bissectrice  de  leur  angle  reste  orientee  suivant  la  ligne  de  pente  de  ce  plan  malgre  le  tangage. 
Get  angle  2  y  est  lie  a  Tangle  de  roulis  par  la  relation  d’asservissement 

p  KI  A 

smr  =  Pjtfe- 

Une  liaison  elastique  reglable  relie  les  deux  gyros  Tun  a  Tautre,  ce  qui  permet  d’eco- 
nomiser  la  puissance  a  mettre  en  jeu  en  profitant  de  la  resonance  secondaire.  L’equation  du 
roulis  est  alors  identique  a  Tequation  (10),  et  l’etude  du  dispositif  peut  se  calquer  sur  la  pre- 

dQ 
dt 


cedente,  avec  cette  difference  essentielle  que  ce  sont  les  valeurs  exagerees  de  0  et  non  de 


qui  bloquent  les  gyros  en  fin  de  course,  et  que,  d’autre  part,  lcur  action,  dans  cette  position, 
s’annule  rigoureusement. 

Le  degre  de  stabilisation—  pour  les  valeurs  de  ft  inferieures  k\J  2  est  inferieur  a  1; 


il  augmente  avec  ft  et-^pour  ^>^2,  tout  en  restant  voisin  de  1  pour  les  houles  a  longue 
periode. 

0,85  etant  adopte  comme  valeur  limite  de  sin  v,  B  doit  etre  inferieur  a  sj  i’on 

Kl'i  4> 

veut  eviter  le  bloquage;  H  doit  done  valoir  au  moins  K  ^  ®  \! 2  _ 

1,7 

Si  l’on  donne  au  systeme  forme  par  les  deux  gyros  et  le  lien  elastique  qui  les  unit  une 
periode  propre  egale  a  celle  de  la  houle,  la  puissance  a  mettre  en  jeu  a  chaque  instant  est  essen- 

(*/0\2 

;  mais  le  gain  provenant  de  la  resonance  secondaire  est 
beaucoup  moins  important  que  dans  le  premier  probleme. 


230 


Gekoppelte  Torsions*  und  Biegungssdiwingungen 

von  Tragflugeln 

Von  H.  Blenk,  Berlin-Adlershof 
(Hiezu  Tafeln  VII  und  VIII) 

Schwingungen  an  Tragflugeln  sind  in  den  letzten  Jahren  wiederholt  beobachtet  worden. 
Schon  wahrend  des  Krieges  traten  an  den  weichen  einliolmigen  Unterfliigeln  der  sogenannten 
Anderthalbdecker  Schwingungen  auf  und  fiihrten  gelegentlich  zu  Briichen.  Besonders  gefahrdet 
sind  jedoch  die  freitragenden  Fliigel,  die  seit  Kriegsende  besonders  in  Deutschland  wegen 
ihrer  aerodynamischen  Vorteile  vielfach  gebaut  werden.  Die  aerodynamischen  Vorteile  der 
freitragenden  Bauart  werden  aber  bekanntlich  stark  eingeschrankt,  wenn  nicht  gar  aufgehoben 
durch  den  Mehraufwand  an  Gewicht,  den  diese  Bauart  verlangt.  Dabei  ist  dieser  Mehraufwand 
an  Gewicht  nicht  etwa  aus  reinen  Festigkeitsgriinden  erforderlich,  sondern  zum  groBen  Teil, 
um  die  Schwingungsgefahr  zu  vermindern.  Wann  diese  Gefahr  wirklich  vorliegt,  und  wie  sie 
etwa  zu  vermeiden  ist,  dariiber  ist  bisher  nur  wenig  bekannt.  Es  ist  selbstverstandlich,  daB 
die  Gefahr  mit  zunehmenden  Fluggeschwindigkeiten  wachsen  mufi.  Besonders  fur  Kunst-  und 
Jagdflugzeuge,  die  ihrer  Endgeschwindigkeit  (Sturzfluggeschwindigkeit)  praktisch  ziemlich 
nahe  kommen,  ist  also  die  Untersuchung  gefahrlicher  Schwingungen  eine  Lebensfrage;  fur 
diese  Flugzeuge  wird  bei  freitragender,  Bauart  der  erforderliche  Mehraufwand  an  Gewicht  so 
groB,  daB  die  freitragende  Bauart  eigentlich  keine  Vorteile  mehr  bietet.  Aus  dieser  Erkenntnis 
heraus  geht  man  neuerdings  fur  diese  Bauaufgabe  wieder  mehr  zur  verspannten  Doppeldecker- 
bauart  iiber;  ob  mit  Recht  oder  nicht,  kann  heute  noch  nicht  entschieden  werden.  Jedenfalls 
kann  man  behaupten,  daB  die  Schwingungsfrage  in  dem  Konkurrenzkampf  zwischen  dem  frei¬ 
tragenden  Eindecker  und  dem  verspannten  Doppeldecker  eine  bedeutende  Rolle  spielen  wird. 

Mit  den  Schwingungserscheinungen  an  Tragflugeln  haben  sich  bereits  eine  Reihe  von 
Forschern  befaBt.  Birnbaum  *)  hat  in  seiner  Gottinger  Dissertation  das  ebene  Problem  des 
Schlagfliigels  auf  Grund  der  pRANDTLschen  Theorie  untersucht  und  dabei  theoretisch  und  experi- 
mentell  nachgewiesen,  daB  ein  Fliigel  vom  Seitenverhaltnis  00  angefachte  Schwingungen  nur 
bei  2  Freiheitsgraden  ausfiihren  kann,  namlich  wenn  man  eine  Biegung  und  eine  Torsion  des 
Fliigels  zulaBt.  DaB  immer  zwei  Freiheitsgrade  fur  das  Auftreten  angefachter  Schwingungen 
notwendig  sind,  hat  auch  eine  andere  Untersuchung  von  v.  Baumhauer  und  Koning2)  in  der 
hollandischen  Versuchsanstalt  fur  Luftfahrt  gezeigt.  v.  Baumhauer  und  Koning  betrachten  ein 
Flugel-Querrudersystem;  der  Fliigel  von  endlicher  Spannweite  schwingt  starr  um  seine  Ein- 
spannachse,  das  Querruder  um  die  Ruderachse.  Die  theoretische  und  experimentelle  Untersuchung 
zeigt,  daB  dieses  System  angefachte  Schwingungen  ausfiihren  kann.  Die  Schwingungen  ver- 
schwinden,  sobald  einer  der  beiden  Freiheitsgrade  gebunden  wird.  Es  ist  ein  Fall  bekannt, 
wo  nach  Verstarkung  der  Querruder  solche  Schwingungen  aufgetreten  sind  und  zum  Bruch 
des  Flugels  gefiihrt  haben.  Weiter  sind  von  Scheubel  3)  in  Aachen  Untersuchungen  iiber 
Schwingungen  des  Systems  Flugel-Hohenleitwerk,  sowie  iiber  das  Flattern  des  Leitwerks  iiber- 

x)  Birnbaum,  Das  ebene  Problem  des  schlagenden  Flugels,  Gottinger  Dissertation  1922;  s.  auch 
Zeitschr.  £  angew.  Math.  u.  Mech.  1923,  5.  290  und  1924,  S.  277. 

2)  v.  Baumhauer  und  Koning,  Onstabiele  trillingen  van  een  draagvlak-klap  systeem,  Verslagen 
en  verhandelingen  van  den  rijks-studiedienst  voor  de  Luchtvaart  Amsterdam,  Deel  II  —  1923. 

3)  Scheubel,  Schwingungserscheinungen  des  Segelflugzeugs  Rheinland,  Berichte  u.  Abhandlung 
d.  Wissensch.  Gesellsch.  f.  Luftfahrt  1925,  S.  103.  —  Ueber  das  Leitwerkflattem  und  die  Mittel  zu  seiner 
Verhutung,  Berichte  u.  Abh.  d.  Wiss.  Ges.  f.  Luftfahrt  1926. 
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haupt  angestellt  worden.  Neuerdings  hat  Reissner  4)  Untersuchungcn  iiber  die  erforderlicl 
Torsionssteifigkeit  freitragender  Fliigel  angestellt.  Er  stellt  die  Bcdingungen  fiir  die  statische 
Torsionsstabilitat  bei  iiber  die  Spaunweite  konstantem  und  veranderlichem  Torsionsmodul  auf. 
Die  Untersuchungen,  iiber  die  ich  hcute  berichten  will,  babe  ich  gemeinsam  mit  F.  Liebers  5) 
bei  der  Deutschen  Versuchsanstalt  fiir  Luftfahrt  durchgefiihrt.  Sie  befassen  sich  mit  den 
Torsions-  und  Biegungsschwingungen  des  freitragenden  Fliigels  an  sich,  also  ohnc  Beruck- 
sichtigung  der  Querruder.  Auch  diese  Art  von  Schwingungen  sind  in  der  Praxis  beobachtet 
worden,  einmal  1923  an  einem  Segelflugzeug  in  der  Rhon,  ferner  an  cinein  deutschen  Sport- 
flugzeug  mit  halbfreitragendem  Fliigel6). 

Zunachst  will  ich  ganz  kurz  die  Theorie  beschreiben,  die  wir  uns  von  dem  Vorgang 
gemacht  haben  (Abb.  1).  Die  Biegungsschwingungen  des  freitragenden  Fliigels  stellen  wir 


t  2lA0L  *  £»**{*g* 
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Abb.  1.  Vereinfachtes  Bild  der  Torsoins-  und  Biegungsschwingungen  eines  freitragenden  Fliigels. 

uns  als  eine  einfache  Drehschwingung  um  die  Einspannachse  vor.  Die  niekftihrende  elastische 
Kraft  sei  proportional  dem  Ausschlagwinkel  A  /?.  Die  Torsion  des  Fliigels  bestehe  in  einer 
Verdrehung  um  eine  feste  Achse,  die  sogenannte  elastische  Achse.  Sie  ist  defmiert:  als  die 
Achse,  in  der  man  die  Belastung  anbringen  mu 8,  um  reine  Biegung  zu  erhalten.  Das  riick- 
fiihrende  Moment  sei  wieder  proportional  dem  Verdreliungswinkel  pro  Limgeneinhcit  ()  A  cc  jbx. 
Weiter  beriicksichtigen  wir  die  innere  elastische  Diimpfung,  indein  wir  sowold  fiir  Biegung 
als  auch  fur  Torsion  ein  weiteres  Glied  proportional  der  Gesehwindigkeit  der  Verbiegung,  bezw. 
der  Torsion  ansetzen.  Die  Luftkrafte  und  -momente  entnehmen  wir  den  bekannten  Wind- 
kanalmessungen,  abhangig  vom  Anstellwinkel  des  Querschnitts  und  vom  Seifenverlmltnis  des 
ganzen  Fliigels.  Dieser  Ansatz  wird  solange  berechtigt,  sein,  als  der  Windweg  wahrend  einer 
Schwingung  des  Fliigels  groB  gegentiber  der  Fdiigeltiefe  ist.  Fur  eine  .genauere  Theorie 
miiBte  man  die  Luftkrafte  gemafi  der  P randtls ch en  Tragfliigeltheorie  eitifiihreu,  wie  es  Birn- 
baum  getan  hat.  Der  wirksame  Anstellwinkel,  der  fiir  die  Luftkrafte  inaBgebend  ist,  ist  gleich 
dem  geometrischen  Anstellwinkel,  vergrofiert  um  zwei  Glieder,  die  von  der  Biegungs-  und  der 
Torsionsschwingung  herriihren.  Biegt  sich  der  Fliigel  nach  oben  durch,  so  ist  der  wirksame 
Anstellwinkel  wahrend  der  Verbiegung  kleiner  als  der  geometrische.  Wird  der  Fliigel  nach 
groBeren  Anstellwinkeln  hin  verdreh.t,  so  ist  wahrend  der  Vedrehimg  der  wirksame  Anstell- 

4)  Reissner,  Neuere  Probleme  aus  der  Flugzeugstatik,  Zcitschrift  fiir  Flugtechnik  und  Motor- 
luftschifFahrt  (ZFM)  1926,  S.  137  und  179. 

8)  Blenk  und  Liebers,  Gekoppelte  Torsions-  und  Biegungsschwingungen  von  Tragfliigeln,  ZFM 
1925,  S.  479  und  1926,  S.  2 86. 

6)  Raab,  Fliigelschwingungen  an  freitragenden  Eindeckem,  ZFM  1926,  S.  146, 
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winkel  groBer  als  der  geometrisclie,  sobald  die  elastische  Achse  vor  der  Mitte  des  Fliigels 
liegt,  was  praktisch  immer  der  Fall  ist.  Auf  diese  Weise  vermitteln  die  Luftkrafte  eine  Koppe- 
lung  zwischen  der  Biegungsschwingung  und  der  Tors  ions  schwingung  in  den  Dampfungs- 
gliedern.  Eine  weitere  Koppelung  entsteht  aber  durch  Massenkrafte,  wenn  namlich  Schwer- 
achse  und  elastische  Achse  nicht  zusammenf alien.  Ist  die  Biegungsschwingung  nach  oben  be- 
schleunigt,  so  bewirkt  die  hinter  der  Drehachse  gelegene  Masse  des  Fliigels  infolge  ihrer 
Tragheit  eine  Verdrehung  nach  groBeren  Anstellwinkeln  hin.  Ebenso  bewirkt  eine  Beschleuni- 
gung  der  Torsionsschwingung  infolge  der  Tragheit  der  Massen  eine  positive  Verbiegung.  Die 
Gleichungen  fur  die  Biegungs-  und  die  Torsionsschwingung  enthalten  also  eine  Koppelung  in 
den  Beschleunigungs-  und  den  Dampfungsgliedern,  auBerdem  eine  einseitige  Koppelung  in  den 
Kraftgliedern,  da  die  Luftkrafte  von  dem  Winkel  der  Verdrehung  abhangen,  aber  nicht  von 
dem  Winkel  der  Biegung. 

WIr  erhalten  so  zwei  simultane  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  konstanten 
Koeffizienten,  deren  Losungen  wir  proportional  ansetzen.  Fiir  A  ergibt  sich  eine  Gleichung 
vierten  Grades.  Soli  Stabilitat  herrschen,  so  in  it  sen  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  positiv 
sein,  oder,  falls  sie  komplex  sind,  positiv  reellen  Teil  besitzen.  Die  Bedingungen  dafiir  sind, 
daB  die  Koeffizienten  der  Gleichung  und  die  Rourasche  Diskriminante  positiv  sind.  Einer  der 
Koeffizienten  bedeutet  die  statische  Torsionsstabilitat,  die  Reissner  in  seiner  vorher  erwahnten 
Arbeit  allein  betrachtet.  Es  entsteht  nun  die  Frage,  welche  von  den  Bedingungen  maBgebend  ist. 

Zur  Untersuchung  der  Stabilitatsverhaltnisse  sind  also  eine  ganze  Reihe  von  Zahlen- 
angaben  iiber  Flugzeugfliigel  erforderlich:  Gewicht,  Tragheitsmomente,  Schwerpunkt,  elastische 
Achse,  die  elastischen  Konstanten  der  Biegung  und  der  Torsion,  der  Biegungsdampfung  und 
der  Torsionsdampfung.  Von  einigen  dieser  Werte  weifi  man  heute  noch  nichts.  Mit  den  zu 
ihrer  Bestimmung  er forder lichen  Versuchen  ist  in  den  letzten  Wochen  bei  der  Deutschen  Ver- 
suchsanstalt  fiir  Luftfahrt  begonnen  worden.  Ein  deutsches  Flugzeugwerk  stellte  in  sehr  zuvor- 
kommender  Weise  zwei  Fltigel  eines  halbfreitragenden  Hochdeckers  fiir  die  ersten  Unter- 
suchungen  zur  Verfiigung  (Abb.  2).  Das  betreffende  Flugzeug  war  zuerst  mit  dem  unbe- 
plankten  Fliigel  ausgeriistet  und  geriet  mehrmals  bei  groBen  Geschwindigkeiten  in  Schwin- 
gungen,  die  in  einem  Falle  sogar  zu  Fliigelbruch  fuhrten.  Daraufhun  wurde  der  Fliigel  mit 
Sperrholz  beplankt.  In  der  neuen  Ausfiihrung  sind  keine  Schwingungen  wieder  beobachtet 
worden.  Es  ist  also  besonders  interessant,  daB  gerade  diese  Fliigel  untersucht  warden  konnten. 

Ich  will  nun  der  Reihe  nach  auf  die  einzelnen  yersuche  und  deren  Ergebnisse  eingehen. 

Die  Bestimmung  des  Tragheitsmomentes  urn  eine  zu  den  Holmen  parallele  Achse  geschah 
durch  Pendelversuche.  Die  Dampfung  der  Schwingungen  war  dabei  so  klein,  daB  sie  ohne  Be- 
denken  vernachlassigt  werden  konnte.  Das  Tragheitsmoment  uni  die  Einspannachse  wurde  rech- 
nerisch  aus  der  ziemlich  genau  bekannten  Massenverteilung  iiber  die  Spannweite  ermittelt  Sodann 
wurde  der  Fliigel  in  einem  fest  fundamentierten  Eisengeriist  eingespannt  (s.  Abb.  3  und  4). 
Die  Einspannung  wurde  an  den  Originalbeschlagen  entsprechend  der  Einspannung  am  Flug¬ 
zeug  ausgefiihrt.  Die  Einspannung  entspricht  allerdings  nicht  genau  den  Voraussetzungen 
unserer  Theorie.  Am  Flugzeug  und  an  unserem  Priifstand  ist  der  Fliigel  auf  zwei  Punkten 
gelenkig  gelagert,  fiir  die  Theorie  nehmen  wir  eine  starre  Einspannung  an  dem  auBeren  Lager- 
punkte  an.  Zunachst  wurden  nun  statische  Belastungen  des  Fliigels  vorgenommen  und  die 
Durchbiegungen  gemessen  (s.  Abb.  3).  Die  Belastungen  wurden  immer  in  Einzellasten  an  den 
Holmen  oder  an  einem  iiber  den  Fliigel  gelegten  Balken  angebracht.  Die  elastische  Achse  wurde 
durch  Belastung  des  Vorderholms  und  Hinterholms  mit  dem  gleichen  Gewicht  ermittelt.  Es 
zeigte  sich,  daB  die  elastische  Achse  praktisch  parallel  den  Holmen  lauft.  Beim  unbeplankten 
Fliigel  teilte  die  elastische  Achse  die  Entfernung  Vorderholm-Hinterholm  (600  mm)  im  Ver- 
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haltnis  248  : 352,  beim  beplankten  Fliigel  im  Verhaltnis  225  :  375.  Die  Schwerachse  des 
Fliigels  lag  in  beiden  Fallen  rund  12  cm  hintcr  der  clastischen  Achse.  Aus  den  Belastungs- 
versuchen  erkennt  man,  daB  das  MaB  der  Verbundwirkung  der  Holme  fiir  den  beplankten 
Fliigel  wesentlich  groBer  ist  als  fiir  den  unbeplankten  Fliigel.  Bei  dem  unbeplanktcn  Fliigel 
hangt  der  Verdrehungswinkel  wesentlich  von  der  Angriffsstelle  des  Moments  ab,  bei  dem 
beplankten  Fliigel  dagegen  nicht.  D.  h.  die  Torsionsbeanspruclumg  wird  bei  dem  unbeplankten 
Fliigel  zum  groBen  Toil  als  Biegung  in  den  Holmen  aufgenommcn,  wahrend  der  beplankte 
Fliigel  als  homogener  Korper  fiir  die  Torsion  bctrachtet  werden  kann.  Dieser  Punkt  ist  in 
unserer  Theorie  unberiicksichtigt  geblieben;  er  ist  aber  sicker  nicht  unwesentlich.  Wir  werden 
nachher  sehen,  wie  die  dadurch  cntstehcnden  Schwierigkeiten  vermieden  werden. 

Die  Versuchseinrichtung  fiir  die  cigentlichen  Schwingungsversuche  besteht  in  einem 
schweren  Bock  (s.  Abb.  4),  dcr  am  auBeren  Ende  des  Fliigels  aufgestellt  ist.  Er  tragt  auf 
beiden  Seiten  Trommeln,  iiber  die  cin  Papierstreifen  von  etwa  1  m  Lange  in  rund  3  Sekunden 
abrollt.  Auf  diese  Trommeln  schreiben  Vorder-  und  Hinterkante  des  Fliigels  ihre  Bewegung 
auf.  Eine  Stimmgabel  von  16  Schwingungen  pro  sec  gibl  die  Zeiteichung,  cin  am  Bock 
befestigter  Zeiger  die  Nullinie,  fiir  den  Fall,  daB  der  umlaufende  Papierstreifen  sick  vcrschiebt. 
Die  Trommeln  werden  durch  einen  Elektromotor  in  Umdrelnmg  versdzt.  IJm  die  Gleich- 
zeitigkeit  auf  beiden  Papierstreifen  festzustellen,  wurde  eine  Leitung  mit  zwei  hintereinander 
geschalteten  Funkenstrecken  so  angel egt,  dal.i  beide  h'unken  das  Papier  an  einer  bestimmten 
S telle  gleichzeitig  durchschlagen  miissen.  Die  Ausliisung  der  h'liigelschwingungen  geschah 
durch  Belastung  des  Fliigels  und  Abbrcnnen  tics  Aufhangefadens  mittels  einer  Lot lampc  (Abb. 
5  und  6).  Die  Biegungslast  greift  direkt  an  der  elastischen  Achse  an.  Die  Torsionsbelastung 
wird  der  Einfachheit  halber  am  Hinterholm  angebracht,  wahrend  die  clast ischc  Achse  am 
Fliigelende  in  einem  Kugellager  fest  gelagert  wird.  Ich  will  gleich  hier  crwahnen,  daB  bei 
reiner  Biegungsbelastung  des  Fliigels  sofort  infolge  der  Massemvirkung  (Schwerachse  hinter 
clastischer  Achse)  gekoppclte  Schwingungen  enlstehen.  Dm  reine  Biegungs-  und  reine  Tor- 
sionsschwingungen  zu  erhalten,  haben  wir  durch  Anhringen  von  Zusatzgewichten  den  Schwer- 
punkt  in  die  elastische  Achse.  verlegt.  Die  Zusat/.gewichte  iintlern  lediglich  Masse  und  Trag- 
heitsmomente  des  Fliigels,  die  elastischen  Kigcnschaftcu  bleiben  unverandert.  In  den  Abb. 
7 — 12  zeigen  die  ersten  beiden  Reihen  direkt  die  Aufzeichmmgen  der  beiden  Schreibstifte  an 
der  Vorder-  und  Hinterkante  des  Fliigels.  Aus  beiden  lal.lt  sick  die  Biegung  der  elastischen 
Achse  (3.  Reihe)  und  die  Torsion  um  diese  (4.  Rcihe)  leieht  bereclmen.  Bei  dem  unbeplankten 
Fliigel  sind  die  Schwingungsdauern  von  Biegung  und  Torsion  nahe/.u  gleich,  bei  dem  beplankten 
Fliigel  schwingt  die  Torsion  fast  doppelt  so  sclmell  als  die  Biegung.  Durch  die  Verlegung 
der  Schwerachse  in  die  elastische  Achse  konnten  bisher  nicht  ganz  reine.  Biegungs-  oder 
Torsionsschwingungen  erzeugt  werden.  Viellcicht  liegt  <las  tlaran,  tlaii  sowohl  der  Biegungs- 
hiodul  als  auch  die  Bicgungsdampfung  veriinderlich  iiber  die  Tiefe  des  Fliigels  ist.  Es  hat 
den  Anschein,  als  konntc  man  weit  vor  der  Vorderkante  eine  parallele  Achse  finden,  um  die 
der  Fliigel  sich  bei  diesen  Biegungsschwingungen  dreht.  Die  Torsionssclnvingungen  klingen 
schneller  ab  als  die  Biegungsschwingungen.  Beim  beplankten  h'liigel  zeigen  die  Ausschlage 
der  vorderen  MeBstellen  cine  merkwiirdige  Abflachung  der  sons!  fast  sinus  fbrntig  verlaufenden 
Schwingung.  Die  Vermutung  liegt  nahe,  daB  tier  h'liigel  sich  wegen  tier  gewblhtcn  Sperrholz- 
decke  auf  der  Saugseite  nach  oben  schwerer  tlurchhiegt  als  nach  tmten.  Durch  einen  statischen 
Versuch  wurde  diese  Vermutung  bestiitigt.  Bei  gleicher  Belastung  biogt  sich  der  beplankte 
Fliigel  nach  unten  um  rund  20  %  mchr  durch  als  nach  oben.  Aus  dem  Abklingcn  der 
Schwingungen  ergibt  sich  nun  in  einfacher  Weise,  wie  die  innere  elastische  Diimpfung  der 
Biegung  und  Torsion  sich  verhalt.  Es  ergibt  siclt  tlas  itmuerhin  iiborraschende  Resultat,  daB 
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Unbeplankher  Flugel. 


Abb.  7.  Gekoppelte  Schwingungen  des  unbeplankten  Fliigels. 

Biegungsschwingung.  Unbeplankher  Fliigel  mih  Zusahzgewichhen, 


Abb.  8.  Biegungsschwingungen  des  unbeplankten  Fliigels  mit  Zusatzgewichten. 
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Abb.  9.  Torsionsscliwingungen  des  unbeplankten  FKigels  mit  Zusatzgewichten* 


Gekoppelhe  Torsions-und  Biegungsschwingung. 


Beplankher  Flugel. 
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Biegungsschwingung. 


BeplankFer  Flugel  mit  Zusatzgewichten. 


Vordere  MeBshelle 


Biegung  der  elasHschen  Achse 


Torsion  um  die  elashische  Achse 


Abb.  ii,  Biegungsschwingtmgen  des  beplankten  Fliigels  mit  Zusatzgewichten. 


Tbrsionsschwingung . 


Beplankter  Flugel  mih  Zusatzgewichten. 


Vordere  MeBshelle, 


Hinhere  MeBsfelle 
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Biegung  der  elasHschen  Achse. 


Torsion  um  die  elashische  Achse 


kbb.  12.  Torsionsschwingungen  des  beplankten  Fliigels  mit  Zusatzgewichten. 
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beide  Dampfungen  fiir  den  unbeplankten  und  den  beplankten  Fliigel  ungefahr  gleich  groB 
werden.  Die  Werte  des  Biegungs-  und  des  Torsionsmoduls  (in  iibertragenem  Sinne)  konnen 
wir  nun  sowohl  aus  der  statischen  Durchbiegung  als  aucli  aus  der  Schwingungsdauer  bestimmen 
Wahlt  man  den  ersteren  Weg,  so  entstehen  wegen  der  versehiedenartigen  Verbundwirkung 
beider  Fliigel  grofie  Schwierigkeiten  besonders  bei  der  Ausrechnung  des  Torsionsmoduls.  Der 
andere  Weg  vermeidet  diese  Schwierigkeit.  Da  wir  zur  Ausrechnung  dieselben  Gleichungen 
benutzen  (nur  Luftkraftc  =  O),  in  die  wir  die  Werte  nachher  wieder  einsetzen,  so  erhalten 
wir  also  unsere  Konstanten  aus  den  Schwingungsversuchcn  gerade  so  gemittelt,  wie  wir  es 
brauchen.  Wir  brauchen  uns  um  die  Frage  der  Verbundwirkung  nicht  zu  kiimmern.  Ein  Ver 
gleich  zeigt  iiberdies,  dafi  die  tatsachlich  gemessenen  Bieguugslinien  sich  mit  den  aus  den 
Schwingungsversuchcn  berechneten  Liuien  nahezu  <lecken.  Dasselbe  gilt  von  der  Torsion  wenn 
man  die  Torsionslinien  bei  weit  aufien  angreifendem  Momente  zugntnde  legt. 

Mit  Hilfc  der  so  ermittelten  Werte  wurden  die  Stabilitatsbedingungen  unter  bestimmten 
Annahmen  abhiingig  von  der  Geschwindigkeit  berechnet  (Abb.  13  und  14).  Es  zeigte  sich 


Stabilitatsbedingungen.  Beplankfer  Flugel. 


xvuu.  13. 

Stabilitatsbedingung  fUr  den  unbeplankten  Fliigel. 


Abb.  14, 

Stabilitatsbedingung  fiir  den  beplankten  Fliigel. 
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bisher  in  alien  Fallen,  daB  die  RouTiische  Diskriminante  zuerst  (lurch  Null  geht,  also  fiir  die 
dynamische  Stabilitat  mafigebend  ist.  Unsere  Hoffntmg,  dab  die  verhaltnismaflig  einfache 
statische  Stabilitatsbedingung  ausschlaggebend  sein  wiirde,  was  auch  Rkissnkr  bisher  angenom- 
men  hat,  hat  sich  also  nicht  erfiillt.  Die  dynamische  Instabilitat  beginnt  bei  weit  geringeren 
Geschwindigkeiten  als  die  statische.  Der  unbeplankte  Fliigel  wird  bei  ungefahr  93  m/sec  Ge¬ 
schwindigkeit  statisch  instabil,  aber  schon  bei  37  m/sec  Geschwindigkeit  dynamisch  instabil.  Fiir 
den  beplankten  Fliigel  liegen  dieselben  Zahlen  bei  209  und  40  m/sec.  Die  kritischen  Geschwindig- 
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keiten  fiir  die  dynamische  Stabilitat  erscheinen  etwas  klein*).  Woran  das  liegt,  k.onnte  wegen 
der  Kiirze  der  Zeit  noch  nicht  festgestellt  werden.  Es  kann  sein,  dafi  die  Vernachlassigung  der 
abgehenden  Wirbel  nicht  mehr  ganz  zulassig  ist.  Beim  beplankten  Fliigel  betragt  der  Windweg 
wahrend  einer  Torsionsschwingung  nur  noch  wenige  Fliigeltiefen,  so  dafi  der  Ansatz  der  Luft- 
krafte  aus  den  normalen  Windkanalmessungen  sicher  fehlerhaft  ist. 

Die  Untersuchungen  werden  bei  der  Deutschen  Versuchsanstalt  fur  Luftfahrt  sowohl 
theoretisch  als  auch  experimentell  weitergefiihrt.  Zurzeit  befindet  sich  bereits  ein  freitragender 
einholmiger  Fliigel  auf  dem  Schwingungspriifstand.  Vielleicht  lassen  sich  die  Versuche  auch 
auf  Fliigel  mit  beweglichem  Querruder  ausdehnen.  Ohne  Zweifel  spielt  ja  das  Querruder  bei 
alien  Fliigelschwingungen  eine  grofie  Rolle.  Ueber  die  Beeinflussung  der  Torsionsschwingungen' 
durch  das  Querruder  ist  noch  nichts  bekannt.  Ferner  ist  der  sicherlich  sehr  bedeutende  Einffufi 
des  Fliigelumrisses  noch  zu  untersuchen.  Hier  lassen  sich  vielleicht  ^Vege  zeigen,  wie  man 
freitragende  Fliigel  verhaltnismafiig  leicht  und  doch  sicher  vor  gefahrlichen  Schwingungen  bauen 
kann.  Das  ist  das  eine  Ziel  unserer  Arbeit.  Das  andere  ist,  fiir  einen  fertigen  Fliigel.  durch 
einfache  Versuche  festzustellen,  bei  welcher  Geschwindigkeit  gefahrliche  Schwingungen  ein- 
treten  konnen.  ;~ 

*)  Anm.  b.  d.  Korrektur :  Eine  Kontrolle  der  Rechnung  hat  inzwischen  ergeben,  dafi  die  kritischen 
Geschwindigkeiten  fiir  beide  Fliigel  etwas  holier  liegen.  Der  unbeplankte  Fliigel  wird  bei  39  m/sec., 
der  beplankte  bei  58  m/sec.  dynamisch  instabil,  was  mit  der  Wirklichkeit  besser  ii b ere i ns t i m in e n  wird. 

Eine  ausfiihrlichere  Darstellung  der  in  diesem  Vortrage  mitgeteilten  Untersuchungen  ist  in  einem 
demnachst  in  der  Zeitschrift  fur  Flugtechnik  und  Motorluftschiffahrt  erscheinenden  Bericht  der  Deutschen 
Versuchsanstalt  fiir  Luftfahrt  zu  finden. 
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Vorsitzende  in  den  Sitzungen  die  Herren 

Taylor- Cambridge,  Biezeno-Delft,  Beggs-Pri nceton, 
Huber-Lemberg,  Poschl-Prag 


Die  geometrische  Strukturtheorie  der  Materie 

Von  K.  Weissenberg,  Berlin-Dahlem 

Die  aus  Rontgenanalysen  von  Kristallen  gewonnenen  Erfahrungen  stehen  zum  Teil  in 
iderspruch  mit  den  ubhchen,  fur  Dampf  und  Losung  ausgebildeten  stereochemischen  An- 
schauungen,  sie  erfordern  die  Aufstellung  einer  universellen,  d.  h.  alle  Aggregatzustiinde  er- 
assenden  Stereochemie  resp.  Stereophysik.  Diese  konnte  hypothesenfrei  nur  im  Rahmen  einer 
rein  geometrischen  Beschreibung  aller  moglichen  Atomkonfigurationen  erreicht  werden.  Dabei 
erwies  sich  die  Symmetric  als  diejenige  rein  geometrisch  definierte  Eigenschaft  der  Atom- 
anordnungen,  durch  welche  auch  ihr  dynamischer  Aufbau  (und  so  die  physikalischen  bezw. 
chemischen  Eigenschaften  der  Materie)  in  alien  Aggregatzustanden  gesetzmafiig  bestimmt  ist. 

Die  geometrische  Grundlage  einer  universellen  Strukturtheorie  der  Materie  wurde  durch 
em  Tabellenwerk  gegeben,  welches  erschopfend  alle  moglichen  Atomkonfigurationen  nach  ihrer 
Symmetric  geordnet  aufzahlt. 

Zur  Verbindung  der  Geometric  mit  der  Physik  bezw.  Chemie  wurden  folgende  zwei 
Gesetze  streng  abgeleitet. 

I.  Die  symmetrischen  Konhgurationen  sind  stets  durch  Extremwerte  der  potentiellen 
Energie  (d.  h.  als  Maxima,  Minima  oder  Satielpunkte )  ausgezeichnet,  wobei  Minima  der  poten¬ 
tiellen  Energie  die  bei  hinreichend  tiefen  Temperaturen  stabilen  Konfigurationen  kennzeichnen 

II.  Gleichwie  alle  Dynaden  A  *)  einer  Atomkonhguration  K  Teile  derselben  sein  mussen 
so  sind  auch  ihre  Symmetriegruppen  2K  Teile,  d.  h.  Untergruppen,  der  Symmetriegruppe  2 
von  K  der  dynamische  Aufbau  von  K  aus  A  kann  somit  quantitativ  aus  der  Zerlegung 
vou  in  ihre  Untergruppen  abgeleitet  werden;  er  ist  durch  diese  bestimmt. 

Wir  diskutieren  den  Kristall-  und  Molekulbau  nunmehr  einheitlich  und  benutzen  fur 

diesen  Zweck  das  genannte  Tabellenwerk  als  geometrische,  die  Satze  I  und  II  als  physikalisch- 
chennsche  Grundlage. 

Wir  unterscheiden  also  die  materiellen  Objekte  nach  ihrer  Symmetriegruppe  2 , 2 

SI  und  20,  je  nachdem  diese  3,  2,  1  oder  o  voneinander  linear  unabhangige  Translationen 
enthalt. 


Objekte  der  Symmetriegruppe  ZiH 

a)  Kristallbau. 

Die  erschopfende  Zusammen;  tellung  aller  Kristall-Symmetrien  (230  Raumgruppen)  war 
bereits  von  A.  Schoenfliess  und  v.  Fedorow  angegeben.  Sie  wurde  erganzt  durch  Beriick- 
sichtigung  aller  in  jeder  Kristall-Symmetrie  enthaltenen  Dynaden-Symmetrien.  Hinsichtlich 
lhres  dynamischen  Aufbaues  konnten  wir  so  S22  einfache  und  ca.  10,000  zusammengesetzte 
Rristall-Typen  —  Hauptpunktgitter  —  unterscheiden.  Diese  vermitteln  den  gesetzmafiigen 
usammenhang  zwischen  Kristallbau,  Atomanordnung  und  chemischen  bezw.  physikalischen 

Die  groflten  Dynaden  im  Kristall  werden  Bausteine,  bezw.  je  nachdem  sie  o,  1,  2  oder 
3  Translationen  zulassen,  als  Mikro-,  Ketten-,  Netz-  oder  Raumgitterbausteine  bezeichnet.  Die 
Mikrobausteine  im  Kristall  entsprechen  den  AvoGADROschen  Molekiilen  der  dampfformigen 
und  flussigen  Phase.  Wahrend  die  Avogadrosche  Hypothese  fiir  Dampf  und  Losung  die  Anzahl 


1)  Unter  einer  Dynade  verstehen  wir  eine  Atomgruppe,  in  welcher 
Krafte  an  sie  gebunden  ist,  als  an  alle  nicht  in  ihr  enthaltenen  Atommeng 


jedes  Atom  durch  starkere 
en. 
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der  Molekiile  tew.  Vmn  pro  redteerte  Volums-Einhcit  a!,  erne  universelle  Konstante  dar- 
stellt  kann  dureh  cine  parallel.  Hypothese  fir  den  fasten  A.stand  folgendcs  ausgesagt  werden: 

Til  Die  Ansahl  der  Mikrobausteine  ist  in  dan  verschtedenen  Knstallcn  fur  den  als 
VolumsM  tmmm  *■  «•  v***Mf.  »es,i„«,Un  Gim, 

,y£  jeiock  ist  sie  eine  **m*'  KonsUnte,  wdchc  ,n  Jem  /it 

jeien  400  Substanacn  experimental  geprnft  und  ausnahmslos 

Lv  Q 1"  3/t  1  t 

Ein  Vergleich  der  Avogadroschen,  d.  li.  durch  seine  Hypothese  bestimmten  Molekiile 
in  Dampf  und  Lung  mit  den  Mikrobausteinen  des  Kristalls  (bestimmt  nach  Sal.  Ill)  ergab 
olgendes:  Beim  Uebergang  von  Dampf  *u  Losung  und  von  enter  Losung  zur  anderen  zeigen 
die  Avogadroschen  Molekiile  fiir  die  Substanz  charaktenstische  Polymerisations-  ,  Wiations- 
und  Isomerie-Erscheinungen.  Im  Rahman  dieser  MannigfalUgkert  si  alien  d,e  Mikrobausteine 
der  Kristalle  in  alien  Modihkationen  keinc  neuc  Atomkonhguratwn  vor,  sn-  smd  mclmehr  be- 
reits  in  irgendeinem  Dampf  odcr  Ldsungszustand  der  Substanz  prat  a,  mm  t. 

Der  innere  Zusammenhalt  der  Atomc  im  Moleldil  und  damit  die  chemischen  Eigen- 
schaften  der  Substanz  andern  sich  daher  beim  Uebergang  yon  emer  Phase  (Dampf,  Losung, 
Schmelze  Kristall)  zu  einer  beliebigen  anderen  kontmuierhch  und  in  sehr  beschranktem  MaBe. 
Der  auBere  Zusammenhalt  —  die  Kohasionskrafte  —  zwischen  den  Mikrobaustemen  und  lhre 
daraus  bedingte  Anordnung  andern  sich  hingegen  beim  Uebergang^  von  emer  amorphen  Phase 
(Dampf  Losung  Schmelze)  zum  Kristall  und  umgekehrl  dtskontmuierhch;  dcmentsprechend 
variieren  hier  die  physikalischen  Eigenschaften  diskontinuierlich  und  in  betriichtlichem  Aus- 
mafi  Der  Kurze  halber  soil  im  Shine  des  oben  Gesagten  von  einer  experimented  bewiesenen 
chemisch  konstitutionellen  Einheitlichkeit  der  Substanz  in  alien  Aggregatzustiinden  gesprochen 
werden,  wobei  aber  ausdrucklich  sowohl  Polymerisation,  D.ssoziatiou  wie  auch  Umlagerung 

in  Isomeren  zugelassen  ist. 

Wir  sagen  also: 

IV.  Die  Materia  zeigt  in  alien  Aggregatzustiinden  eine  chemisch  konstituhonelle  Em- 

heitlichkeit.  ,  T  TT 

Die  praktische  Bedeutung  des  Tabellemverkes  im  Zusammenhang  nut  den  Satzen  I,  II, 

III  und  IV  liegt  darin,  dafi  nunmehr  aus  den  Polymerisations-  und  Dissoziations-Krscheinungen 
einer  Substanz  in  Dampf  und  Losung  der  Kristallbau  (Kdntgenogramm)  uml  seine  Kohiisions- 
verhaltnisse  bis  auf  Alternativen  vorausgesagt  werden  kann.  Diese  \'or;mssagen  fanden  lhre 
experimentelle  Bestiitigung.  Eine  wesenlliche  Kinschniukung  der  Alternativen  wurde  dadurch 
erzielt,  daB  —  auf  Grand  cinfacher,  modellmiiBiger  Vorstellungeu  the  Baupriozipieii  sowie 
die  Richtung  starkster  Kohasion  angegeben  werden  konnte,  n.ach  welchen  die  Molekule  bezw. 
lonen  der  Substanz  in  Dampf  und  Losung  zum  Kristallverbund  znsammentreten.  luir  die 
Kristallisation  unsymmetrischer  Molekiile  warden  so  <lie  folgemlen  Symmetrien  als  maBgebende 
Kristall-Bauprinzipien  abgeleitet  (Symmetrie-Zentruin  und  digtmalc  Drehachse  einerseits, 
digonale  Schraubenachse  und  Gleitspicgelebene  auderseitst.  Die  beiden  Ietzteren  smd  gleich- 
zeitig  die  Richtungen  starkster  lincarer  Kohiisioiu 

Es  wurde  ferncr  gezeigl,  dafi  Spiegelebene  und  Translation  zwischen  xwei  unsymmetn 
schen  Molektilen  unwahrscheinlich  sin<k  was  experimentell  bestntigt  wurde. 

Fiir  Molekiil-  und  Radikalgitter  konnten  folgende  Kegeln  fonnuliert  werden: 

V.  MolekuUGiiter:  Die  Symmetriegruppe  dues  Kristalls  ist  gleich  der  h  ombination  aus 
der  Symmetric  eines  Mikrahausteines  mit  der  Symmetric  der  genunnten  Huupnnztpien* 


K.  Weissenberg,  Berlin-Dahlem 


VI*  Rudikalgitter:  Die  S ymmetriegruppe  eines  Kristalls  ist  gleich  der  Kombination  aus 
den  S ymmetriegruppen  seiner  verschiedenen  Mikrobausteine . 

b)  Mischkristalle. 

Definition  und  Systematik  der  Mischkristalle  wird  in  gleicher  Weise  wie  bei  den  Ideal- 
kristallen  streng  geometrisch  auf  der  aufs  Chemische  erweiterten  Symmetrielehre  entwickelt. 
Dabei  ergibt  sich: 

Fur  Mischkristalle  sind  als  S ymmetriegruppen  nur  die  230  der  Idealkristalle  zu- 
lassig.  Hinsichtlich  ihres  dynamischen  Baues  miissen  sie  jedoch  nicht  einem  einzigen  Kristall- 
typus  Hauptpunktgitter  —  eindeutig  angehoren,  sie  konnen  vielmehr  einem  bestimmten 
Mischungsverhaltnis  mehreren  Hauptpunktgittern  derselben  entsprechen. 

Die  Haupt-Typen  der  Mischkristalle  lassen  sich  systematisch  aufzahlen  entsprechend 
dem  Verhaltnis  des  Hauptpunktgitters  der  reinen  Komponente  zu  dem  —  im  allgemeinen  — 
gemischten  Hauptgitter  des  Mischkristalls. 

c)  Polykristalle. 

Wachstums-  und  Deformationsstrukturen.  Analog  wie  oben  werden  die  Definitionen  und 
die  Systematik  streng  geometrisch  aus  der  auf  statistische  Anordnung  erweiterten  Symmetrie¬ 
lehre  aufgebaut. 

Objekte  der  Symmetriegruppe  20 

Molekulbau  2). 

Wir  erortern  zunachst  den  Typus  Ca4 :  Auf  die  Frage,  wie  4  gleiche  Radikale  a  urn  ein 
Zentralatom  —  z.  B.  ein  Methan  C-Atom  —  gelagert  sein  konnen,  gibt  uns  die  erwahnte 
Tabelle  Auskunft.  Sie  zeigt,  daB  ein  regulares  Tetraeder  nur  dann  realisiert  sein  kann,  wenn 

der  Substituent  (d.  h.  a)  eine  dreizahlige  Symmetric  enthalt.  Die  Tabelle  lafit  drei  Typen  _ 

die  tetraedrische,  pyramidale  und  plane  —  Konfiguration  zu.  Von  diesen  wurde  z.  B.  rontgeno- 
graphisch  die  pyramidale  bei  C  ( CH2  OH)A  vorgefunden.  Aus  den  theoretischen  Ueber- 
legungen  und  den  experimentellen  Befunden  lafit  sich  folgendes  formulieren; 

VII.  Die  Konfiguration  des  regular en  Tetraeder s  ist  selbst  bei  M ethanderivaten  mit  vier 
gleichen  Substituent  en  nicht  ttniverselL 

Diese  —  zunachst  nur  fiir  den  Kristallzustand  gultige  —  Behauptung  mufi  fur  alle 
Aggregatzustande  ausgedehnt  werden  und  zwar  aus  folgenden  Griinden: 

a)  Bei  Diskussion  des  Kristallbaues  haben  wir  zwischen  den  Mikrobausteinen  des  Kristalls 
und  den  Molekiilen  in  Dampf  und  Losung  einfache  GesetzmaBigkeiten  festgestellt,  sie  alle 
miiBten  wir  als  rein  zufallige  Erscheinungen  betrachten,  wenn  wir  im  Kristall  verschiedene 
m  den  amorphen  Phasen  aber  eine  einzige  universelle  Anlagerungsmoglichkeit  zulassen  wiirden. 

b)  Die  Kohasionskrafte,  welche  —  um  beim  Fall  des  Pentaerythrits  zu  bleiben  _  die 

Mikrobausteine  im  Kristall  mit  pyramidaler  Konfiguration  aufeinander  austiben,  sind  ver- 
haltnismaBig  gering,  d.  h.  nur  ein  paar  Prozente  der  bei  einer  starken  chemischen  Bindung 
wirksamen  Krafte.  Man  ware  somit  gezwungen,  den  verhaltnismaBig  schwachen  Kraften  bei 
der  Kristallisation  eine  Wirkung  (d.  h.  Ueberfuhrung  der  tetraedrischen  Konfiguration  in  die 
pyramidale)  ztizuschreiben,  die  durch  eine  wesentlich  starkere  in  Dampf  und  Losung  nicht 
erreicht  wird. 

c)  Wenn  man  aber  selbst  dieses  Argument  iibergehen  wollte,  so  muBte  man  doch  zugeben, 
daB  die  in  Dampf  und  Losung  angenommene  Tetraeder-Konfiguration  mit  dem  der  Kristalli- 

2)  werden  insbesonders  die  Abweichungen  von  der  van  x’HoFFschen  Theorie  der  Methan- 
derivate  diskutiert. 
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sationswarme  entsprechenden  geringen  Energieaufwand  in  die  pyramidale  fibergeffihrt  werden 
kann.  Nun  gilt  aber  ftir  ein  Gleichgewicht  in  Dampf  und  Losung  der  Satz: 

VIII.  Im  Gleichgewicht  kommt  jede  K onhguration  vom  Energicgehalt  E  mit  der  relativen 

E  n 

Hauhgkeit  e  KT  vor. 

Da  sich  die  Tetraeder-Konfiguration  nur  um  einen  kleinen  Energiebetrag  von  der  pyra- 
midalen  unterscheiden  kann,  miifite  diese  in  Dampf  und  Losung  auch  in  merklicher  Menge 
wie  die  tetraedrische  vertreten  sein  und  Satz  VII  ist  damit  fur  alle  Aggregatzustande  streng 
bewiesen.  '  s 

Dadurch  sind  aber  alle  Methoden  zur  Bestimmung  der  Anzahl,  Konstitution  und  Kon- 
figuration  von  Isomeren  unsicher  geworden,  welche  auf  der  Hypothese  des  rcgularen  Tetraeders 
beruhen;  dem  von  uns  vertretenen  Standpunkt  erwachst  somit;  die  Aufgabe,  das  Isomerieproblem 
fiir  alle  Aggregatzustande  aus  neuen  Gesichtspunkten  einheitlich  zu  entwickeln. 

IX.  In  den  amorphen  Phasen  (Dampf,  Losung,  Schmelse)  stellt  jedes  isolierte  Isomer 
einen  metastabilen  Zustand  dar,  da  im  Gleichgewicht  stets  sdmtliche  unter  den  betreffenden 
V erhaltnissen  stabile  Modihkationen  entsprechend  ihrem  Energie-Gchalte  vertreten  sein  miissen. 

Im  Kristallzustand  ist  hingegen  die  Isoliertheit  des  Isomers  stabil. 

Zur  Bestimmung  der  Zahl  und  Art  der  isomeren  Atomanordnungen  haben  wir  Satz  I 
bis  VIII  abgeleitet,  mit  diesen  streng  abgeleiteten  Gesetzen  lafit  sich  die  Spiegelbildisomerie, 
Autoracemisierung  und  Waldhesche  Umkehrung  voraussagen.  Die  Satze  I  bis  VIII  lassen  es 
aber  vollkommen  offen,  welche  Atom-Konfigurationen  stabil  und  welche  instabil  sind.  Gerade 
die  Entscheidung  fiber  die  Stabilitat  der  Konfigurationen  bietet  erst  die  Moglichkeit,  die  Anzahl 
und  Art  der  zu  erwartenden  Isomeren  zu  berechnen.  Diese  Konkretisierung  erfolgt  durch 
folgende  Regel,  die  jedoch  kein  Gesetz,  sondern  nur  eine  statistische  Bevorzugung  angeben  soil: 

X.  Von  den,  mit  dem  materiellen  Inhalt  einer  Atomkonfiguration  vertraglichen  Symme- 
tnen  entsprechen  nur  diejemgen  Minimis  der  potentiellen  Energie,  bei  welchen  strukturchemisch 
verschiedene  Atome  allgemeinste  Lagen  einnehmen  und  strukturchemisch  gleichwertige  in  geo- 
metrisch  gleichwertige  Lagen  kommen. 

I  a 

^  und 
8 

C  j  P  auf  eme  Anzahl  beschrankt,  die  im  wesentlichen  mit  der  nach  der  van  T’HoFFschen 

f  y 

Theorie  zulassigen  ubereinstimrnt. 


Zum  Gleitwiderstande  des  Kristalls 

Von  A.  Ono,  Fukuoka  (Japan) 

Der  Vorgang  der  plastischen  Formanderung,  die  der  Einkristall  unter  der  Wirkung 
auBerer  Krafte  erleidet,  wurde  von  mehreren  Forschern  untersucht *) ;  die  strukturelle  Verande- 
rung  wird  heute  von  ihnen  als  die  Folge  der  Gleitung  und  Drehung  angesehen.  Eigene  Ver- 
suchsergebnisse  an  polykristallinen  Proben  bestatigen  diese  Behauptung  2).  Man  hat  also  den 
Gleitwiderstand  zu  studieren,  um  Festigkeitseigenschaften  des  Materials  klarzustellen.  Die 
theoretische  Berechnung  des  Gleitwiderstandes,  die  im  folgenden  mitgeteilt  wird,  wurde  nach 
dem  Energieprinzip,  welches  Griffith  3)  bei  seiner  Untersuchung  des  Bruchwiderstandes  an- 
gewendet  hatte,  ausgefiihrt.  Sie  bezieht  sich  auf  ein  einfaches  Kristallmodell;  ihr  Ergebnis 
zeigt,  daB  der  Gleitwiderstand  keine  Konstante  ist;  er  wachst  mit  der  Verkleinerung  des 
Kristalls. 

Es  sei  ein  parallelepipedisches  Kristallkorn  von  der  Dicke  eins  vorgelegt  (Abb.  i).  Die 
Gleitflache  liege  parallel  zu  der  Grenzflache,  welche  eine  Netzebene  des  Kristalls  vorstellt.  Wenn 
der  Kristall  der  Schubkraft  P  ausgesetzt  ist,  so  tritt  elastische  Deformation  des  Gitters  ein, 


JU+dV 


Abb.  i.  Abb.  2. 


die  im  allgemeinen  sehr  klein  ist.  Bei  einem  genugend  groBen  Betrag  von  P  geschieht  die  Ab- 
gleitung  nach  der  Art  von  Abb.  2.  Der  Zusammenhang  zwischen  P  und  der  entsprechenden 
Verschiebung  X  ist  schematisch  in  Abb.  3  gezeigt,  wo  die  Linie  OA  den  Verlauf  der  elastischen 
Deformation  des  Gitters  gibt.  Wenn  die  Kraft  P  genugend  groB  wird,  erfolgt  die  Gleitung.  Wir 
nehmen  an,  daB  die  Kraft,  die  durch  die  Ordinate  AA'  dargestellt  ist,  wahrend  der  Gleitung  kon- 
stant  bleibe,  wie  die  Linie  AB  zeigt.  Die  Strecke  AB  besteht  aus  zwei  Teilen  AC  und  CB,  wovon 
der  erste  Teil  die  Strecke  A  u  darstellt,  die  die  Gleitflache  eines  Kristallteils  gegen  die  benach- 
barte  Flache  des  anderen  Teils  zuriicklegt.  Die  Gleitung  durchl  die  Strecke  A  u  wird  nun  begleitet 
von  Aenderung  der  Kornbegrenzung  und  der  Spannungsverteilung,  besonders  auf  der  Gleit¬ 
flache.  Folglich  tritt  wieder  eine  elastische  Deformation  des  Gitters  ein,  und  die  wirkende  Kraft 
hat  noch  eine  weitere  Strecke  zuriickzulegen,  die  durch  den  zweiten  Teil  A  v  ausgedriickt  wird. 
So  ist  die  Arbeitsleistung  der  Kraft  nach  dem  Beginn  der  Gleitung  gleich  P  (Au  +  Av)  ent- 
sprechend  der  Flache  ABB'  A'  in  Abb.  3. 

J)  H.  Mark,  M/Polanyi  undjE.  Schmid,  Vorgange  bei  der  Dehnung  von  Zinkkristallen  I — III, 
Zeitschrift  f.  Phys.,  12,  1923,  S.  58,  78  u.  Ml. 

H.  I.  Taylor  und  C.  F:  Elam,  The  Distribution  of  an  ' Aluminium  Crystal  during  a  Tensile  Test, 
Proc.  Roy.,  A,  102,  1923,  S.  643. 

2)  A.  Ono,  X-Ray  Examination  of  Inner  Structure  of  Strained  Metals  III  —V,  Memoirs  of  Coll, 
of  Eng.  Kyushu  Imp.  Univ,  3,  1924—1925,  S.  195,  267  u.  287. 

8)  A.  A.  Griffith,  The  Theory  of  -Rupture,  Proc.  Int  Cong,  for  Applied  Mechanics  Delft, 
1924,  S.  55.  , 
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Es  sei  angenommen,  daB  die  Verschiebung  geniigend  langsam  , 

vorstehende  Arbei,  dnrch.  die  Ver.nehrung  dee  sZingenden  Ene^e  Ma  * “  *  * 

ffleifr  T'Z  E"“'Sie  deS  Gitters  N“°  W  die  Lbei,  X  ‘”d 

Gldtung  ohne  Deformation  der  Kristallteile  herbeizufuhren;  sie  geht  in  Schwinmnf  ' 

diC  di»  A“d--  d“  Po'-~K 

izz;«r  £ 

der  potentiellen  Energie  tan,,  in  awei  Gruppen  geteilt  rverden;  namlid,  die  Zumhme'deZ'"' 

zxr" md  die  der  sicdzr:zzpdi- 

BAv  =  AA  -f  AB  .  . 

Wenn  man  annehmen  darf,  dafl  die  Gitterverzermncr  rio,-  tj,.,.,  ,  (D 

is,  (wie  in  der  klassischen  Elastiaitiitstheorie)  die  Arbei, sieLng  P  ZZZZ ^  r” 
Zunahme  der  Spannungsenergie,  d.  h.  ^  dppt  °  £lofi  Wle  die 

lA=±nv .  (2) 

flaebe3  r,Zdd??HderrPber“Chen“ergie  h“P‘-*licb  an,  der  nenen  Grenr 

T  die  mittlere  In, enZ'der'S  ”  ”7*"  fteigeleg,  ist.  Es  beaeiehne 

.  ™e  lntensitat  dei  Flachenenergie,  und  man  vernachlassigc  die  Kanten  ,md  PW 
energie;  dann  ist  die  gesuchte  Aenderung  gleich  2  T  A  u,  d.  h. 

AB = 2 TAh  . 


4-  4*  ^rmmmu  4*  4r 


Abb.  4. 


Abb.  3. 


7Z  “'Z*  2"“  *>  ainsicht 

an  beaten,  aber  ,r  rvachst  ^  ^ 

von  einigen  Forschem  ausgeahrt^'ll^V^sndiseTb  Fotmgdf-rullgn‘rbeit  und  Warmeeneigie  wurde 
?ut  bedeutende  Ye™™,;  der  Glei.S,  ££“  bMr' d“  V“hat"is  ^ +  4  schei»en 

beiten,  41,  1507,  S.  ?'  Wanl“vorsange  bean  Laagen  von  Metallen,  Mitteilungen  ober  Forschungs 
W.  S.  Farren  und  G  I  TavW  tko  u  ,  ta 

Roy.  Soc.,  A,  107,  1925,  S.’  422.  7  ’  ^  H  Devel°Ped  during  Plastic  Extension  of  Metals,  Proc. 
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Es  folgt  nun  aus  (i)  bis  (3) 

A  A  =  2  T  An .  (4) 

Um  A  A  zu  bestimmen,  kann  man  die  Berechnung  der  Spannungsenergie  nach  dem  Ver- 
fahren  der  gewohnlichen  Elastizitatslehre  ausfiihren.  Von  vornherein  ist  klar,  daB  die  Energie- 
anderung  entsprechend  der  ortlichen  Verwirrung  der  Gleitflache  schwer  zu  bestimmen  ist,  wie 
oben  in  bezug  auf  die  FlachenentbloBung  bemerkt  wurde.  Auch  wenn  man  von  diesem  Ein- 
flusse  absieht,  ist  doch  das  Problem  ziemlich  willkiirlich  gestellt,  weil  die  Krafteverteilung  an 
der  Grenzflache  des  Kristalls  nicht  genau  bekannt  ist.  SchlieBlich  ist  noch  zu  bemerken,  daB 
man  eigentlich  den  ganzen  Kris  tall  auf  einmal  zu  betrachten  hat,  daB  aber  eine  Vereinfachung 
eingefiihrt  wird,  indem  man  jede  Halfte  des  Kristalls  einzeln  behandelt.  Dieser  Umweg  vermag 
wenigstens  qualitativ  die  von  der  Treppenbildung  herrtihrende  Storung  zu  veranschaulichen. 
So  lautet  das  Problem  wie  folgt:  eine  rechteckige  Platte  sei  an  einer  Seite  festgehalten  und  an 
der  dazu  parallelen  Seite  durch  die  in  der  Umfangsrichtung  wirkende  Schubkraft  P  belastet, 
welche  ungefahr  ahnlich  der  Gleitflachenspannung  verteilt  ist,  und  zwar  in  der  Weise,  daB 
eine  Strecke  u  von  der  Schubkraft  frei  ist  (Abb.  4) ;  man  berechne  die  Spannungsenergie, 
welche  fiber  den  iiblichen  Betrag  entsprechend  der  nach  dem  Parabelgesetz  verteilten  Belas tung 
in  der  Platte  aufgespeichert  wird.  Es  bezeichne  E  den  Elastizitatsmodul,  l  die  Hohe  und  h 
die  Halbbreite  der  Platte.  Ferner  sei  gesetzt  s  =  ujb.  Dann  laBt  sich  A  A  so  ausdriicken: 

“=t4*44) . ® 

worin  F  eine  Funktion  von  z  und  l/b  ist. 

Aus  (4)  und  (5)  ergibt  sich  jetzt 


1  P2  A  F 

2  E  b 


2T  Az 


oder 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nichts  anderes,  als  die  Intensitat  der  auBeren  Kraft 
pro  Flacheneinheit,  d.  h.  der  durchschnittliche  Wert  des  Gleitwiderstandes,  der  iiberwunden 
werden  muB,  um  die  Gleitung  eintreten  zu  lassen.  Die  Funktion  F,  die  der  von  der  Gleitung 
herriihrenden  Energiesteigerung  proportional  ist,  ist  gleich  Null  fur  2  =  o,  und  sie  bleibt  sehr 
klein  in  der  Nahe  des  Nullpunktes.  Es  isfj  daher  dort  auch  A  F  [  A  2  sehr  klein,  d.  h.  die  Energie¬ 
steigerung  verlauft  erst  langsam  und  dann  schneller,  wenn  die  Strecke  u  von  Null  aus  bis  zu 
einer  gewissen  Grenze  allmahlich  vergroBert  wird. 

Aus  (6)  ergibt  sich,  daB  der  Gleitwiderstand  eines  Kristalls  erheblich  von  der  Beschaffen- 
heit  der  Gleitflache  abhangt.  Im  Falle,  wo  2  =  0  ist,  scheint  P/2  &  fast  unendlich  groB  zu 
sein,  vorausgesetzt,  dafl  T  von  Null  verschieden  ist.  Das  besagt,  daB  ein  Kristall,  dessen  Gleit¬ 
flache  ganz  tadellos  ist,  sehr  groBen  Widerstand  gegen  Schubwirkung  hat.  In  Wirklichkeit  ist 
dies  nicht  der  Fall,  weil  T  mit  2  verschwindet  oder  u  nicht  Null  ist*).  Die  letztere  Vor- 
stellung  ist  physikalisch  so  aufzufassen,  daB  die  Gleitflache  urspriinglich  Risse  enthalt,  bevor 
die  Gleitung  geschieht;  wenn  man  sich  dieser  Vorstellung  anschlieBt,  so  hat  man  f fir  A  F  j  A  2 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert  anzunehmen.  Jedenfalls  ist  der  Gleitwiderstand  vom  Vcr- 

*)  Die  Einfiihrung  der  ersteren  Vorstellung  ist  Herm  Th.  v.  Karman  zu  verdanken. 
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haltnis  Ijb  abhangig;  es  wird  die  erste  Gleitflache  den  Kristall  dessen  Materia  ,  « 
uberall  dieselbe  ist,  in  halber  Hohn  scbueiden.  Worn  die  Gleitung  an  d«  erste^Frl^1''* 
m  gewissem  Grade  vollzieht  und  die  weitere  Gleitung  an  dieser  FlHrhe  ,  1  F lache  Slch 

beach, e  hieriiber  a.  die  Veranderlicblcei,  eon  TjZ  tritt 2  Qeta  “  „  a”T  V™ 

m  Erscheinung.  Einfache  Berechnung  zeigt,  dab  A  P JAz  mi,  Ijb  in  dem  Bereich  w'S.T,  M “ 
n  Betrach,  icon,™,.  Es  wird  daher  der  Gleitwiderstand  urn  so  groBcr  ie  fc le  1  V  T  ,  " 

lit  w,rd  und  es  steigt  deshalb  der  Gleitwiderstand  mi,  der  Zahl  der  Gleitflachen!  “ 

.  T  Ferner  zeigt  daB  der  Gleitwiderstand  von  der  absoluten  Abmessunn  h  nw  -  ■ 

ist  Je  feiner  der  Kristall,  desto  hoher  der  Widerstand.  Die  Kaltverformune  brinJ  d ^ 
verfemerung  und  die  Erhohung  des  Gleitwiderstand  es  hervor,  weil  die  Gleitung  nacl  °T 

vreV.,1C.tUngen  emeS  KristaIIs  stattfinden  kann  und  dadurch  nicht  nur  die  VerMein 
Verhaltmsses  1/b,  sond.rn  anch  die  der  absoluten  Abmessung  ,  w^T  ™S  * 

zeigt  bekanntlich  eme  eigentiimliche  Verteilung  der  InterferenzHecke  WenT'dic 'p''!?'  ’l*’ 

Die  Kristallorientierune  der  m=i  R  •  B  g"°be  Flecke’  dlc  die  Rekristallisation  andeuten 

hitzung;  .beZsTnj/Z  711^7^  "“T*  ™  der  Er" 

liegenden  Untersuchung  aus  betrachtet  sdieint^He  v^d^  Sem‘  Vom  StandI>unkte  der  vor- 
gleich  der  Energiespeicherung  durch  die  Mild  ^eranderung  so  stattzufinden,  daB  der  Aus- 
geschieht.  Damit  f  AnhCilCn  dCf  GlebBa<*enverwirrung 

einziges  Korn  vereinigt  obwohl  die  Kn  h  ^  ^  ^  ^  °(,Cr  wenigcr  vollkommcn  in  ein 

so  ist  die  Verander'ung  der  ^ 


Zur  quantitative!!  Besdireibung  der  plastisdien 

Einkristalldehnung 

Von  E.  Schmid,  Frankfurt  a.  M. 


Einleitung. 

In  qualitativer  Hinsicht  ist  der  Mechanismus  der  plastischen  Dehnung  fiir  eine  ganze 
Reihe  von  Einkristallen  heute  sichergestellt.  Er  besteht  in  einer  Biegegleitung  entlang  kristallo- 
graphisch  wichtiger  Flachen  in  Richtung  niedrig  indizierter  Kristallachsen.  Die  Auswahl  des- 
jenigen  Gleitsystems,  welches  zu  Beginn  der  Dehnung  wirksam  ist,  wird  von  der  Natur  des 
Kristalls  (Gleitfahigkeit  der  verschiedenen  Gleitsysteme)  und  dessen  Orientierung  (Lage  der 
Gleitsysteme  zur  Zugrichtung)  bestimmt.  In  der  Regel  ist  die  Dehnbarkeit  eines  Kristalls  nach 
Betatigung  des  zuerst  wirksam  gewordenen  Gleitsystems  jedoch  nicht  erschopft.  Durch  die 
mit  der  Dehnung  einhergehende  Drehung  des  Gitters  in  bezug  auf  die  Kraftrichtung  ver- 
bessern  sich  fiir  latente  Gleitsysteme  die  geometrischen  Bedingungen  immer  mehr  und  schlieBlich 
wird  ein  zweites  Gleitsystem  dem  ersten  konkurrenzfahig;  es  lost  nun  entweder  das  erste  ab 
oder  beide  sind  von  jetzt  an  gleichzeitig  in  Tatigkeit.  Ein  Beispiel  fiir  diese  «geometrische» 
Begiinstigung  latenter  Gleitflachen  wahrend  der  Dehnung  ist  in  Abb.  i,  die  sich  auf  die  zweit- 


Abb.  i. 

Geometrische  Begiinstigung  latenter  Gleitsysteme  bei  der  plastischen  Einkristalldehnung.  Beispiel  des  Zn- 
Kristalles.  Unter  Benutzung  der  Ausgangsschubfestigkeit  der  Basisgleitflache  (in  der  Gleitrichtung)  von  94  g/mm2  und 
der  Annahme  des  Konstantbleibens  dieser  Schubfestigkeit  wahrend  der  Dehnung  ist  die  in  der  giinstigst  gelegenen 
Prisme  1.  Art  herrschende  Schubspannung  in  der  Gleitrichtung  als  Funktion  der  Dehnung  dargestellt.  y0  =  Ausgangs  - 
stellungswinkel  der  Basisgleitflache. 


beste  Gleitflache  des  Zn-Kristalls  bezieht,  gegebeji.  Die  auf  mehrere,  vers'chiedene  Ausgangs- 
lagen  der  Basis  bezuglichen  Kurven  zeigen  in  alien  Fallen  die  sehr  erhebliche,  aus  rein  geo¬ 
metrischen  Griinden  erfolgende  Zunahme  der  Schubspannung  in  der  latenten  Gleitflache  im 
Verlauf  der  Dehnung. 

Die  Schubfestigkeit  des.  wirkenden  Gleitsystems  bleibt,  wie  die  bisherigen  Versuche 
gezeigt  haben,  keineswegs  konstant  wahrend  der  Dehnung,  sondern  erfahrt  eine  dauernde  Er- 
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hohung.  « Schubver  f  estigung®  i).  Besonders  in  den  ersten  Stadia  n  , 

mille)  ist  dieser  Anstieg  der  Schubfestigkeit  sehr  erheblich  *)  (wenige  Pro. 

Diese  Verfestigung  durch  plastische  Deformation  trifft  iedoch  nirht 
sondern  auch  alle  iibrigen,  diese  durchschneidenden  Kristallflachen  Es  t  T  Wh'kende’ 
hervor,  dafi  memals  beobachtet  wurde,  dafi  ein  dem  wirkenden  kristallo^nb^T 
Gleitsystem  in  Tatigkdt  gnlangt.  bevor  es  in  eine  gnomeWnch  ricich  S.  gIeiCh"’'rli^ 
ist,  wie  das  in  Wirksamkeit  befindliche.  ^  g  t  ge  Lage  gekommen 

nmfasse^habr^'"'  BeSchrdb^ ' P>-«-he„  Ei„kris,aUdeh»„„g  demnadl  ^ 

a)  die  Ermittlung  der  Schubfestigkeiten  der  verschiedenen  n 

Ausgangskristall  (allgemein  konnen  diese  Schnhf  f  1  ■*  G  eitsysteme  1111  ungedehnten 

»  No™u 
,fir.tkende-  a'S  “'h  l»eMVaeiCemrhr0n<l  ^  “"d 

haben.  sTsLV^L  Tdl'gLt^”  ^  ^  idd“  F"«“  *“  Gegen- 

worden.  '  Eosbaud  und  M.  Georgieff  durchgefuhrt 

Das  Ergebnis^daB  dTr  ^ptglejiSyst' e™e  verschiedencr  Metallkristalle  3). 
bestimmten,  '  «kritischen»,  von  deT  ddch' V  Dehnung  **  die  Erreichung  einer 

Schubspannung  in  der  Gleitflache  (und  Richtu^^  W1^enden  Normalspannung  unabhangigen 
(I924)  kurz  berichtet  wurde  hat  ^  “■  ^  d“  ^  °dft 

bestatigt.  Die  Streckgrenze  verliert  somit  am  Ein  T-  HfT"  MetalIkristalIen  durchaus 
konstante,  sie  ist  wesentiich  ^Orientie^  f  “ 

Qoty.  ^  ^les  nochmals  an  emem 

i  i  i  — i .  _ 


Abb.  2. 

bezw.  Gleitrichtung.  ZuSnchtun$  imd  Gleitflache 

Als  Abszisse  ist  das  Produkf  v  ^  i  r  , 

d°n  AP^en°wertgd5Eb^ 

von  der  Normals™  S1Ch  UQ,t^r  Annahme  ®iner  konstanten, 

zrz  r  si 


s>«x#COSa0 


Q.Z  01 


Gleitsystems  wahrend  der  Dehnung  (kchdehnig  Zn  K  t  u  *  ?6r  „Schubfestigkeit  eines  wirkenden 
werden  Vergl.  hierzu  O.  Haase  und  ESchld  Z?f  PB  n)  80,1  hier  nicht  naher  eingegangen 
.  2)  Zufolge  dieser  Verfestigung  des  Srkenden  r  ’  >  33’  4?3’  ^  °  g  g 

einer  latenten  Pnsmenflache  des  Zn-Kristalls  im  V  JSrf  75e“V8t  d®r  AnstieS  der  Schubspannung  in 
als  er  in  Figur  r  unter  der  Annahme  kon  tit  bTeihlnl  c  f  ^auptdehnung  noch  erheblich  starker 
angegeben^st .  Konstant  bleibender  Schubfestigkeit  der  wirkenden  Basisgleitflache 

P.  Rosbaud  undCEMScHMiDCZs°f.  Phl^^iqfjol0”8^  ?  AppHed  Mechanics>  Delft,  1925,  p>  342. 
E.  Schmid  Ibid  40,  54,  I926.  3  ’  I97,  I925’  M'  Georghsff  und  E.  Schmid  Ibid  36,  759,  1926, 


Ml 
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Beispiel.  Sie  stellt  die  am  Zw-«Kahlbaum»-Kristall  bei  gewohnlicher  Temperatur  erhaltenen 
Ergebnisse  dar  4).  Die  beobachteten  Werte  fur  die  Streckgrenze  sind  gut  durch  glatte  ICurven 
ausgeglichen,  die  sich  unter  der  Annahme  einer  konstanten,  kritischen  Scliubspannung  der  Basis 
an  der  Streckgrenze  von  94  g/mm2  berechnen.  Die  Normalspannung  auf  die  Basis  schwankte 
bei  diesen  Versuchen  wie  1  :  50.  Trotzdem  ist  ein  EinfluB  derselben  nicht  erkennbar. 

Die  kritischen  Schubspannungen  der  Hauptgleitsysteme  stellen  sonach  die  zum  Ver- 
gleich  der  Plastizitat  von  Kristallen  geeigneten  Konstanten  dar. 


Das  Ergebnis  unserer  bisherigen  Bestimmungen  dieser  Schubspannungen  fur  verschiedene 

4)  Die  Herstellung  der  Kristalle  fur  samtliche  hier  besprochenen  Versuche  erfolgte  nach  dem 
CzocHRALSKi'schen  Ziehverfahren.  Als  Dehnungsvorrichtung  wurde  ein  ScHOPPER’scher  Festigkeitspriifer 
mit  automatischer  Aufzeichnung  der  Dehnungskurve  verwendet.  Die  Belastungsgeschwindigkeit  betrug, 
wenn  nicht  besonders  angegeben,  100  g  in  ca.  5  Minuten. 
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Metallkristalle  ist  in  Tabelle  i  wiedere-eg-eben  Der  ■  ,  . 

P”at"  “VI  7St“"^SCh™^'  «**  -  *■ 

^  Schubverfestigung  des  wtrhenden  Gleit systems  5)  °  ' 

Kris^“^r/;^/sts  v“„e?^rsrurdcn  wWer  z- 

ssrr  tz  r  s  sss 

3  g  6  “  Knstallen  verschiedener  Ausgangsorientierung  im  technischen 


*  Belastowg  in  g 


to<  e. 


Abb.  3. 

Automatisch  registrierte  Dehnungskurven  von  Zn-Kristallen 

B„  EWH-  „„  o 

aeutlich  erkennbar. 


Abb.  4. 

1  unt1BiereChAU?e  <Ier  A^’eitunff  aus  der  Dehnung 
10  und  1,  =  Anfangs-  und  Endlange. 

0un  A,  -  Ausgangs-  und  Endwinkel  zwischen  Drahtaclise 
wnd  Gleitrichtung. 

Xo  =  Ansgangswinkel  zwischen  Drahtachse  und 
Gleitnache. 

s  *»  gesamte  Abgleitung. 

"2J*  =B5  a  “  spezifiscbe  Abgleitung, 


(vW 


,  '  /  SInXo 

-Festigkeitspriifer  erhaltenen  Dehnungskurven 6)  Der  Kinfl.tR  ,  A 

elemente  auf  die  Kurvenform  ist  denthVh  \,  \  er  EinfluB  der  Ausgangslage  der  Gleit- 

Mechanismus  der  Kristalldehnung  entsprechenTdie^  Ku™  wurde  dem 

flache  in  Beziehung  gesetzt  zur  spLfischen  Ah  t  ■  SchubsPannung  in  der  wirkenden  Gleit- 
ist  *).  Das  Ergebnis  dieser  Tn  BfUtUn*  aUS  ^  4  er“r 

.  kurven  die  in  der  Basisflache  herrschende  Schr.h5  arge  C  ^  die  fur  die  einzelnen  Dehnungs- 
der  Anstieg  der  Schubspannung  ^  ^  zeigt,  dab 

erfolgt  und  fiir  den  ganzen  untersuchten  Bereich  des  !1  z™ehmender  Abgleitung 

-  ttereich  des  Ausgangsstellungswinkels  der  Basisgleit- 

■)  A  ScMn,>  Zeitehr-  £  Shys.  lie. 

liche  Belastungsgeschwindigkeit  ca.  zoo  g  ^dcfsek  ^  ^  Querschnitt  C£L  0,5  mma  die  anfSng- 

schichtenpacketes  und  nkht  (w^Ts^n 'der  Arbeit  rnTt^P  die,  Abfleitun&  auf  gleiche  Dicke  des  Gleit- 
lange  des  Kristalles  zu  beziehen.  °  R  Rosbaud  geschehen  ist)  auf  gleiche  Ausgangs- 
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flache  von  150  30'  bis  58°  30'  gut  durch  eine  einzige  Kurve  (in  der  Figur  stark  hervorgehoben) 
dargestellt  werden  kann,  welche  die  in  der  Basisgleitflache  in  der  Gleitrichtung  herrschende 
Schubspannung  (S')  als  Funktion  der  Abgleitung  (a)  angibt.  —  «Verfestigungskurve.»  Diese 


Schubfestigkeit  der  Basisgleitflache  von  Zn-Kristallen  als  Funktion  der  Abgleitung  (nach  Ueberschreitung  der 
Streckgrenze). 

Die  Ausgangsstell ungs winkel  der  Basis  sind  bei  den  einzelnen  Kurven  angeschrieben.  Die  Schubfestigkeit  steigt 
nahezu  proportional  der  Abgleitung  an,  Samtliche  Kurven  konnen  durch  eine  Kurve  —  in  der  Figur  stark  hervorge¬ 
hoben  —  ersetzt  werden.  «Verfestigungskurve». 

Kurve  ist  fiir  Zimmertemperatur  und  die  verwendete  Belastungsgeschwindigkeit  mit  groBer 
Annaherung  linear  und  durch  den  Ausdruck 

S'  (in  g/mm2  Basisflache)  =  187 -f  240  a  . .  (1) 

gegeben. 

DaB  fur  Aluminiumkristalle  der  Kraftverlauf  wahrend  der  Dehnung  gut  durch  eine 
einzige  Kurve  Schubspannung  im  wirkenden  Gleitsystem  als  Funktion  der  Dehnung  beschreib- 
bar  ist,  wurde  von  G.  J.  Taylor  und  C.  F.  Elam  kiirzlich  angegeben8).  Allerdings  ist  hier 
der  hohen  Symmetric  entsprechend  nur  eine  geringere  Variation  der  Orientierung  moglich. 

So  wie  die  Streckgrenze  verliert  am  Einzelkristall  somit  auch  die  Dehnungskurve  ihre 
unmittelbare  Bedeutung  als  «Materialkonstante». 

In  Abb.  6  ist  schlieBlich  in  den  gestrichelt  gezeichneten  Kurven  noch  eine  Darstellung 
der  Dehnungskurven  von  Zn-Kristallen  gegeben,  die  fiir  verschiedene  Ausgangslagen  der  Gleit- 
flache  auf  Grund  des  oben  angegebenen  Ausdruckes  (1)  und  unter  Annahme  von  Koinzidenz 
von  Gleitrichtung  und  Richtung  groBter  Schubkraft  fiir  den  Anstieg  der  Schubfestigkeit  der 

8)  G.  J.  Taylor  und  C.  F.  Elam,  Proc.  Roy.  Soc.  108,  28,  1925. 
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Basisfiache  mit  der  Abgleitung  berechnet  sind.  Bei  einem  Ausgangswinkel  von  SoO  •  , 
Gleitflache  und  Langsachse  des  Kristalles  hiitte  man  zu  Beginn  der  Dehnung  bereits  erliTr^6” 
Lastabfall  zu  erivarten  ») .  Rein  schematise  sind  in  die  Ffeur  and,  die  3  ,  ££££ 


„  ,  For“  der  Dehnungskurven  verschieden  orientierter  Zn-Kristalle  hproRWi  e  r-  ,  , 
r?^rtgUTkUrVe-  •  ^USSer  dSn  Ausgangss  tellungswink el n  der  BasSeMache von  10 ^  (l)  ^ebene« 
rechneten  Kurven  sind  auch  die  beobachteten  eingezeichnet.  Sie  sind  in  vollin-M  n»V  3  •  6,°  80  zugehorigen,  be- 

der  berechneten.  S  •  e  smcl  ln  volliger  Ueberemstimmung  mit  dem  Spektram 


beobachteten  Dehnungskurven  eingetragen.  Sie  verlaufcn  dem  oben  Gesagten  entsprechend  in 
Ueberemstimmung  mit  den  berechneten.  p  C“end  m 

Die  Angabe  der  Verfestigungskurve  des  Hauptgleitsystems  gcniigt  jedoch  keineswevs 

pLu"  DrVerL?“d,re,ibU“g  ^  P‘aS'iSChen  Kristallddimmg  bei  eiuer  bestimmten  Tem- 
r?  u,  D  "  na  ;l'"'  ‘St  nodl  in  sehr  erh-:>Mcl,™  Mail  von  der  Abgleitgcsclmindig- 
Ve  <  .ans‘s'  ■Memahsche  Versuche  hieriiber  liegen  jedoch  noch  nicht  vor.  Ferner  gibt  die 
Verfestigungskurve  keinerlei  Anskunft  fiber  das  AusmaS  der  Dehnung  durch  Abgleitung  em 
ng  der  Hauptgleitflache.  Dieses  wird  vielmehr  durch  das  Inkrafttrcten  weitder  Krlstall 

des  k  d  be,ti”'”t  “nd  “"**  “mit  ™  gleichzeitig^init  'deiMferfestigung 

des  wirkenden  Gleitsystems  erfolgenden  V.rfestigung  ,atenter  Gleitflachen  ab  6  8 

SOU  zum  ' SMutfZt vf”?  ™n  ^  W“eni1'  Gldtffich'  durchschneidenden  Kristallflacben 
sou  zum  acmusse  noch  ganz  kurz  gestreift  werden. 

3.  Schubverfestigung  lot  enter  Gleitsysteme 10). 

zurzeit noc^aukrordlnthcf^1111^1^^  Gleitsysteme  vorliegende  cxperimentelle  Material  ist 
versuche  einzugehen,  set  J’  £*  %  ^ 

kendem^nd  ktentem  ClHt6111^13  geifUnden’]  daB  sich  bei  kr^tallographischer  Identitdt  von  wir- 

stark:  rtr als  das  ]atente- Dafi  es  sich 

Prismengleitflache  des  Zinkkristalles  (bei  der  Gleitsysteme  und  fiir  die 

- - -  #  1  de  Nachdehnung)  festgestellt.  In  diesem  letzten 

abfall  in  ^dS6  Trreoba^htet '  warden™  T)  ^  qUerar  AuSgangsIage  der  Basis  ein  solcher  Last- 
-)  M.  Polanyi,  Z.  S.  f.  Krist.  E.  Schmid  Z.  a.  M.  M.  5,  „8,  ,935,  Z,:tscbr.f.Pby,  1.  c. 
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Beispiel  setzt  die  Abgleitung  in  der  latenten  Prisme  erst  ein,  wenn  in  ihr  eine  ca.  3,5  mal  so 
groBe  Schubspannung  herrscht,  wie  in  der  als  Gleitflache  wirkenden. 

Fiir  den  Fall  kristallographischer  V erschiedenheit  von  wirkender  und  latenter  Gleitflache 
zeigt  die  Hauptdehnung  des  Zw-Kristalles,  dafl  sich  die  wirkende  Basisflache  erheblich  starker 
veifestigt  als  die  latente  Prismenflache.  Diese  Verfestigung  der  (dichter  belegten)  Basis  iiber- 
wiegt  um  so  mehr,  je  rascher  die  Dehnung  erfolgt. 

Eine  systematische  Weiterarbeit  iiber  diese  Fragen  wird  sich  vor  allem  auch  mit  der 
Erholungsfahigkeit  der  verschiedenen  Gleitsysteme  zu  befassen  haben. 
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Some  Properties  of  Gold,  Silver  and 
Copper  Crystals 

By  C.  F.  Elam,  London 

Gold,  Silver  and  Copper  crystals  have  been  made  by  lowering  graphite  tubes  containing 
the  molten  metals  through  a  furnace  in  an  atmosphere  of  nitrogen,  so  that  they  solidify  from 
one  end.  Rods  eight  inches  long  and  0,25  inches  in  diameter  were  prepared  by  this  method 
which  has  been  used  extensively  by  Bridgman5).  The  crystals  were  free  from  blow-holes  and 
oxide.  The  purest  silver  and  gold  was  used  in  the  experiments  and  the  copper  was  pure 
electrolytic,  remelted  and  drawn.  1 

The  orientations  of  the  crystals  were  determined  by  means  of  X-rays.  Davey2)  has 
stated  that  a  cubic  axis  was  always  parallel  to  the  axis  of  the  cylinder  in  copper  crystals,  and 


Bridgman  »)  noticed  that  certain  directions  appeared  more  favoured  than  others.  A  diagram, 
__ig-  1,  1  ustrating  the  position  of  the  rod  axis  relative  to  the  crystal  axes  in  all  the  specimens 

x)  Bridgman.  Proc.  Amer.  Acad.  Sci.  Vol.  60.  Nos  6  78 

2)  Davey.  Phys.  Rev.  Vol.  2S.  •  •  /  • 

3)  Loc.  cit. 
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investigated  by  means  of  X-rays,  shows  that  the  orientations  differ  considerably  and  that  no 
crystals  are  in  the  position  (near  the  pole  of  the  (oio)  plane)  found  by  Davey. 

Tensile  Tests  were  carried  out  with  these  crystals.  They  became  elliptical  in  cross-section 
as  in  aluminium,  and  broke  with  a  wedge-shaped  fracture.  Determinations  of  the  crystal  axes 
by  means  of  X-rays,  at  different  stages  of  the  test,  showed  that  they  rotated  in  the  same  way 
as  in  aluminium,  the  axis  of  the  rod  moving  along  a  great  circle  towards  the  pole  of  a  jnoj 
plane.  Figs.  2,  3,  4,  and  5.  It  was  shown  for  aluminium  that  this  occurred  when  slip  occurred 
on  the  (hi)  octahedral  plane  in  the  (no)  direction.  But  by  the  rotation  of  the  crystal  axes, 
a  point  is  reached  when  two  octahedral  planes  make  equal  angles  with  the  axis  of  the  rod,  and 
slip  occurs  on  both  planes  simultaneously.  This  point  is  reached  when  the  great  circle  joining 
the  original  position  of  the  rod  to  the  pole  of  the  (no)  plane,  cuts  the  great  circle  through 
the  poles  of  the  (010)  and  (in)  planes.  The  axis  then  moves  by  double  slipping  towards  the 
pole  of  the  (121)  plane.  The  diagrams  show  that  this  occurs  in  all  the  gold,  silver  and  copper 
crystals  examined.  It  is  particularly  well  brought  out  in  Copper,  No.  X,  which  was  in  such  a 
position  that  double  slipping  should  occur  from  the  beginning  of  the  test,  and  as  the  axis  was 
very  near  the  pole  of  the  (121)  plane  little  change  in  position  was  to  be  expected.  Fig.  6 
shows  that  the  position  of  the  crystal  axes  relative  to  the  test-piece  axis  was  almost  constant 
throughout  the  test.  One  is  therefore  justified  in  concluding  that  the  distortion  of  these  metal 
crystals,  which  have  all  the  same  lattice  structure,  are  similar  to  aluminium. 


Fig.  7. 


The  load  to  stretch  the  crystals  at  each  stage,  and  the  cross-sections  were  measured.  The 
slip-plane  and  direction  of  slip  were  deduced,  and  the  tangential  component  of  shear  stress 
calculated  for  each  extension.  These  are  plotted  in  Fig.  7,  and  it  will  be  seen  that  the  curves 
are  different  for  the  different  metals.  The  silver,  which  starts  by  being  the  weakest,  is  finally 
harder  than  either  gold  or  aluminium.  The  copper  is  hardest  throughout  the  test.  As  the  crystals 
have  the  same  structure  and  method  of  deformation  it  would  be  expected  that  the  curves  would 
have  a  similar  shape,  if  hardening  depended  only  on  the  amount  of  slip.  The  differences  must 
therefore  be  considered  as  being  dependent  on  specific  properties  of  the  metals,  for  which  at 
present  there  is  no  explanation. 
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Elasticite  et  symetrie  du  quartz  aux  temperatures  elevees 

Par  A.  Perrier  et  R.  de  Mandrot,  Lausanne 
(Voir  Planche  VI  pour  figure  3) 

Introduction.  —  Les  presentes  recherches  sont  en  correlation  avec  d’autres,  entreprises 
pour  soumettre  a  l’experience  les  consequences  d’hypotheses  formulees  par  l’un  de'nous  sur  la 
pyroelectricite  et  la  piezoelectricite  *).  Une  des  previsions,  la  disparition  de  la  piezoelectricite 
du  quartz  au  point  a/3  a  deja  ete  verifiee;  une  etude  quantitative  de  la  variation  thermique 
generate  des  modules  piezoelectriques  est  en  preparation,  mais  sa  grande  difficulty  la  retarde 
L’mterpretation  theorique  precise  de  ces  phenomenes  requiert  au  premier  chef  la  connaissance 
de  l’elasticite  en  fonction  de  la  temperature;  c’est  la  un  point  de  depart  du  travail  publie. 

Mais,  a  cote  de  cette  importance  dans  le  cadre  des  recherches  rappelees,  nous  estimions 
qu’il  presente  en  lui-meme  un  interet  plus  general:  on  ne  peut  pas  dire  que  la  dependance  de 
1’ elasticite  des  solides  et  de  la  temperature  soit  bien  connue.  II  existe,  certes,  de  bons  travaux 
qui  ont  attaque  ce  probleme;  mais,  sauf  une  ou  deux  exceptions,  ils  sont  guides  par  des  inten¬ 
tions  mdustrielles  et  se  limitent  a  des  intervalles  de  temperature  etroits;  leurs  possibility 
d  interpretation  theorique  sont  restreintes.  Et  surtout  ils  concernent  tous  des  metaux  usuels, 
soit  des  agregats  micro cnstallins;  nous  n’avons  pu  trouver  aucune  recherche  d  haute  tempera¬ 
ture  sur  des  individus  cristallins  bien  determines.  Nos  experiences,  au  contraire,  rentrent 
exactement  dans  cette  ligne;  pendant  leur  execution,  qui,  par  suite  d’empechements  divers  a 
dure  des  annees,  le  developpement  rapide,  du  aux  rayons  de  Rontgen,  des  connaissances  sur  les 

reseaux  cristallins,  et  les  hypotheses  sur  les  forces  interatomiques,  sont  venus  accentuer 
cet  interet. 

Cela  nous  a  engages  a  etendre  le  domaine  de  recherches  davantage  que  ce  n’etait  notre 
intention  primitive,  aux  fins  d’apporter  des  contributions  plus  riches  a  la  connaissance  future 
des  energies  potentielles  inherentes  a  la  structure  solide. 

Enfin,  la  transformation  a/3  du  quartz  se  revelant  particulierement  caracteristique  et  in- 
teressante  des  les  premiers  resultats  surs  acquis,  il  nous  a  paru  indique  d’elargir  encore  notre 

programme  dans  une  direction  qui  nous  permit  de  fixer  rigoureusement  par  voie  de  symetrie 
la  difference  entre  les  etat  a  et  ft. 


Le  tableau  complet  des  proprietes  elastiques  du  quartz  exige  la  connaissance  de  six 
modules  (slv  s3V  s44,  s12,  s13,  s14  dans  la  notation  de  W.  Voigt2).  Le  tableau,  qui  exige  des 
experiences  de  traction  (ou  flexion)  et  de  torsion,  a  ete  dresse  a  temperature  ordinaire  par  ce 
savant.  Les  modules  de  traction  suffisent  entierement  a  notre  but,  et  nous  avons  choisi  une 
fois  pour  toutes  pour  leur  mesure  la  flexion  de  parallelepipedes  minces  sur  deux  appuis  et 
par  une  charge  unique  au  milieu. 

•+  1  ?eS  'ameS  °nt  ^  taillees  a  la  precision  de  l’optique  suivant  des  orientations  convenables, 
soit  la  longueur  dans  la  direction  oh  l’on  veut  connaitre  le  module,  les  autres  aretes  en  sorte 
que  les  flexions  soient  exemptes  de  torsion. 


consequents ^exoSnentaip?0^^6  ^  ■  po]*nS£**IO))s  di&ectriques  spontanees  et  quelques-unes  de  ses 
consequences  expenmentales.  -  Soc.  smsse  de  physique,  Berne  1916.  Arch.  sc.  phys.  et  nat.  (4)  t.  4 1,  p.  493. 

Soc  vaudoise  Sc  natural?  ROXTxro  Sur,la  Possibilit«  de  la  calorimetrie  adiabatique,  etc.  Memoires 
3r['“?3,.  9'3  3:  rW:  Geniv„  ,,,3.  A.ck.Scph^ 

du  quartz  cristaJKs^Art-h  e:^Pl'r‘Irientales  sur  la  variation  thermique  des  constantes  dielectriques 

Tw  ^  ;  ,des  Sc-  plVs-  et  nat-  (5)  v.  6.  p  161-2 10  (1924). 

)  W.  Voigt:  Lehrbuch  der  Kristallphysik,  Kap.  VII,  Absch.  VI  et  VII. 
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Le  but  vise  suppose  que,  non  seulement  les  echantillons  en  essai,  mais  les  dispositifs 
de  flexion,  puissent  etre  maintenus  dans  un  four  electrique  a  des  temperatures  s’elevant 
j usque  vers  12000.  Cela  suscite  des  obstacles  d’ordres  mecanique,  thermique  et  optique,  sans 
parler  de  l’extreme  fragilite  de  la  matiere  durant  sa  transformation.  Une  notable  partie  du 
temps  a  ete  consacree  a  la  mise  au  point  de  cette  technique  inexploree  et  qui  exige  une  grande 
attention;  toutes  les  difficultes  ont  pu  neanmoins  etre  surmontees. 

Grace  a  cela,  nous  avons  pu  atteindre  tous  les  resultats  que  nous  avions  en  vue.  Ils 
comprennent  essentiellement  les  courbes  completes  representant  les  modules  d ’Young  paralleles 
et  normaux  a  Faxe  optique  (plus  precisement  suivant  axe  ternaire  et  axe  binaire,  soient 
E/j  =  1  jsllf  E±  —  l/y33)  jusqu’a  dela  de  noo0;  puis  les  courbes  pour  deux  directions  a  ±  50° 
de  l’axe  ternaire.  Les  nombreuses  conclusions  qui  decoulent  de  ces  donnees  numeriques  sont 
resumees  ci-dessous.  Ce  travail  etait  acheve  en  1922  deja  3) ;  recemment,  nous  avons  etabli 
pour  des  usages  pratiques  des  formules  empiriques  de  representation;  elles  sont  egalement 
reproduites  plus  loin  4) . 

Methode  experimental .  - —  L’appareil  de  flexion  est  essentiellement  un  petit  treteau,  pla- 
quette  horizontale  portant  deux  appuis  paralleles;  la  lame  en  essai  est  posee  a  plat  sur  ceux-ci 
et  la  flexion  est  provoquee  par  des  poids  marques  suspendus  au  milieu  de  la  lame  par  1’inter- 
mediaire  d’un  etrier  et  d’un  petit  plateau.  Les  appuis,  organes  tres  delicats,  ont  ete,  apres 
nombreux  essais,  les  aretes  de  petits  prismes  tailles  a  la  precision  de  l’optique  dans  du  quartz 
fondu.  Le  treteau  a  ete,  non  sans  peine,  realise  en  bloc  rigide  par  la  combinaison  de  pieces 
de  quartz  fondu,  porcelaine  ou  steatite  suivant  le  cas.  Ces  pieces  etaient  fixees  avec  de  la  pate 
de  kaolin  contenant  tres  peu  de  verre  soluble. 

Pour  la  mesure  des  fleches  de  flexion,  on  a  utilise  deux  miroirs  fixes  symetriquement 
a  1  une  et  1 ’autre  extremite  de  la  lame;  des  rayons  lumineux  provenant  d’une  echelle  exterieure 
au  four  et  reflechis  successivement  sur  les  deux  miroirs  tournent  d’un  angle  observe  a  l’aide 
d’une  lunette  installee  de  l’autre  cote  du  systeme;  de  l’angle  on  calcule  la  fleche5). 

La  mise  en  oeuvre  experimentale  a  haute  temperature  de  cette  methode  optique  se  heurte 
a  des  obstacles  serieux,  dont  nous  relevons  seulement  ici  qu’elle  a  conduit  a  utiliser  des  petits 
prismes  a  reflexion  totale  en  quartz  fondu,  qu’au-dessus  de  900 0  environ  Y incandescence  propre 
de  ces  miroirs  eux-memes  empechait  toute  lecture  sur  l’echelle  habituelle  et  que  nous  avons 
tourne  la  difficulte  a  1  aide  d’une  echelle  a  traits  lumineux  d’eclat  notablement  plus  eleve  que 
celui  des  prismes. 

Tout  ce  dispositif  flechisseur  repose  sur  la  paroi  interieure  d’un  four  electrique  a 
resistance  (cylindre  a  axe  horizontal).  Parmi  les  exigences  a  satisfaire  dans  la  construction 
de  ce  four,  celle  de  l’uniformite  de  la  temperature  etait  la  plus  stricte  tet  la  plus  malaisee  a 
realiser,  tres  particulierement  pour  pouvoir  passer  la  transformation  af}  sans  la  rupture  des 
echantillons,  presque  fatale  sans  des  precautions  extraordinaires.  La  temperature  etait  mesuree 
par  voie  thermo-electrique. 

3)  Des  extraits  avaient  ete  communiques  deja  en  seance  de  la  Soc.  suisse  de  physique  aNeuchatel  (1920) 
et  Berne  (1922);  v.  Arch.  Sc.  physiques  et  naturelles  (5)  t.  II,  p.  41 1  (1920)  et  (5)  t.  IV,  p.  367  (1922); 
aussx  C.  R.  175,  p.  622  (1922).  L’ensemble  est  publie  avec  details:  Memoires  de  la  Societe  vaudoise 
des  Sciences  naturelles,  vol.  1,  No.  7,  p.  333—363  (1923).  Le  prof.  Peirier  (Lab.  de  phys.  de  l’Uni- 
versite,  Lausanne)  enverra  volontiers  cette  publication  aux  personnes  qui  desirent  des  donnees  plus 
completes. 

4)  Avec  plus  de  details:  Soc.  suisse  de  physique,  seance  de  Fribourg  (aout  1926)  Arch.  Sc.  phys. 

et  nat.  (5)  v.  8  p.  267  (1926).  '  '  e  v  v  /  E  ^ 

5)  v.  A.  Koenig:  Wiedemann’s  Annalen  28  (1886),  p.  108. 
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Des  causes  d’erreur  nombreuses  ont  ete  etudiees  et  eliminees,  soit  dans  la  partie  meca 
nique,  soit  dans  les  parties  optique  ou  thermique.  Leur  expose  se  trouve  dans  le  memoire 
detaille  cite  plus  haut.  Notons  seulement  ici  que  les  resultats  numeriques  peuvent  etre  com6 

pares  entre  eux  a  2  °/00  pres  en  general,  et  que  leurs  valeurs  en  unites  absolues  doivent  etre 
envisagees  comme  exactes  a  1  °f0. 

Resultats.  —  Nous  avons  verifie  d’abord  avec  soin: 

1.  A  temperature  fixe,  l’ absence  de  deformations  residuellcs  sensiblcs  (reversibilite 
«mecanique»)  et  la  proportionnalite  des  deformations  aux  contraintes  (Loi  de  Hooke).  A  tem 
perature  ordinaire,  des  verifications  ont  ete  executees  ce  sens  jusqu’a  la  rupture. 

2.  La  reversibilite  «thermique» ,  complete  egalement,  des  c onst antes  elastiques. 

,  3'  La  seu1^  exceptJon  apparente  a  ce  dernier  fait,  dans  le  voisinage  immediat  de  la 
temperature  a/3,  s’interprete  simplement  par  la  difference  cxceptionnellcment  forte  dans  cette 
region  etroite  entre  les  constantes  isothermiques  et  les  const  antes  adiabatiques. 

Les  donnees  numeriques  de  l’experience  sont,  bicn  entendu,  isothermiques;  nous  nous 
bornons  a  redonner  ici  seulement  les  courbes  qui  les  resument.  La  figure  1  est  consacree  aux 

deux  directions  principles  ternaire  et  binaire.  On  voit  que  les  proprietes  des  etats  a  et  X 
sont  tres  nettement  differentes.  ^ 


Temp  era  Turn  Hqrtt  cent 

- -  normal 

- -  Qwftrh  parallel* 

constamment  et  de  plus  ^  le  ™odu!e  E’  dScr0it 

emm  de  la  temperature ;  ce  phenomene  se  mam- 
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feste  suivant  une  loi  analogue  dans  toutes  les  directions.  II  apparait  dans  le  sens  meme  que 
fait  prevoir  la  notion  classique  de  Fagitation  thermique,  le  sens  d’ailleurs  que  l’experience  accuse 
sur  les  metaux  ordinaires  microcristallins. 

Tout  autres  apparaissent  les  proprietes  de  Fetat  /}:  c’est  la  deformabiliteici  qui  diminue 
coniinuellement  avec  Vaccroissement  de  la  temperature .  Ce  phenomene  est,  a  ma  connaissance, 
le  seul  du  type,  observe  avec  nettete  et  certitude  jusqu’ici. 

Ces  variations  du  module  sont  du  reste  considerables,  allant  du  simple  au  quadruple; 
et  tres  probablement  leur  amplitude  se  montrera-t-elle  notablement  plus  vaste  encore  lorsqu  on 
experimentera  au  i/ioo  de  degre  pres  dans  la  region  de  passage  a/?. 

Les  formules  empiriques  dont  il  est  question  plus  haut  pour  representer  ces  courbes  sont: 

Direction  de  l’axe  binaire: 


Etat*:  £  =  6425  (575  —  ^0350 
„  j3:  £  =  9665  (t — 575)0,0S7S 


kgj  mm2 


valables  a  la  precision  des  experiences  pres  de  o  0  a  1200  0  sauf  dans  l’intervalle  450 — 580°. 
Direction  de  l’axe  ternaire: 


£««:£  =  6425  (S7S  I  k  jmm, 

„  p:  £  =  9300(«-S7S)"’0,,*( 

valables  de  o°  a  12000  sauf  dans  l’intervalle  574 — 578°. 

II  est  inter essant  de  rapprocher  la  decroissance  acceleree  de  Felasticite  (etat  a)  et  sa 
croissance  graduellement  ralentie  (etat  ft)  des  variations  purement  thermiques  mesurees  par 
H.  Le  Chatelier6),  lesquelles  sont  respectivement  une  dilatation  acceleree  puis  une  faible 
contraction.  Cela  conduit  a  la  regie  vraie  pour  notre  substance,  mais  peut-etre  generate,  qu’a  un 
accroissement  ides  distances  moleculaires  moyennes  correspond,  quel  que  soit  le  sens  de  la 
variation  de  temperature ,  un  affaiblissement  de  lf elasticity.  Nous  laissons  de  cote  bien  entendu 
le  passage  meme  d’un  etat  allotropique  a  Fautre.  .  - 

Le  passage  de  Fetat  a  a  Fetat  p  a  ete  Fobjet  d’un  examen  attentif.  Les  phenomenes  d’un 
autre  ordre  (optiques  et  thermiques  notamment)  ont  conduit  leurs  observateurs  a  le  considerer 
comme  une  transformation  nettement  discontinue.  Mais  aucun  travail  de  nous  connu  n’a  fait 
d’observation  precise  dans  le  voisinage  immediat,  les  difficultes  en  etant  tres  grandes.  Nos  ex¬ 
periences  faites  dans  cette  region  a  un  demi-degre  pres  nous  font  beaucoup  plus  conclure  a  des 
courbes  avec  un  point  anguleux  ou  meme  un  point  de  rebroussement  a  tangente  verticale,  mais 
non  a  une  discontinuity  des  ordonnees.  Et  s’il  en  est  ainsi  pour  Felasticite  il  parait  probable  que 
les  mesures  de  precision  d’autres  phenomenes  donneront  des  resultats  de  meme  caractere;  de 
telles  experiences  sont  en  preparation  au  laboratoire  de  Lausanne. 

Mais  les  etats  a  et  /?  sont  caracteristiquement  differents  et  il  existe  par  consequent  une 
temperature  de  transf ormation  parfaitement  determinee.  C’est  ce  qu’ont  montre  avec  une  re- 

6)  H.  Le  Chatelier  C.  R.  108  (1889).  p.  1046 ;  aussi  Bull.  Soc.  franc.  Mineral ogie,  XIII  (1890),  p.  1 1 2 
v.  aussi  jusqu?a  530 °:  Alex.  Muller  :  Vierteljahrschr.  d.  Nat.  Forsch.  Ges.  Zurich,  61  (1916);  These 
Zurich  Univ,  1916. 
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Fig.  2 


marquable  nettete  nos  experiences  avec  les  lames  obliaues  t  -  , 

ZSr*  autan* que *  —  “ 

Etat  a  |  ^  +  60  ==  477°  (575  *)0’078  j 

(£_  60  =5050(575—/)°, 150  kg /mm* 

»  P  £4.50  =  8590(2? — S7S)0'0380] 

symetrique  50®)  i  ‘  ~/.°°  1'"M’  >'  double  d,  son 

dis  la  <4iL  4  <£,«!  Z  Z7l?T  ST“  ,oi  plus  accaWe  que  "■ 

(trigonale),  celle  du  quaiZ atstZaZ  ^  qUartZ  a  eit  nettemeirt  de  symetrie  rhomboSdrique 
meme  de  revolution  autour  de  l’axe  optiqu"8)  n6ttement  hexa^onale  (a  Ia  v4rite  par  consequent 

celui  de^^tres^h&ornlne^crist^^physi^^^ms^trmrponstci*^116^  ^  de 

solide  pour  conclure  que  la  transformation  a  ft  ,**  ,  *  raiS°n  exPerimentaIe  la  Plus 

tassag<  *,  systlm,  rkoJo^ra^yZTeZl^lJ’  *“* 
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Tous  les  resultats  s’illustrent  d’une  maniere  particulierement  simple  a  l’aide  de  la  sur¬ 
face  lieu  des  extremites  de  tous  les  rayons  vecteurs  par  un  point  fixe  et  dont  les  longueurs  sont 
proportionnelles  aux  valeurs  de  E  suivant  leurs  directions  respectives.  La  figure  3  (planche  VI) 
represente  cette  surface  a  quatre  temperature  choisies;  on  voit  que: 

Partant  de  la  temperature  ordinaire,  elle  se  contracte  de  plus  en  plus  vite  dans  toutes 
les  directions,  mais  particulierement  suivant  celles  de '  module  maximum;  en  sorte  que  les  pro¬ 
eminences  dans  les  plans  de  symetrie  vont  s’effaqant,  pour  disparaitre  completement  a  la  tem¬ 
perature  a  fl. 

Des  ce  passage,  la  surface,  devenue  de  revolution  et  rappelant  un  ellipsoide,  se  dilate 
d'abord  tres  rapidement,  puis  de  moins  en  moins,  dans  toutes  les  directions ,  mais  la  ci  oissance 
reste  beaucoup  plus  accentuee  normalement  a  I’axe  optique. 
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Beitrag  zum  Harteproblem *) 

Von  G.  Sachs,  Berlin 

(Mitteilung  aus  dem  Kaiser-Wilhelm-Institut  fur  Metallforschung.) 

(Hiezu  Tafel  IX) 

Theoretische  Vorstellungen  iiber  die  Harte 

Bei  der  hohen  praktischen  Bedeutung  der  Eindruckhartepriifung  fur  die  Technik  sind 
zahlreiche  theoretische  und  experimentelle  Ansatze  zu  einer  systematischen  Grundlegung  der 
llarte  unternommen  worden  Da  eine  experimentelle  Klarung  des  Materialflusses  bei  ver- 
wiccelteren  plastischen  Vorgangen  bisher  nicht  erreicht  worden  ist,  haben  theoretische  Vor¬ 
stellungen  uber  die  Harte,  besonders  diejenigen  von  Hertz  r)  und  Prandtl  2)  weituehende  Auf 
merksamkeit  gefunden. 

Wahrend  Hertz  auf  Grund  elastizitatstheoretischer  Betrachtungen  aus  der  GroBe  der 
Kraft  beim  Eintritt  der  ersten  bleibenden  Formanderungen  eine  Harteziffer  entwickelt,  versucht 
Prandtl  die  Harte  aus  dem  plastischen  Gleichgewichtszustand  eines  Kofpers  abzuleiten 

.  v  Arbdten  VOn  HeRTZ  haben  sehr  befruchtend  gewirkt,  und  verschiedene  weitver- 
breitete  Harteprufverfahren  fuhren  wahrscheinlich  mehr  oder  weniger  unmittelbar  auf  seine 
Untersuchungen  zuruck.  Seine  Vorstellung  von  der  Existenz  einer  theoretischen  begriindbaren 
«absoluten»  Harteziffer  haben  sich  jedoch  als  unhaltbar  erwiesen3). 

Prandtl  nimmt  fiii  den  Eindruck  eines  starren  Stempels  in  prismatische  Korper  mit 
verschieden  geneigten  Begrenzungen  eine  Aufteilung  in  plastische  und  elastische  Bereiche  vor 
ie  mit  den  von  lhm  entwickelten  Gleichungen  in  Uebereinstimmung  steht.  Unter  der  An- 


—  y 

Abb.  i. 

Hypothetische  Spannungs-V erformungs-Kurve 
des  ideal  plastischen  Stoffes. 
e  elastischer  Bereich. 
p  plastischer  Bereich. 
a  Spannung,  v  Betrag  der  Verformung. 


h  1 


Abb.  2. 

Spannungs-Deformationskurven  fiir  Elsen  und  Kupfer 
bei  Stauchversuchen. 
h  Hohenabnahme  in  °/o. 
a  Druckspannung  in  kg/mm2. 

Eisen:  to,  15,  20,  25,  30. 

Kupfer:  4,  6,  8,  10. 


Mme"  S"nrH“fSCh:bST“ngr!m  plastiziert“  Bereidl  l58t  dann  der  Widerstand 
des  Korpers,  seme  .Harte..  berechnen.  Und  rwar  geht  Itam  von  der  Vorstellnng  eines  ideal- 

■i  Eli “  d“  z-  '■  T“h»-  Fl-ys.  Bd.  8  (,,a7)  S.  .32/41  erschienen 
(1882)  s.  449;  Gesami^lte^erke  B±T. ^  9*  ^l88^  S'  156/71  ’  Verh'  Ven  Bef-  GewerbefleiB 

Meet.,  Bd^i^u’s""/^8'  ^  ““"S'0-  Ma,h-Ph^  *>•  (.920)  S.  74;  Z.  t  ange..  Math.  n. 
der  meJhaniscin'T^olo^'to  ^ Slefljpzig^dfs!  6y96’  2°5/°9;  SiCBS’  Grn»dbe8«iffe. 


plastischen  Stoffes  aus,  bei  dem  entsprechend  Abb.  i  nach  Erreichung  eines  bestimmten 
kritischen  Wertes  der  Spannung  (Schubspannung)  eine  Spannungserhohung  ausgeschlossen 
wird.  Die  Prufung  der  Theorie  durch  Nadai  4)  an  Korpern  aus  Flufieisen  schien  die  An- 
schauungen  Prandtls  zu  bestatigen. 

V  ersuchsdurchfiihrung 

Von  den  technisch  verwendbaren  Metallen  zeigt  kohlenstoffarmes  Eisen  in  seinem 
Verhalten  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit  dem  hypothetischen  ideal-plastischen  Stoffe.  Nach 
Erreichung  der  Streckgrenze  fliefit  das  Material,  wie  Abb.  2  zeigt,  unter  nahezu  gleichbleibender 
Spannung  weiter,  ehe  nach  einer  Deformation  von  einigen  Prozenten  der  Spannungsanstieg, 
die  «Verfestigung»,  einsetzt.  Die  meisten  Metalle,  wie  z.  B.  Kupfer,  zeigen  jedoch  entsprechend 
Abb.  2  im  Gegensatz  zu  Stahl  keine  ausgesprochene  Grenze  zwischen  einem  elastischen  und 
plastischen  Bereich,  sondern  ein  allmahliches  Einsetzen  bleibender  Verformungen  unter  standig 
wachsenden  Spannungen. 

Um  die  Anwendungsmoglichkeiten  der  Prandtls chen  Theorie  zu  priifen,  wurden  eine 
Reihe  von  Versuchen  an  Kupfer  und  Flufieisen  durchgefiihrt.  Ausgehend  von  .Versuchen, 
wie  sie  schon  Nadai  ausgefuhrt  hat,  war  hierbei  eine  schrittweise  Annaherung  an  die  technische 
Form  der  Harteprufung  beabsichtigt.  Wegen  grofier  experimenteller  Schwierigkeit  haupt- 
sachlich  infolge  der  unvermeidlichen  Ungleichmafiigkeit  des  Materials,  die  bei  den  kleinen  in 
Frage  kommenden  Formanderungen  stark  in  Erscheinung  trat,  konnten  jedoch  bisher  nur  von 
einem  kleinen  Teil  der  Versuche  brauchbare  Ergebnisse  gewonnen  werden. 

Die  Prufung  der  PRANDTLschen  Anschauung  erstreckte  sich  einerseits  auf  den  Nachweis 
der  Form  des  plastizierten  Bereichs,  anderseits  auf  den  Widerstand  mit  wachsender  Eindrucks- 

tiefe  bei  verschiedener  Gestalt  der  gedruckten  Korper. 

Bei  den  Versuchen  wurden  prismatische  Korper  durch  einen  runden  oder  prismatischen 
Stahlstempel  in  steigendem  Mafie  zusammengedruckt  und  bei  einer  Reihe  von  Lasten  die  Ab- 
messungen  mittels  einer  Mikrometerschraube  und  eines  Mefimikroskops  von  Reichert  be- 
stimmt.  Nach  den  Versuchen  wurden  die  Korper,  um  eine  Rekristallisation  des  plastizierten 
Teils  hervorzurufen,  erhitzt  und  zwar  Kupfer  auf  750 — 9000,  Eisen  auf  800 — 830°,  der  Hohe 
nach  zerschnitten  und  die  Querschnitte  (moglichst  in  der  Mitte  der  Korper)  angeatzt 5) .  Von 
Eisen  wurden  auch  ungegliihte  Querschnitte  nach  dem  Verfahren  von  Fry  e)  behandelt,  um 
Fliefifiguren  im  Innern  zu  beobachten. 

Nachweis  des  deformierten  Bereichs  durch  Rekristallisation 

Durch  Rekristallisation  lafit  sich  der  plastizierte  Bereich  einer  vor  dem  Versuch  aus- 
gegliihten  Metallprobe  nach  dem  Erwarmen  auf  hohere  Temperaturen  nachweisen.  An  den 
Stellen,  die  Deformationen  erlitten  haben,  entstehen  dann  neue  Kristallkorner.  Wird  daher 
ein  Korper  mit  gleichmafiig  feinem  Korn  einem  Stempeleindruck  ausgesetzt  und  erhitzt,  so 
entsteht  entsprechend  Abb.  3 — 6  (Tafel  IX)  eine  rekristallisierte  Zone  mit  grobkornigem  Rand. 
Dabei  sind  nach  den  Gesetzen  der  Rekristallisation  die  Kristalle  dort  am  grobsten,  wo  die  Ver- 
formung  am  kleinsten  war,  soweit  die  Verformung  uberhaupt  ausreicht,  um  eine  Rekristalli- 
sation  hervorzurufen. 

4)  A.  Nadai,  Z.  f.  angew.  Math.  u.  Mech.,  Bd.  1  (1921)  S.  20/28. 

5)  Als  Aetzmittel  wurde  fiir  Kupfer  5°  ®/o  SalpetersJlure  |  verd.  Salzs&ure,  fflr  Eisen.  Kupferchlorid 
-f-  50  0/0  Salzsaure  |  conz.  SalzsSure  gew&hlt. 

«)  A.  Fry,  Krupp  Mon.  H.  Bd.  2  (1921)  S.  117/26;  Stahl  u.  Eisen,  Bd.  41  (1921)  S.  1093/97. 
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begrenzt  waren,  ergeben  sich,  wie^z^.  Abb^  TnlTf  Itigen  ” g  abweichend  davon 

r sssi  n ‘  F“  -  as 

sprecbend  schraffiert.  Die  starkste  und  daher  fuerst  verforTt  7  WIedergeSeben  und  ent- 
formig  um  einen  Halbkreis  unterhalh  dP«  c  u  Vi  ,  f  te  Zone  erstreckt  sich  sichel- 
EiXa  und  bei  Kupfer  nth  tilt Dariib "  »“«  deutlich  bei 
formtes  Kissen  auruck.  Die  Grenades  pl'Lv",  p  unrekrisl‘>"«iertes,  also  „„ver. 
dicht  neben  den  Schneidenkanten  so  dr, ft  j  ten  Bereld,s  bcrL>bri  die  Oberflache  sehr 

schmalen  Streifen  „ebe„  der  Sdnieide  nach  tethTatt?  “if'™'  ””r  “  ‘‘ 
die  rekristallisierte  Zone  beim  Eindruek  ™  c  u  -a  1  tf:*  AebnIlch  ist  auch  nach  Abb.  e 

wieden^":  FoT^  Kei.tt  tide! 


Abb.  7. 

Gestalt  des  rekristallisierten  Bereiches  bei 
gedruckten  Korpera, 
a  stark  plastiziert 
b  schwach  plastiziert. 


Abb.  8. 

Plastizierte  ^  (sehraffiert)  bei  einem  Stempeleindruck 
nacn  der  Theorie  von  Prandtl. 


grenltenFiachT15615  ^  im  Querschnitt  die  Gestalt  einer  von  Kreisen  be- 

stimmung  mit  dagegen  in  Ueberein- 

korper  und  seinen  1?  !tirafl5d,en  gedr^kter  Flufieis'en- 

stischer  Beanspruchung.  Danach  ergibt  sich  dal  halbkr  w-  SpannunSsverteilung  bei  rein  ela- 
stempel,  in  dem  plastische  Verformungen  zuerst  anft  '  ®lsfonmge  Gebiet  unter  dem  Eindruck- 
maximalen  Schubspannungen  bei  BeansDrnH-m  a  *u  en’  emfacb  als  die  Kurve  der  grofiten 
Schneidenberiihrungsflache.  Die  weiteren  Kreish"  ^  gIeichmiiBiS  verteilte  Last  auf  der 
starker  Verformung  begrenzen,  entsprechen  den^’  t—  “  Abb'  7  die  Bereiche  verschieden 
konstanter  (grofiter)  Schubspannung  Sie  gehen  he^StlZltatStheoretisch  berechneten  Kurven 
was  auch  tatsachlich,  z.  B.  in  Abb  6  ^  dUrCh  die  Kanten  Schneide 

Begrensnngskreises  erkliirt  sich  aus  der  phytkalth  ! ‘“b  ^  Radius  des  5u6«™‘“ 
bleibende  Verformungen  werden  die  dal^etfefn V“f«W  Durch 
grei  au^  e^nen  weiteren  Bereich  iiber.  61  °  Gn  barter’  und  d^e  Verformung 

Weise  vor  sich  gehen,  ^fihzun^chstSdTeC^S^llen°ox6Bt^^r^]e' ^  PhstizierunS  m  der 
formt  werden.  Dann  erweitert  sich  der  plastische  B  Schubspannung  bleibend  ver- 

0*0  P  StlSChC  BerC1Ch  nach  oben  und  unten  anscheinend 
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in  der  Weise,  dafi  die  Umgrenzungen  angenahert  Linien  gleicher  maximaler  Schubspannung 
jjjj  ursprunglichen  elastischen  Spannungszustande  bleiben. 


FlieBfiguren 

Nadax  glaubt  die  Gestalt  der  bei  den  Versuchen  an  FluBeisenkorpern  auftretenden 
FlieBfiguren  als  Bestatigung  der  PRANDTLSchen  Anschauung  ansehen  zu  konnen. 

Die  bei  den  ersten  Deformationen  entstehenden  FlieBfiguren  diirfen  jedoch  fur  die  Be- 
urteilung  der  plastischen  Deformationen  nur  mit  Vorsicht  herangezogen  werden.  Die  langen  ge- 
krummten  Linien,  wie  z.  B.  in  Abb.  xo  (Tafel  IX),  folgen  stets  ungefahr  den  Richtungskurven 
der  groBten  Schubspannung,  die  in  der  Regel  einen  ganz  anderen  Verlauf  haben  als  die  Kurven 
gleicher  maximaler  Schubspannung,  die  nach  den  Rekristallisationsversuchen  den  plastischen 
Bereich  begrenzen.  Sie  verdanken  ihr  Entstehen  einem  plotzlichen  unstetigen  Einsetzen  blei- 
bender  Formanderungen,  bis  zu  Betragen  von  2  %  und  mehr.  Ihre  Entstehung  und  ihr  Verlauf 
zeigt,  wie  schon  von  Nadai  7)  verschiedentlich  betont,  viel  mehr  Aehnlichkeit  zum  Vorgang 
des  Abschiebungsbruches  als  zu  eigentlich  plastischen  Vorgangen.  Dies  gilt  besonders  fur  die 
ersten  auftretenden  FlieBfiguren. 

Sobald  Eisen  jedoch  in  steigendem  MaBe  deformiert  wird,  zeichnet  sich  das  deformierte 
Gebiet,  wie  Abb.  9  (Tafel  IX)  zeigt,  auch  aufierlich  in  gewisser  Uebereinstimmung  mit  den 
Rekristallisationsversuchen  ab.  In  ahnlicher  Gestalt  laBt  sich  auch  nach  Abb.  10  der  bleibend 
verformte  Bereich  im  Innern  durch  die  FRYschen  Figuren  und  seine  erhohte  Losungsfahigkeit 
(bei  langanhaltendem  Aetzen)  nachweisen.  Der  Bereich  der  FlieBfiguren  ist  grofier  als  der 
rekristallisierte  Bereich,  da  FlieBfiguren  schon  -bei  kleineren  Deformationen  entstehen  als  durch 
Rekristallisation  nachgewiesen  werden  konnen. 


Abhangigkeit  des  Widerstandes  von  der  Probeniorm  und  der  Eindrucktieie 

Der  Widerstand  eines  Korpers  gegen  die  ersten  bleibenden  Verformungen,  seine 
«Elastizitatsgrenze»,  hat  praktisch  keine  grofie  Bedeutung.  Je  feiner  die  MeBeinrichtung,  desto 
niedriger  wird  diese  Grenze  gefunden,  nicht  nur  bei  Kristallhaufwerken,  sondern  auch  bei 
einzelnen  Metallkristallen «) .  Und  selbst  die  ausgesprochene  Streckgrenze  des  FluBeisens  ist 
bei  inhomogener  Beanspruchung  verwischt. 

Der  einfachere  und  sicherere  Weg  zum  Vergleich  der  Wirkung  verschiedener  Bean¬ 
spruchung,  den  auch  v.  KArmAn9)  bei  seinen  Versuchen  an  Marmor  eingeschlagen  hat,  1st 
daher  die  Gegeniiberstellung  der  Deformationskurven.  Auch  ein  zahlenmaBiger  Vergleich  kann 
dann  bei  Zugrundelegung  entsprechender,  nicht  zu  kleiner  Deformationsbetrage  einigermaBen 
zuverlassig  durchgefiihrt  werden. 

In  Abb.  11  sind  daher  die  Spannungen  bei  wachsender  Eindrucktiefe  fur  die  FluBeisen- 
korper  mit  verschieden  geneigten  Begrenzungsflachen  (&)  aufgetragen.  Die  Kurven  beginnen 
bei  einer  Eindrucktiefe  von  0,5  %  der  Breite,  da  sie  sich  bei  kleineren  Deformationen  ver¬ 
schiedentlich  iiberschneiden  und  daher  in  diesem  Bereich  als  wenig  zuverlassig  angesehen 
werden. 

Den  Kurven  in  Abb.  11  sind  die  Widerstande  der  verschiedenen  Korper  bei  1,  2,  3  und 
4  %  Deformation  entnommen  und  in  Abb.  12  in  Abhangigkeit  vom  Boschungswinkel  aufge- 

7)  A.  Nadai,  Z.  f.  angew.  Math.  u.  Mech.,  Bd.  1  (1921),  S.  20/28.  Schweiz.  Bau-Z.  Bd.  83 
(1924)  S.  6. 

8)  M.  Polanyi  u.  G.  Sachs,  Z.  Phys.,  Bd.  33  (1925).  S.  692/705. 

»)  v  KArmAn,  ZVDI  Bd.  55  (1911)  S.  1749/55 ;  Forschungsarb.  VDI,  Heft  118  (1912)  S.  37/68. 
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tragen.  Fur  Eisen  smd  auch  anstelle  der  Streckgrenze  die  Werte  fiir  die  Deformation  o  durch 
v^such°CTgSnzteStimmt  Und  dUrCh  den  ^  Streck^nze  gewohnlichen  Druck- 

Sowohl  Abb'  11  wie  Abb-  12  zeigen,  daB  das  Verhaltnis  der  Widerstandc  verschiedener 
Korper  sich  nut  fortsehreitender  Deformation  nicht  wesentlich  findert,  daB  es  also  ohne  Be 
deutung  ist,  welcher  Deformationsbetrag  der  Betrachtung  zugrunde  gelegt  wird. 

Die  Abhangigkeit  des  Eindruckwiderstandes  vom  Boschungswinkel  ist  hier  teilweise  eine 
andere,  als  sie  sich  nach  der  Theorie  von  Prandtl  ergibt.  Danach  soil  der  Widerstand  verschie 
dener  Korper  linear  mit  ihrem  Boschungswinkel  &  anwachsen.  Fur  kleine  Winkel  &  ist  diese  Forde 
rung  der  PRANDTLschen  Theorie  anniihernd  erfiillt;  bei  groBem  Winkel  &  verandert  sich  der 
Widerstand  jedoch  nur  noch  wenig.  Die  durch  X  in  Abb.  n  angedeuteten  Werte  von  Nadai 
ur  die  Streckgrenze,  die  anscheinend  an  Hand  der  Beobachtungen  von  Fliefifiguren  gewonnen 
ind  und  der  Theorie  von  Prandtl  nahezu  entsprechen,  weichen  mit  zunehmendem  BSschungs 

7“k!,|.1Tier  SterkCr  VOn  den  hier  gefundenen  Werten  ab.  Dies  erklart  sich  wohl  daraus 
daB  Fliefifiguren  kerne  quantitative  Festlegung  der  Streckgrenze  gewahrleistcn. 

die  Street'  ^  °  der  Wert  eingezeichnet,  der  Sich  elastizitatsthcorctisch  fiir 

grenze  ergibt,  unter  der  Annahme,  daB  die  Schubspannung  fur  das  Einsetzen  blei- 


Abb.  ii. 

Eindruckwiderstand  von  Eisenkorpern 
mit  zunehmender  Eindrucktiefe. 
o  Spannung  in  kg/mm2. 
h  Eindrucktiefe  in  0/o  der  Ein- 
druckbreite. 


Abb.  12. 

Eindruckwiderstand  von  Eisenkorpern 
mit  verschieden  geneigten  Begrenzungs- 

flachen. 

x  Versuche  von  Nadai. 

O  Theoret.  Streckgrenze  fur  &  —  g0  o 
O  Streckgrenze  beim  Druckversucli 
v  Neigungswinkel. 


Abb.  13. 

Vergleich  des  berechneten  und  des  be- 
obachteten  Spannungsverlaufs  bei  Ein- 
druckversuchen. 

“  ]  berechnet,  •  V ersuchspunkte. 
t  Eindrucktiefe  in  0/0  der  Eindruckbreite. 
a  Druckspannung  p  in  kg/mm2. 


test' 65a‘’l'g“dfcl  “pcr“entdle  Bd“ad  dies®  Wert  weil 

um  °5  /o  grofieren  nach  der  PRANDTLschen  Theorie 

des  D?'r  ‘T  a"Ch’  W“  Abb-  13  ”*■  d*  Veriindenrng 

vertex  ,  mit  g  S~ 

der  Spannungsverteilung  mit  fortsehreitender  +■  re,'bnet  werden-  Die  Veranderung 

sam  vor  sich.  rmation  geht  also  anscheinend  sehr  lang- 
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Fur  die  Berechnung  der  Eindrucktiefe  bei  einer  bestimmten  Belastung  brauchen  dann 
nur  die  Hohenabnahmen  der  Mater ialteilchen  in  der  Achse  bekannt  zu 
I  | _  sein.  Unter  der  experimented  begriindeten  Annahme  10 ),  daJ3  einer  be¬ 

stimmten  grofiten  Schubspannung  eine  bestimmte  Hohenabnahme  zuge- 
ordnet  werden  kann,  die  entsprechend  Abb.  2  einem  gewohnlichen  Stauch- 
versuch  (fur  die  doppelte  Normalspannung)  entnommen  wird,  ergibt  sich 
die  Eindrucktiefe  v  als  Funktion  der  Belastung  p  nach  Abb.  14  zu: 

j^r=00  nr—  OO 

dv  =  I  e-dr  , 

r  =  o  r  —  o 

worin  r  der  Abstand  eines  Punktes  der  Achse  von  der  Oberkante  ist. 
Abb.  13  zeigt  die  errechneten  Kurven  im  Vergleich  zu  den  Versuchs- 
punkten.  Die  Uebereinstimmung  kann  bei  nicht  zu  hohen  Genauigkeitsforderungen  als  aus- 
reichend  angesehen  werden. 

10)  P.  Ludwik,  Elemente  der  technologischen  Mechanik,  Berlin  1909;  G.  Sachs,  Mech.  Techno¬ 
logic,  S.  54;  P.  Ludwik  u.  R.  Scheu,  Stahl  u.  Eisen,  Bd.  45  (1925)  S.  373/81. 


Abb.  14. 

Zur  Berechnung  der 
Spannungs-Deformations- 
kurven  bei  Eindruck- 
versuchen. 


Nachschrift  bei  der  Korrektur:  Gegen  die  Schlussigkeit  der  Versuchsergebnisse  hat  Herr 
Prandtl  in  Naturwiss.,  Bd.  15  (1927),  S.  265,  und  einer  Zuschrift  an  den  Verfasser  den  Einwand  er- 
hoben,  dab  die  Proben  zu  kleine  Abmessungen  hatten.  Weitere  Yersuche,  fiber  die  in  der  Z.  f.  Techn. 
Phys.,  Bd.  (1927),  S.  132/41,  berichtet  ist,  beeinflufiten  jedoch  die  aus  den  vorliegenden  Versuchen 
gezogenen  SchluBfolgerungen  nur  unwesentlich. 
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Ueber  strenge  Losungen  aus  der  Theorie 
der  Bogentrager 

Von  T h.  Poschl,  P  r  a  g 

Verschiedene  Unstimmigkeiten,  die  sich  bei  der  Anwendung  der  Theorie  krummer  StnK 

sts  r  7  ?nsch  rege  werden-  ^  lss“"^  -  *■*».  ™ 7  zz  z 

echmschen  Berechmmgsweise  gefundenen  Ergebnissen  vergleichen  au  konnen  So  hat  a  p. 

■  K.  Wieghardt  m  einer  bemerkenswerten  Arbeit,  die  I9,s  in  den  Berichten  der  wLt  Z 

£777“’  7  77"  “eS  daS,iSd,“  Kreiiri"®es  Einfiul,  ™  er  d  aletZ 

Einzelkrafte  _  das  Kanalrohr  _  Tolls, andig  durehfiibren  konnen.  Er  fand  daB  d ie 

B«ge«es  ri,  denea  aus  der  angenaherten  (,echnischcn)  Bereehnu^e  ffiXdt 

reeht  g„,  ubereinstmunen,  wenn  auf  die  Normalkraft  kerne  Riicksich,  genommen  wird  dah1,b  ”  • 

d.e  Berucksichtigung  der  Normalkraft  naeh  den,  iiblieheu  Vorgange  nicbt  ..r  kl  ’voh 

7Yo; z  tzzzrvr  u“ramung  L  ^ ^ ^ 

er  Sachverhalt  muB  notwendigerweise  gegen  die  in  der  Technik  iibliche  Berech- 
nungsweise  der  Trager  mit  gekriimmter  Mittellinie  ('Bop-entrnVor^  T}AriA  i 

die  Veran ilassung  aur  Nachpriifung  der  Zfl  %  £ 

Linie  die1  durl  irSZg  ZZ  7s  7777“ 

stimmung  awischen  der  gZueu  Z.  a  f  f  BeisPleI  <«*  S^h  gate  Ueberein- 

Auffassung  eintritt  (rweidimens.onalen)  und  der  tahnischen  (eindimensionalen) 

klassischen  Statte  der* ScbalenZrfeZcZohjTlnteressl  Z7  ,77  hisr  “  der 

T’ das  T da 

WeiterUn  „ird  Te  stre  ‘7  S  ™"  z““™f««nd  dargestell,  hat. 

einer  HaS^Ze ‘ZZ  DkZ  “  bIZ"  “  ** 

aus  der  technischen  Theorie  fol^enden  t?  k  •  ^  UFC^  Wasserdruck  und  mit  den 

beziiglich  der  Normalkraft  eine  sehr  gute  ^  f  ^  ^  ^ 

ezug  ich  des  Biegemomentes  erne  weniger  gute,  doch  fiir  die  *  st 

me,sten  Falle  hmreichende  Uebereinstimmung,  so  daB  die  V  /  C  If 

bhcheangenaherte  Theorie  der  diinnen  Schalen  und  Trager  !  A,  / 

m  der  Regel  als  gultig  angenommen  werden  kann.  !*-'^yV  J  /J?^ 

i.  Fur  die  Aufstellung  der  statischen  Gleichungen  diinner  !  ^>^SjkKr 

biegesteifer,  zylmdnscher  Schalen  seien  die  folgenden  Be-  ! 

zeichnungen  verwendet:  Die  Form  der  Schale  sei  durch  die  ( 

A^  rcfur  hl^  /6geben’  die  inneren  K^fte  nach 

,  ,  ‘  ,  h  f;  **  und  das  Biegemoment  durch  G.  Die  Be-  i  >7^  \  J/ 

lastung  fur  die  Langeneinheit  der  Erzeugenden  und  der  i  S  S 


7?  \Xl> 


It 

VQ+JG 


Abb.  i. 
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Mittelflache  habe  die  Komponenten  X ,  Z,  die  ebenfalls  bekannte  Funktionen  von  #  sind.  Statt 
der  Einheitspannungen  werden  ihre  Summen  S,  N,  G,  vermoge  der  folgenden  Gleichungen 
eingefiihrt: 


+  h 

N- 


—  h 


+  h 


—  h 


+  h 

'= 


—  h 


0) 


Dann  lauten  die  Gleichgewichtsbedingungen  fur  das  Schalenelement: 

5'  —  TV  +  XR  =  o,  TV'  +  5  +  ZR  =  o,  Gf  —  NR  —  o  .  (2) 

Die  Integration  dieser  drei  Differentialgleichungen  bringt  3  Konstanten  in  die  Rech- 
nung,  die  im  allgemeinen  nur  auf  dem  Wege  iiber  die  Formanderungen  bestimmt  werden 
konnen.  Wie  in  der  Schalentheorie  ist  auch  fiir  die  krummen  Stabe  das  Auftreten  der  Biege- 
momente  notwendig  mit  dem  der  Querkrafte  verkniipft.  Zur  Integration  dieser  Gleichungen 
miiltipliziere  man  —  ganz  wie  in  der  Schalentheorie  —  die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen 
mit  sin  -8*  und  cos  b  und  addiere  sie,  dann  erhalt  man  eine  Gleichung,  die  unmittelbar  integriert 
werden  kann: 

S  sin  b  -f-  N  cos  b  -j-  F  (•8*)  =  °  .  (3 


worm 


und  CQ  eine  Konstante  bedeutet.  Setzt  man  weiters 


F  (b)  =/(Z  sin  b  +  Zcos)  Rdb  +  C0 
weite 
F(&) 


(4) 


9-): 


’  sin  <8* 


•ZR 


so  findet  man  fiir  N ,  S*  und  G  die  allgemeine  Losung: 

N  —  C  sin  b  -f-  sin  db 


C  cos  b  —  cos  -8* 


sin  b 

H{b) 
sin  & 


s 


d& 


G 


=  cj  Rsin  &  dd-  +  J* Rsin  ft  J  +  Cx 


F(&) 

sin 

H{&) 


(5) 


2.  Zur  Aufstellung  der  elastischen  Gleichungen  mogen  u,  w  die  Verschiebungen  parallel 
zur  ^  und  £  -Axe  und  —  ebenfalls  genau  wie  in  der  Schalentheorie  —  co  die  Verdrehung  eines 
Querschnittes  bedeuten: 

«'  +  ®'  .  (6) 


(1)  : 


R 


Die  Dehnungen  einer  Schicht  im  Abstande  £  von  der  Mittelflache  und  dieser  selbst 
sind  sodann: 


a  *W  I  \ 

“6  ~  “  R  “  ’  £“  :  F  . .  .  7 

Man  erhalt  daher  nach  den  Gleichungen  (i)  die  beiden  Gleichungen,  die  als  die 
Differentialgleichungen  fiir  die  Verschiebungen  u  und  w  anzusehen  sind: 


S=  2 Eh  ■ 


■vj 


R 


G-- 


■EJ 


w 

H 


(8) 


Bei  der  Integration  dieser  Gleichungen  werden  3  weitere  Konstanten  eingefiihrt,  die 
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zusammen  mxt  den  3  frtiheren  die  ganze  Mannigfaltigkeit  der  Losungen  darstellen.  Zu  ihrer 
Bestunmung  mussen  6  Randbedingungen  vorgeschrieben  werden,  die  sich  bei  einem- offenen 
Bogenstuck  auf  die  Enden  beziehen;  bei  einem  geschlossenen  Ring  werden  3  von  den  6  ICon 
stanten  durch  die  3  Gleichgewichtsbedingungen  der  belastenden  Kraftegruppe  gegeben,  wahrend 
3  onstanten  willkurlich  bleiben,  die  eine  Bewegung  des  Ringes  als  starres  Ganzes  bedeuten 

3.  Fur  den  Kreisbogen  R  =  konst,  fiihren  die  beiden  Gleichungen  (8)  umnittelbar  a„f 
die  folgende  Gleichung  fur  die  Durchbiegung:  unmitttlbar  auf 

A* 

EJ  2  Eh .  (9) 

die  sich  von  der  gewohnlich  verwendeten  durch  das  letzte  Glied  unterscheidet. 


4 

\  0 


r\n>. 


Abb.  3. 


Abb.  2. 


Bei  dem  von  K.  Wieghardt  behandelten  Beispiele  nach  Abb.  2  1st  zunachst- 


K  .  ft 

:  —  sin  A 


1  cos  •a-,  G  - 


cos  F  +  c 


”aCh  G1'id,U”g  (9>  “"d  der  e"ten  der  (8)  fit  das  Biegemoment  C 

r _  &R  (  %  .  \ 


und  insbesondere  fur  $  =  n/2 : 


■  cos  {H . 


*"  .  (10) 


.  (II) 


der  von  gleicher  Grofie  ist  wie  ohne  Beriicksichtigung  der  Normalkraft 

folgen  "fur^ die  e^annTOgsgr6Ben^uriter eBeriicksichF  SS^^e^SC'rUC'<  ^  3 

verschieblichen  Auflagerung  die  Ausdriicke:  10  wa^rechter  Richtung  frei 

a  i 


•  $  cos  & 


■  (cos  of  sin  &) 


cos  ft  -f-  $  sin  & 


.  (12) 


Pr°ble“e  nach  den  Ansatzen  der  zweidimen- 
eignet  sich  vor  allem  die  Verwendung  der  Ainyschen  Spannungs- 

A  W  i 
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funktion,  die  von  F.  Klein  in  geometrischem  Sinne  ausgebaut  und  von  einigen  seiner  Schiiler, 
insbesondere  von  A.  Timpe  fur  eine  groBe  Anzahl  besonderer  Falle  angewendet  worden  ist. 
Fiir  das  Problem  des  Kreisringsektors,  das  uns  hier  interessiert,  besteht  das  Verfahren  darin, 
den  Ringsektor  zu  einem  Vollring  und  die  Belastung  in  dem  hinzutretenden  Stuck  so  zu 
erganzen,  daB  fiir  den  Vollring  ein  Gleichgewichtsystem  resultiert.  Fiir  den  Vollring  ist  die 
allgemeine  Losung  bekannt. 

Die  Komponenten  des  Spannungstensors  ergeben  sich  durch  die  zweiten  kovarianten 
Ableitungen  von  nach  den  Koordinaten  r3  $  in  der  Form: 

_i  d<|>  ,  i  d*<|>  ^  T  — (l,\ 

— dr*-’  6r\  dty  . 

Die  Funktion  geniigt  der  biharmonischen  Diff erentialgleichung  AA(}j  =  o  und  ist  durch 
jene  Losung  dieser  Gleichung  gegeben,  fiir  welche  die  Spannungen  an  den  Randern  des  Be- 
reiches  die  vorgeschriebenen  Werte  annehmen.  Dieser  rein  mechanischen  Auffassung  der 
Randwertaufgabe  kann  die  mehr  geometrische  an  die  Seite  gestellt  werden,  die  darin  besteht, 
eine  der  Gleichungen  A  A  =  o  geniigende  Spannungsflache  {r}  &)  zu  konstruieren,  die 

sich  an  den  Randern  des  Gebietes  stetig  und  mit  stetiger  Tangente  an  die  fiir  die  beiden 
Rander  entsprechend  definierten  «Belastungsflachen»  anschlieBt.  Die  Konstanten,  die  die 
relative  Lage  der  Belas tungsflache  fiir  den  Innen-  und  den  AuBenrand  gegeneinander  be- 
stimmen,  werden  durch  die  Forderung  festgelegt,  daB  der  im  Ring  auftretende  Verzerrungs- 
zustand  eindeutig  sein  muB. 


6.  Die  Ausfuhrung  des  ersterwahnten  Vorganges  vollzieht  sich  nun  so:  die  Fliissigkeits- 
belastung  des  Halbringes; 

p  (fr)  =  y  r0  cos  a-  =p0  cos  %*,  Po  =  y  r o» 

ist  nach  der  oberen  Halfte  des  inrieren  Randes  so  fortzusetzen,  wie  es  in  Abb.  4  und  5  ange- 
deutet  ist.  Es  ist  also  zu  setzen: 

fiir  7 r/2  p  —p0  cos 

,,  7r/2  ^  -O’  ^  7T  p  = pQ  COS&\ 

Da  die  gesuchte  Losung  aus  trigonometrischen  Elementarlosungen  zusammengesetzt 


i 


wird,  so  ist  diese  Belastungsfunktion  in  eine  nach  Vielfachen  von  ft  fortschreitende  trigono- 
metrische  Reihe  zu  entwickeln.  Dabei  ergibt  sich  fur  das  ganze  Intervall  o  <C  {)■  <C  n: 

*  t&\  —  I\  i  2 _ q  2  .  _  _  .  n  ,  2  _  „  1 


/(»)  =  ;&[, +2e„28,_i„,4»  +  ^f6s,_  .  J  .  (l4) 


wahrend  die  Belastung  am  AuBenrande  verschwindet.  Bis  auf  die  nachste  Umgebung  der  bei 
&  =  n\2  auftretenden  Spitze  ist  die  Reihe  sehr  gut  konvergent. 


jk  J _ 


/  XXir  x  k\  \ 

i  1  X  Ik  \ 


*rw 


Abb.  5. 


71icta  Fur.die  Spannungsfunktmn  ist  wegen  der  Bedingung  der  Eindeutigkeit  des  Verzerrungs- 
standes  m  Volinnge  und  wegen  des  Umstandes,  dafi  die  Belastungen  an  jedem  Rand  fur 
smh  im  Gleichgewichte  sind,  der  folgende  vereinfachte  Ansatz  zu  verwenden 


°°  r 

^  =  ^lcSr+i^  +  ^Jv~+l^+,+^  +  .  (I5) 


.  Rechnet  man  mittels  dieses  Ansatzes  nach  den  Gleichungen  (x3)  a  und  t  aus  und 
bringt  die  Randbedingimgen  zur  Geltung:  ^  t  6)  ar  una  aus  und 


[oV]r=n> -  P{&),  [r]r=ro  — O 

[or]r  =  n  —  O,  [x]r=  n  =  o  . 

so  eriil.  man  fiir  die  Beirverte  der  ersten  Glieder  Ausdriieke  von  der  folgenden  Form: 


.  <I6> 


71  V  — V 


jr  '  r2 r  2’  a2  : 

JL  rl  ro 


2 A  V  (2  V  -I-  r,8  rA8  +  rj) 


(V- 


,  usw. 


Die  Spannungen  selbst  sind  dementsprechend  durch  die  Reihen  gegeben: 


r-  ~  2  "G  [  2  a2  ^a2  —  4§2  r~ 2]  cos  2  ft  -J- 


2  h  +  3 fa  **  —  3<*2  r~*  —  fa  r-*I  sin  2*  +  ... 


0<  +  2fa  +  [2<h+i2far*-{.6at  r-*\  cos  2  \ 
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die  wieder  bis  in  die  Nahe  von  #  =  n[2  sehr  gut  konvergent  und  zur  zahlenmafiigen  Berech- 
nung  gut  brauchbar  sind.  Fiir  die  Praxis  sind  insbesondere  die  Werte  von  a*//0von  Wichtigkeit, 
die  in  Abb.  5  in  ihrer  Abhangigkeit  von  r  und  $  eingetragen  sind.  Aus  dieser  Abbildung 
ist  auch  die  Verteilung  der  anderen  Spannungskomponenten  ersichtlich. 

7.  Um  die  Verbindung  mit  der  angenaherten  Theorie  herzustellen,  bilden  wir  nach 
Gleichung  (1)  die  Summen  S,  N ,  G}  setzen  darin  rQ  —  R  —  h,  ==  R  -f-  K  dann  erhalten 
wir  die  ersten  Glieder  von  £  und  G  in  der  Form: 


G 


k\  . 

'-]?)  +  ■■■ 


0,636 


M) 


1 

7C  R*  + 


(18) 


Fiir  #  =  71/4  sind  die  Werte  der  GroBen  G  fast  genau  durch  diese  Glieder  allein 
gegeben.  Vergleicht  man  damit  die  nach  der  angenaherten  Theorie,  d.  i.  nach  Gleichung  (12) 
folgenden  Werte: 


5 

PoR 

G 


4  4-  %  , 

8 W=°>6Z 
=  -  (4=  +  — 

2  Wa  '  4  V 


7Z\ 

i)=°’ 


(19) 


151 


P0R'  2W2  '  4V2 

so  sieht  man,  daB  fiir  kleine  Werte  von  hJR  fiir  6"  nahezu  vollstandige  Uebereinstimmung 

herrscht,  wahrend  fiir  G  die  angenaherte  Theorie  fiir  alle  hjR ,  die  kleiner  sind  als  \/o,  1 5 1 7t  00 0,69 
zu  hohe  Werte  liefert  und  zwar  um  so  hohere,  je  mehr  hjR  abnimmt.  Aehnlich  liegen  die 
Verhaltnisse  auch  bei  anderen  Werten  von 
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Sur  la  statique  du  beton  arme 

Par  A.  Signorini,  Naples 

i.  La  fig.  i.  represente  en  plan  et  section  un  cylindre  en  beton  arme,  non  soumis  a  des 
efiforts  de  masse  ni  a  Faction  de  forces  sur  la  surface  laterale,  mais  sollicite  sur  la  base  P  oar 
un  systeme  de  forces  Equivalent  a  la  pression  normale  P  appliquee  en  0:  et,  naturellement 
sur  la  base  S',  par  un  systeme  de  forces  equivalent  a  une  force  egale  et  dircctement  opposee’ 
a  .  Les  autres  notations  de  la  figure  ont  une  signification  evidente. 


neries  ei  S'nevS  •'*  ‘“T””’?  des  sssais  <*'  <Ies  betons  (et  des  magon- 

du  L  CT a  3  ‘a  '0i  ^  H00KE’  MiS-  “  “  «  -j- 

n„'il  .vw'"1*  figUrt'  Ia/randeur  *  la  tension  unitaireo,  est  representee  par  p  on  t  selon 

ment  de  chacu  ”  •  *  tfaCtl0°:  "  1>0n  adoPle  la  eonvention  de  considerer  commc  argu¬ 

ment  de  chacune  des  fonct.ons  p  on  t,  ,a  grandeur  de  l'allongement  unitaire  s.. 

bdton  la  o7rHS:«e  P  S“£fiT?  '  raPPeIer  ra“Ure  d“  P““  ««“«  d'aPPliquer  a„ 

S  ssat  ,7 a  ”  T0,t  b“n  h  *“*«■»  a  traction,  la  function  t 

pour  Va‘“r  'I  0”  ““**  P-  ddpassee 

charge  de  rupture  a  traction  du  beton  ”  ^  ”  ‘°",0nrS  PC,i'  ^  rapp0rt  a  la 

obdissaiTL d“  —  -  -nde 

Et  = 

I  e*  I 

Ei  va  toujours  en  decroissant,  lorsque  croit  la  grandeur  He  a  •  •  •  „ 

par  E  la  valeur  de  F  .  grandeur  de  Ainsi,  si  Ion  represente 

au  cas  of.  #  r  I  7  \  i  \  ^  faible’  et  avec  Ia  ™leur  de  Et,  relative 

naires  on  trouvi,  ^  4  du  beton,  t„  pour  les  bdtons  ordi- 


En 


■  oo 


_9_ 

xo 


de  la  presto  tSon’  duteln  ^  tedl“s  P°”  rfM“dre  >a  P”***™ 

P  ssion  llexion  du  beton  arme,  peuvent  etre  partagees  en  deux  uvouocs 

U  -  Z^p,  correspond  *  une  extension  matdrielie  de  queigu^Tproprietes  * 


la  solution  du  probleme  de  Saint-V enant ,  avec  l’adjonction  de  l’hypothese  de  parfaite  adherence 
entre  beton  et  armature  le  2e  groupe  a  un  schema  de  caractere  simpliste  des  resultats  des  essais 
de  resistance  des  betons. 

Les  hypotheses  du  ier  groupe,  quand  dies  doivent  etre  enoncees  d’une  fagon  precise, 
se  traduisent  dans  les  relations  indiquees  aux  lettres  a),  b),  c),  d)  du  tableau :  ou  sont  em¬ 
ployees,  pour  les  caracteristiques  du  stress,  les  charges  de  surete  et  les  modules  d’elasticite,  les 
notations  habituelles. 

La  relation  b)  exprime  que  les  coefficients  de  dilatation  lineaire,  suivant  la  direction  z, 
sont  les  memes  qu’on  aurait  si,  dans  la  deformation  du  solide,  chaque  section  tournait 
rigidement  d’un  angle  infinitesimal  proportionnel  a  z,  autour  d’un  meme  axe,  a  choisir  convenable- 
ment  dans  le  plan  de  vS:  axe  que  j’appellerai  axe  limit e  (voyez  n°  5).  Naturellement,  d  represente  la 
distance  du  point  generique  du  cylindre  au  plan  parallele  a  zy  passant  par  Taxe  limite:  tandis 
que  co  est  une  constante  qui,  avec  les  deux  autres  necessaires  pour  fixer  la  position  de  l’axe 
limite  dans  le  plan  de  Sy  demeure  disponible  pour  realiser  les  conditions  d’equivalence  entre  les 
efforts  interieurs  agissant  sur  ^  et  la  force  P  appliquee  en  0:  c’est-a-dire,  les  trois  equations 
qui,  toutes  seules,  epuisent  les  conditions  d’equilibre  aussitot  qu’on  admet  1’hypothese  a),  l’inde- 
pendance  de  az  de  z  et  le  postulat  de  Saint-Venant. 

Les  hypotheses  du  2e  groupe  (specifiees  aux  lettres  e),  f),  g)  du  tableau)  correspondent 
a  l’exacte  validite  de  la  loi  de  HookIe  dans  la  sollicitation  a  compression  du  beton  et  a 
l’absence  complete  de  resistance  a  traction  pour  le  meme  materiel. 

II  est  soiis-entendu  que  Em  est  une  constante  correspondant  a  une  valeur  moyenne  de  Eb : 
et  il  est  bien  connu  que,  pour  tous  les  materiaux,  la  condition  de  stabilite  g)  absorbe  la  premiere 
des  conditions  d). 


TABLEAU 


a)  a*  ==  ay  =  xx  =  zy  —  =  o  ; 

b)  Hypothese  d’adherence  parfaite  entre  beton  et  armature  et  de  con¬ 
servation  des  sections  planes: 

es  —  —  o)  d . 

c)  Validite  de  la  loi  de  Hooke  dans  la  sollicitation  de  1’armature: 

az  =  Ea  tz  (Ea  =  const). 

d)  Conditions  de  stabilite  pour  Farmature : 

kp  Ea  co  dmax  kf  ^  Ea  co  |  dmin  |  . 


e)  Validite  de  la  loi  de  Hooke  dans 

e')  Dans  le  beton,  pour  zz  <  0, 

la  sollicitation  a  compression 

du  beton: 

(Jz  —  Em  £z  (bz  \  0). 

11 

1 

CO 

f)  Complete  absence  de  resistance 

f')  Dans  le  beton,  pour  zz^>o, 

a  traction  pour  le  beton: 

az  —  o  (e,  >  0). 

Q 

II 

rET 

g)  Condition  de  stabilite  pour  le 

g')  Condition  de  stabilite  pour  le 

beton : 

beton : 

kb  )>  Em  co  dma x 

kb  'E>  ft  max 

THliORIE  ORDINAIRE 

THtfORIE  G^NfiRALIS^E 
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Considerons  I’aire  plane  non  homogene  A,  obtenue  en  attribuant  a  la  section  £  d 
beton  et  a  la  section  -S,  de  l’armature  des  densites  proportionnelles  aux  modules  respectifs 

e  asticite,  E  et  Ea:  naturellement,  j’appellerai  axe  neutre  la  droite  antipolaire  du  centre 
de  pression  par  rapport  a  l’ellipse  centrale  de  A . 

L’hypothese  f)  n’entre  pas  en  jeu  chaque  fois  que  la  section  du  beton  n’est  pas  counee 
par  Iaxe  neutre:  alors  toute  la  section  du  cylindre  est  sollicitee  a  compression,  1’axe  limite  ne 
differe  pas  de  1  axe  neutre  et  toute  chose  se  passe  comme  s’il  s’agissait  de  la  flexion  et 

•rrr  *?  cy!”dre  aasti4ue  (non  bomoe^- si-  ~  ^ rj  „eutr: ir; 

““  ™‘*e  '  ct,1,,a'Je  Plus  av“  illi:  cependant  on  sail  bien  qlK,  dans  ce  cas  si 

nel:  To  8i0”  d',*  Sit""  Par  raPPOr'  “  '  d“  '  coincid,  1Z 

tihre  c  h  i  °  P  raPP°rt  a  aire  Pkne  n°n  homo^ne  obtenue  en  attribuant  aPeta  l’en- 
re  Sa,  des  densites  proportionnelles  a  Em  et  Ea. 

n  ..  -3‘  11  ma  Pay.U  qU>il  vaIflt  Ia  peine  d’essayer  la  valeur  des  hypotheses  de  la  theor.V 

«  1  aire’  “  ge,nerahsant  ses  hypotheses  en  d’autres  qui  representeraient  mieux  les  resultats 
essais  e  i  esistance  des  betons,  pour  confronter  ensuite  les  resultats  de  U  th'  •  t 
generale  ainsi  batie  avec  ceux  de  la  theorie  ordinaire  i)  *  the0ne  P’US 

servationT  ^  *uxh™oih^s  a)  et  b) :  notamment  a  l’hypothese  de  con- 

proorement  H  <.1°^  P  ^  et  de  parfaite  adherence  entre  beton  et  armature.  En  effet  c’est 

nombre  de  pa'raLtres^u  lieuTu^^  ^  deS  inCOnnUes  du  probIeme  a  un  certain 

toujours  *  Ibser^r^  —  <■*«  -rche 

-  r;; rr 

riences  les  moins  exactes/  01ctl0ns  P>  i  sont  spontanement  suggerees  par  les  expe- 

a),  b),  Z5  Z’enclZtonZ  ““  ?***  fa“rtih"b  ^  Ie  COmpI“e  dcs  hypotheses 

de  la  section  et  k  T  S°Ilidtation  e^erieure,  quelle  que  soit  la  forme 

du  probleme,  J qj dloZ7  ^  t0uj°UrsHeu  a  et  a  une  seule  solution 

essais  de  resistance  correspond  il  me  ^epi.e.Sente  de  la  manierc  Ia  Plus  hdele  les  resultats  des 

d* 

aVeC  k  demonstration  de  Pexistence'et  dTfStf  de  la'soluln  Z  lyst^e^ 


P  X/Lq)(S  +  f(S-f)<fSa; 

tJSa 

„  Jsa  '  *  ’ 

°  =  f  y,(E-S)JSa. 

T*  ,  .  VSa 


(•S) 


En  ecrivant  ces  equations,  j’ai  represente  rarTi,  '■  ... 

du  cote  oppose  a  0;  par  E  l’axe  d’annm  r  •  P  region  de  St  situee  par  rapport  a  / 

- ~  ,  P  5  dan°malle  mC°nnue  7  conduit  Par  O  normalement  a  Paxe 

R.  U«iv.  di  Ro^T^-^sS1?,  “  Cn™“to  a"“lto  [Emi  del  matmatico  dalla 
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limite;  par  E  la  distance  aussi  inconnue  du  centre  de  pression  a  l’axe  neutre;  la  troisieme 
inconnue  est  la  m  qui  intervient  dans  l’enonce  de  la  loi  de  conservation  des  sections  planes. 
II  reste  sous-entendu  que  si  l’axe  limite  toe  coupe  pas  la  section  du  beton,  P  coincide  avec 
1’entiere  -S'*  et  T  est  nul;  tandis  que,  dans  le  cas  contraire,  les  champs  d ’integration  P  et  T 
dependent  des  inconnues  E,  7. 

J’esquisse  le  procede  de  demonstration2),  parce  que  cela  donnera  lieu  a  mettre  en  evi¬ 
dence  quelques  circonstances  d’un  certain  interet.  J’appelle  Ga,  Gb  les  centres  de  gravite  de 
Sb;  z  le  nombre  positif  defini  par  liquation 


P  —  Sbp  [s]  +  Sa  Ea  £  : 

Gp  le  barycentre  des  deux  points  Ga,  Gb  respectivement  charges  des  poids 


Sb  p  [s]j  Sa  Ea  &  • 


simple. 

(£/>*]/) 

positii 


L’on  reconnait  facilement  que  si  0  coincide  avec  Gp,  on  se  trouve  dans  le  cas  de  pression 
Ce  cas  exclu,  faisons  co'incider  l’axe  positif  x  avec  le  rayon  OGpi  et  representons  par 
le  couple  orthogonal  d’origine  0  correspondant  a  la  valeur  i  de  1  anomalie  de  1  axe 
li.  On  demontre  que  si,  sans  changer  la  valeur  de  P,  on  laisse  disponible  la  position 


du  centre  de  pression,  pour  toutes  les  valeurs  de  i  entre - —  et  — ,  et  seulement  pour  dies, 

il  existe  une  sollicitation  du  cylindre  qui  simultanement  satisfait  aux  deux  conditions: 

1.  que  son  centre  de  pression  0£  appartient  a  la  droite 

2.  que  son  axe  limite  l£  est  normal  et  incident  a  l’axe  positif 

En  meme  temps,  on  etablit  que,  pour  chacune  des  sus-dites  valeurs  de  i  une  telle  solli¬ 
citation  est  unique:  et  que  l£  ne  differe  pas  de  l’axe  limite  correspondant  au  cas  ou,  en  laissant 
le  centre  de  pression  en  0,  on  reduise  la  section  symetrique  par  rapport  a  la  droite  £z*  en  im- 
primant  a  chaque  tranche  infinites imale  de  Sa  et  Sb  parallele  a  rji  une  translation  convenable 
suivant  la  direction  rj£- 

La  simple  infinite  de  points  0£  est  bien  celle  qui,  dans  la  theorie  ordinaire  est  exploitee 
par  les  techniciens  pour  la  reduction  du  probleme  du  cas  general  au  cas  symetrique:  c’est-a-dire, 
au  cas  particulier  d’une  section  pourvue  dJun  axe  de  symetrie  (orthogonale  ou  oblique)  et 
charge  sur  le  meme  axe. 

La  demonstration  du  theoreme  d’existence  et  d’unicite  s’acheve  en  etablissant  que  si 
i  croit  de  — -^-a-^-le  point  0£  decrit  une  courbe  fermee  en  partant  de  la  position  Gp,  et  en  y 

revenant  apres  s’etre  superpose  une,  et  une  seule  fois,  a  0  (pour  i  z=z  J). 

Dans  le  cours  de  la  demonstration,  on  etablit  une  certaine  relation  laquelle,  dans  le  cas 
particulier  de  la  theorie  ordinaire,  met  en  evidence  que,  parmi  toutes  les  sollicitations  2* 
le  maximum  de  la  pression  unitaire  en  0  correspond  a  la  sollicitation  de  centre  0. 

Mais,  en  restant  tou jours  dans  le  champ  de  la  theorie  ordinaire,  la  valeur  de  la  pression 
unitaire  en  0,  pour  chacune  des  sollicitations  2Z  est  proportionnelle  au  travail  de  deformation. 
Cela  suffit  pour  la  demonstration  d’un  theoreme  qui  rappelle  le  celebre  theoreme  de  Menabrea 
dans  la  statique  elastique  «Parmi  toutes  les  sollicitations  2Z*  le  maximum  du  travail  de  de¬ 
formation  correspond  a  la  sollicitation  de  centre  0.» 


2)  V.  A.  Signorini  «Un  teorema  di  esistenza  e  di  unicita  nella  statica  dei  materiali  poco  resistenti 
a  trazione»,  [Rend,  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  vol.  II,  serie  6a,  Roma,  I925]:  «Sulla  pressoflessione 
del  cemento  armato»,  [Annali  di  Matematica,  Milanb,  1927]. 
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deduire  de  sa  demonstration  un  **  ^  ^  ^  t0Ut  pGns6  a 

valeurs  correspondantes  des  maxima  rlc  r  •  <  •  P°U1  “  tr0IS  Inconnues  ft),  3,  /  et  les 

an  tel  precede  aurait  ete  trap  complete  too””  les  ““"j?"'?  da,,s  lcs  comUti°ns  tie  stability 
purement  theorique,  sa  .comple^Xare  m  d“  * 

de  1  expression  exacte  des  fonctions  experimentales  t  et  •  necessaire  intervention 

songer  i  deduire  des  diagrammes  des  essais  de  resistance ’  2*““?”  t'”'°n  ”  1>eut 

au  beton  non  arme.  Ce’  Si,ais  (lln  se  rapportent  toujours 

santes  a  1’egard  d?e  la  theod^gllerale^par  kZim)  d  ^  Con,dit.ions  de  *tabilit<£  suffi. 

non  pas  aux  donnees  effectives  de  la  question  mf^  ^  theon*.  ordinaire  rapportee, 

des  donnees  auxiliaires  deduites  des  donnees’ effectives  oarT^  aUXlI!aircs:  I)r«is£ment  a 
feraient  intervenir  que  des  elements  faciles  a  deduire  de  fnc  d  C°rreCtl°11S  S,'mples’  ^  ne 
essais  de  resistance.  .  ’  de  ^a<s°n  ceitame,  des  diagrammes  des 

pression  sort  intericurT  ifLcd™'"1”’  '’adjonction  de  «OTotMac  que  Ie  centre  de 

1'on  modifie  la  section’ d^Son  T  ,0”ChCr  ‘  SCC,i°"  *  rarm”e. 

parade, es  *  ,  e,  correspondantes  i  des  valeurs  negative”'  dl 

ordi„,ir?::;ii:::t:::m:ite :  °  -  -  « — •*-  *  -  «** 


au  moins  lorsqu’on  pose  F  —  p  t> 

4  pose  nm  -  E,  et  1  on  remplace  kt  par 


v4rife  u“Lk  s“ti0”  eff",iTe. 4 Kgard  de  la*  *h»r7e  Ztoir ^ par  ^ *'  " m&” se 

®ra,”me  un  P“  dotiteux  d”TfaLto‘,°^r>^”’rPl0i?!  'ldment  rdatif  “  tlia- 

■f  -  lequel  i,  est  taeiie  de  dbduire  *Z.Z  ^ 

“  moins,.  „„e  b„nM  Iimjte  ;  “  ““  Ta'CUr  **  aPP">chee,  o„, 

~  SSrUT —  —  - 

theorie  generale,  es.  pts'lTTeVqut^ |“1V limite  dC  daos  la 

Cette  Ire  partie  de  la  demonstration  est  '  1'  1  e  de  ^  dans  la  theorie  ordinaire, 

a  la  section:  tandis  que,  ensuite,  „  ^  d TiT^T  0  soit 

*  Ia  sect,0”'  dere  “  d  tm®ue  d<!  celui  que  0  soit  exterieur 

Lorsque  0  est  exterieur  a  1 

qui  permet  de  ramener  les  calculs  de  SrS°ana”rdaUt‘(d°Tr  cP.‘USie“r?  {ormts  *  la  correction 

e  a  ^eone  ordinaire:  parmi  lesquelles  il  y  en  a  un  ^  ^eorie  generale,  dans  le  domaine 
traction  du  beton,  se  reduit  a  l>aD-  qU1’  °rSqU’°n  n6gli&e  Ia  resistance  a 

aucune  modification  de  la  section}^  1SSCment  *  U  Chafge  effeCtive  dans  ^  rapport  ^  (sans 

de  la  theorie  ordinaire01^  ICS  Pr°Cedes  de  caIcuI  d*  la  theorie  generale  sont  ramenes  a  ceux 

vol.  II,  serie  6*,  Roma,  1925].  presSoflessione  delle  murature»  [Rend.  della  R.  Accademia  dei  Lincei, 
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Pour  elle,  on  possede,  comme  il  est  bien  connu,  plusieurs  procedes,  specialement 
graphiques,  de  determination  de  l’axe  limite:  c’est-a-dire,  de  l’element  qui,  dans  cette  theorie, 
conduit  immediatement  et  completement  a  la  resolution  du  probleme  de  la  flexion  et  compression. 

Un  procede  qui,  peut-etre,  parfois  pourrait  etre  prefere  par  ceux  qui  aiment  a  faire  usage 
des  machines  a  calculer,  decoule  du  theoreme  que  je  vais  enoncer  en  me  rapportant  tou jours 
au  cas  symetrique.  Soit  n  l’axe  neutre  de  l’aire  non  homogene  Sm  obtenue  en  attribuant  a 
Si  et  Sa  des  densites  proportionnelles  a  Em  et  Ea. 

Representons  ensuite  par  n'  l’axe  neutre  de  l’aire  non  homogene  S' m  deduite  de  Sm  en 
supprimant  la  region  de  S$  situe  par  rapport  a  n  du  cote  oppose  a  0,  et,  par  un  procede  iteratif, 
supposons  construite  toute  la  succession  d’axes  neutres  %3  n',  n",  .  .  .  wW ,  .  .  .  .  On  demontre 
que,  dans  tous  les  cas,  a  mesure*  que  r  croit,  l’axe  neutre  va  tou  jours  en  s  approchant 

de  0:  d’ou  Ton  deduit  tout  de  suite  qu’il  existe  une  position  limite  de  n<r)  .qui  ne  differe  pas 
de  l’axe  limite  de  la  section  initiale. 

Naturellement,  si  on  se  contente  de  connaitre  une  mince  tranche  dans  laquelle  soit 
compris  l’axe  limite,  le  procede  que  je  viens  d’indiquer  peut  etre  reduit  a  la  construction  d’un 
nombre  fini  d’axes  neutres.  * 

Et  cela  veut  dire  que  la  resolution  du  probleme  de  la  compression  et  flexion,  en  derniere 


analyse,  reste  tou  jours  ramene  a  la  construction  d’un  nombre  fini  d’axes  neutres. 


283 


Allgememe  Theorie  der  Wirkung  von  Querriegeln 
bei  zweirippigen  Bogenbrucken 

Von  A.  Hawranek,  Briinn 

“r 

F*"  d““ 


1 


J nbb.l: 


n 


—  -  «*  ■  *  - 

nehmhch  aus  zwei  ebenen  Tragwerken  bestehen  Tdn^  H°CKhbaUeS  wiedeWeben,  die  vor- 
S,Ct  “  C^nspruchung:  -ad.  da,  folgenda,  S“  *“““ 

A"8emeine  Th60rie  *  VCrbM“nt  ~  mlt  nehreren  0uerrle8e|„ 

metrische  Anlagfl^  Tragwlk^leine!  Oulrie  f^f6™886  der  wire!  eine  sym- 

wohl  aus  den  gewonnenen  Gleichungen  die  alleemefn  Uf  ^  Querbelastung  angenommen,  wie 
angeschrieben  werden  konnen.  Die  beiden  BoL  •  ^  Symmetrische  Belastung  sofort 

beliebig  geformt,  die  Querriegel  an  die  Bn  PP.™ ,8md  an  lhren  Enden  eingespannt  und 

konstruktion  wird  die  Windb£tung  auf  d  Von  der  Lhrbahn- 

Hangesaulen  nicht  biegungssteif,  was^eine  Au^bikl0^611  .n1^^  dberVagen  2) ;  eS  sind  also  die 
Betomerung  entspricht.  Aufierdem  sollen  alle  T  ,^UndeiSen  oder  einer  nachtraglichen 

“nee°  d"  Mcke  (B^swtagep)  wade„  L“gS- 

22  W'E““&S«h„,  Bali. 

1918,  sowie  Beton  und  Eisen  1018  E  bogenbrucken*.  Osterr.  Wochenschr.  f  d  off.  Bau- 

)  S*he  SchluBnote  fa  da  ZM^faJ^  Ealto'tblS^'”08  “ 
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In  Abb.  2  ist  das  rdumliche  System  bei  Querbelastung  wiedergegeben.  Die  beiden  Bogen 
I  und  II  sind  durch  Windkrafte  Wv  W2  in  den  RiegelanschluBpunkten  i,  2  . .  i'  2! .  .  belastet. 
Jeder  Bogen  soli  auBerdem  lotrechte  Lasten  Pv  P2,  die  aber  symmetrisch  angenommen  werden, 
tragen.  Die  Riegel  sind  behufs  Losung  der  Aufgabe  in  ihren  Mitten  durchschnitten.  Dort 


werden  je  6  statisch  unbestimmte  GroBen  angebracht,  und  zwar  3  Krafte  X,  Y,  Z,  drei  Momente 
X',  Y'}  Z'.  Sie  erhalten  den  jeweiligen  Zeiger  des  Riegels.  Die  Momente  sind  vektoriell  dar- 
gestellt,  ihr  Drehungssinn  ist  gegen  den  zweispitzigen  Pfeil  gesehen,  rechts  drehend,  positiv 
angenommen. 

Als  statisch  unbestimmtes  Hauptsystem  wird  der  eingespannte  Bogen  angenommen, 
dessen  statische  GroBen  und  Verschiebungen  fur  Belastungen  durch  Krafte  und  Momente  in 
seiner  Ebene  bekannt  seien. 

In  diesem  Falle  sind  bei  symmetrischer  Anordnung  und  n  Riegeln  3  (n  —  1)  +  3  Un- 
bekannte  zu  berechnen,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist  und  3 n  bei  geradzahligen  n. 

1.  F ormanderungen  des  Bogens. 

a)  Im  Hauptsystem,  bei  durchschnittenen  Riegeln,  ergeben  sich  in  irgend  einem  Bogen- 
punkte  die  Formanderungen  infolge  der  gegebenen  Belastungen  W1JW2,PVP2  nach 
Abb.  3  fur  die  Bogen  I,  II 


wagrechte  Querverschiebungen  Sn 
lotrechte  Verschiebungen  tji  yjn 

Verdrehungen  um  eine  wagrechte,  in  der  Bogenebene  liegende  Achse  xi  Xu 
Verdrehungen  um  eine  lotrechte  Achse  pj  pn 
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b)  Bei  Beseitigung  der  aufieren  Angriffskrafte  sind  die  wagrechten,  lotrechten  Ver 

schiebungen  und  Verdrehungen  eines  Bogenpunktes  m  in  der  Tragwandebene  infoW 
einer  in  n  angreifenden  §e 

lotrechten  Last  V  =  i  q 

wagrechten  Last  H  =  i  ■q" 

eines  Momentes  M  =  i  yf" 

c)  Im  eingespannten  Bogentrager  sind  die  wagrechten  Quervcrschiebungeu,  die  wag 
rechten  Querverdrehungen  (um  eine  wagrechte  Achse),  die  lotrechten  Querver- 
drehungen  (um  eine  lotrechte  Achse)  in  m  fur  eine  in  n  angreifende 

Querlast  '  p=I  S'  x'  p' 

fiir  ein  wagrechtes  Moment  —  i  (Vektor  wagrecht)  5"  p’ 

fiir  ein  lotrechtes  Moment  Mz  =  i  (Vektor  lotrecht)  S'"  x'"  p'" 

Beide  Vektoren  in  der  Tragwandebene. 

Alle  Formand erungen  erhalten  noch  den  Doppelzeiger  m  n  (m  Ort  der  Form- 
anderung,  n  Lastort). 

Weil  es  sich  bei  Windvollast  um  eine  symmetrische  Hauptbelastung  handelt 
sollen  alle  Formanderungen  fiir  zwei  symmetrische  Wirkungen  gelten. 

Zur  Ermittelung  aller  notwendigen  Formanderungsgroflen  bei  Querbean- 
spruchungen  sind  die  notigen  Formeln  im  Abschnitt  III,  Seite  70,  die  zur  Bestim- 
mung  von  EmfluBlmien  dieser  GroBen  notwendigen  rechnerischen  und  zeichnerischen 

Wege  in  Abschnitt  IV,  S.  75,  in  dem  schon  erwahnten  Buche  angegeben;  hier  gelten 
sie  als  gegeben. 

Formanderungen  der  Riegel . 

Wir  bezeichnen  die  Querschnittsflache  eines  Riegels  mit  Fv  das  Tragheitsmoment 

,ar  die  lotrechte  Achse  '• 

man  dif  *  SP“'  Verdrehu”S  des  R“e<*  «r  ™  Drehmomcnt  X’  =  ,,  so  erhalt 
Gesamtverdrehung  der  Riegelhalfte  X'  a  ft 

die  Zusammendriickung  in  der  X-Richtung  ~ 

EF 

Fur  die  Wirkung  der  lotrechten  Kraft  Y  an  der  Schnittstelle 
die  lotrechte  Verschiebung  ■  ^ 


1,  so  erhalt 


*  die  Verdrehung 
Fiir  die  Wirkung  des  Momentes  Z' 

die  lotrechte  Verschiebung 


Ya3 

Ya3 

Z •  d ! 

. 
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Fur  die  Wirkung  der  wagrechten  Kraft  Z 


die  wagrechte  Verschiebung 


die  wagrechte  Verdrehung 


Za3 

3 

Za 2 


Fur  die  Wirkung  eines  wagrechten  Moment es  Y' 

Y'  a* 


die  wagrechte  Verschiebung 
die  Verdrehung 


2E% 

V  a 

E% 


Sollten  die  Riegel  einen  veranderlichen  Querschnitt  haben,  so  sind  die  beziiglichen 
Werte  aus  der  Biegelehre  ableitbar. 

Fur  den  rechteckigen  Querschnitt  des  Riegels  mit  der  Breite  b  und  der  Hohe  h 
ist,  wenn  h  b,  der  spez.  Verdrehungswinkel 


3-645—  0,06 


h\ 


(b2  +  h2) 
^  b%  h? 


Ist  h  b}  so  ist  im  ersten  Klammerausdruck  h  und  h  zu  vertauschen.  G  ist  der.  Gleit- 

j 7 

modul;  _  ist  2.2  —  2*3  fur  Bet  on  zu  setzen.  Fur  Ausfuhrungen  in  Bisen  kann 
G 

naherungsweise  nach  Foppl  fiir  Querschnitte,  die  aus  diinnen  Rechtecken  zusammen- 
gesetzt  sind  (I-Trager,  Blechtrager  mit  den  Einzellangen  b  und  Dicken  h),  gesetzt 
werden 


gZb  h* 

Neuere  Ergebnisse  fiir  verschiedene  and  ere  Querschnittsformen  finden  sich  in 
Weber;  Die  Lehre  der  Drehungsfestigkeit.  Forscherarbeiten  auf  dem  Gebiete  des 
Ingenieurwesens  1921,  Nr.  249,  S.  68. 


3.  Aufstellung  der  Gleichungssysteme. 


Mit  den  ermittelten  Formanderungen  des  Bogens  und  der  Querriegel  konnen  die 
Gleichungen  aufgestellt  werden.  In  denselben  ist  auf  das  Vorzeichen  der  Formande¬ 
rungen  keine  Riicksicht  genommen,  letztere  ergeben  sich  bei  der  Berechnung  der  Form¬ 


anderungen  selbst. 

Es  werden  also  fiir  jede  Riegelschnittstelle  die  Gesamtverschiebungen  bezw.  Ver- 
drehungen  Null  gesetzt  und  ergeben  die 

Gleichungsgruppe  I  fiir  die  Verschiebung  in  der  V-Richtung 
II  Y- 

))  ±x-  >j  a  >>  >>  x  » 

f)  HI  >)  11  )j  a  )>  ,, 

„  IV  ,,  „  Verdrehung  um  die  X'-Achse 


>> 


V 

VI 


)) 


}}  >1 


F'- 

Z'- 


ff 

>) 


Die  Gleichungen  sind  in  dem  folgenden  Gleichungsschema  Seite  288  derart  einge- 
tragen,  daB  jede  VerschiebungsgroBe  mit  der  in  der  Kopfzeile  eingetragenen  Unbe- 
kannten  zu  multiplizieren  ist.  In  der  Endkolonne  sind  die  von  den  Unbekannten  freien 
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iSchzma  (Ms  97tzicf2izng>sfgslzznGs  fur  6-symm.gefegr<zz2e  Quarrfa&& 


A.  HAWRANEK,  B  RtfNN 


Glieder  angegeben;  alle  sind  mit  dem  Faktor  -i-  zu  multiplizieren.  Die  Formanderungen 

sind  mit  dem  E-fachen  Wert  eingesetzt,  wobei  noch  zur  Abkiirzung,  wenn  a  die  halbe 
Riegelbreite  ist, 


_  a  _  a  _  a  _  a  _  a 

ai~y1>  c~y 

gesetzt  wurde. 

Nach  diesem  Gleichungsschema,  das  fiir  6  symmetrisch  angeordnete  Riegel  auf- 
gestellt  ist,  laBt  sich  unschwer  jenes  fiir  eine  beliebige  Zahl  von  Riegeln  iibersichtlich 
anschreiben. 

Handelt  es  sich  um  eine  ungerade  Anzahl  von  Querriegeln  und  bezeichnen  wir 
den  mittleren  mit  3,  dann  verschwinden  fiir  diesen  die  Unbekannten  Z3,  X'z,  F'3;  es 
entf alien  also  die  Gleichungen  (9),  (12)  und  (15).  AuBerdem  erhalten  alle  Form- 
anderungsgroBen  fiir  diesen  mittleren  Riegel  bezw.  fiir  die  RiegelanschluBstelle  den 

Faktor  — . 

2 

Nach  dem  MAXWELLschen  Satze  von  der.  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen 
bezw.  Verdrehungen  sind  die  symmetrisch  zur  rechtsfallenden  Diagonale  im  Gleichungs¬ 
schema  gelegenen  Formanderungen  gleich  und  zwar: 

6  nr  r  5 .ft  r  nr  rtr  1 1  r  w  rff  ytr 

—  p  ,  0  —  T  ,  p  —  T,  7]  —  q  —  t 

Benotigt  werden  die  EinfluBlinien  der  Formanderungen  in  der  Tragwandebene  fiir 
>]',  und  quer  zur  Tragwandebene  fiir  S',  5",  o;",  p,r,  pfn . 

Sind  nur  wenige  Querriegel  vorhanden,  so  ist  das  Zeichnen  der  EinfluBlinien  fiir 
die  Formanderungen  nicht  notig;  man  rechnet  nur  die  Verschiebungen  bezw.  Ver¬ 
drehungen  fiir  die  AnschluBstelle. 

4.  Erorterungen  des  Gleichungssy stems. 

Da  in  dem  angenommenen  Belastungsfall  (Pv  P2,  Wv  W2)  die  von  den  Unbe¬ 
kannten  freien  Glieder  alle  von  Null  verschiedene  Werte  haben,  konnen  die  (im  vorliegen- 
den  Falle)  18  Unbekannten  aus  den  18  Gleichungen  bestimmt  werden.  Nun  zeigt  das 
Gleichungsschema  ganz  deutlich  die  Spaltung  in  zwei  von  einander  unabhangigen  Haupt- 
gleichungssysteme  {A,  B )  mit  je  9  Gleichungen  und  je  9  Unbekannten,  eines  fiir  Ver¬ 
schiebungen  bezw.  Verdrehungen  in  X,  Y'}  Z',  das  wir  A  nennen,  das  andere  in  Y,  Z,  Xr 
(B  genannt).  Auf  diese  Tatsache  hat  schon  Engesser  hingewiesen.  Hier  erscheint  sie- 
durch  das  algebraische  Gleichungsbild  ersichtlich.  An  der  Hand  schematischer  Glei- 
chungsdarstellungen  sollen  verschiedene  Belastungen  beriicksichtigt  werden. 
a )  Lotrechte  Belastungen  P±,  PT 

Wirken  nur  lotrechte  Belastungen  Px,  P2  allein,  welcher  Fall  einer  Langsstreifen^ 
belastung  einer  Briicke  oder  im  besonderen  Falle  einer  Belastung  der  halben  Brucken:- 
breite  entspricht,  so  verschwinden  die  Glieder  der  letzten  Kolonne  (Endglieder)  fiir  ®e 
Formanderungen  des  Hauptsystems  in  der  Querrichtung  X ,  Y'}  2'  (Gleichungsgruppe^A) 
und  zwar  Si,  pi,  Ti  (Sh,  pn,  xn),  dann  sind  die  beziiglichen  Gleichungen  homogen.  Da 
die  Nennerdeterminante  bei  diesem  steifen  Tragwerke  von  Null  verschieden  ist,  sind  alle 
GroBen  X ,  Yf,  Z'  Null.  Es  bleibt  nur  das  zweite  Gleichungssystem  B  iibrig,  in  welchem 
die  von  den  Unbekannten  freien  Glieder  nur  Formanderungen  in  der  Tragwandebene  ent- 
halten:  yjh  £r,  (tjh,  ?ii)  •  Aus  diesen  Gleichungen  sind  dann  die  Y,  Z,  X'  zu  berechnen. 
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Sind  endlich  die  beiden  Bogenrippen  gleich  belastet  1\  —  so  werden  all 
rechten  Gleichungsseiten  Null  und  damit  auch  alle  Unbekanntcn,  so  dafl  in  diesem  Fa/ 
die  Querriegel  unbeansprucht  bleiben.  Ie 

b)  Biegung  der  Querriegel  infolge  ihrcs  Eigengewi chics. 

Wollte  man  die  Biegung  der  Querriegel  in  lotrechten  Ebenen  infolge  ihres  Eirni- 
gewichtes  berucksichtigen,  so  ist  dies  gleichfalls  moglich.  In  den  Gleichungsgruppen  II 
und  III  sind  die  von  den  Unbekannten  unabhiingigen  Werte  zu  andern. 

Bezeichnet  man  zu  diesem  Zwecke  mit  g  das  Gewicht  des  Riegels  pro  Langenein- 

heit)  so  wird  das  Hauptsystem  am  AnschluBpunkt  durch  das  Moment  Mx  -£f!bean- 
sprucht;  die  Winkelanderung  des  Bogens  urn  eine  wagrechte  Achse  ist  £-£•?,  da  der 
Riegel  selbst  eine  Winkelanderung  an  der  Schnittstelle  von -g^erfiihrt,  so  ist  die  gauze 

PAz.  - _  •  TW  •  *'1 


Querverdrehung  einer  Riegelhalfte 


L1L  T"  l.  &  a 
2  ^  $EJ 


(x"  -f-  <0 


Gleichung  II  ^  ^  d“  V°n  den  Unbeka««ten  frcien  Gliedes  in  der 

Fiir  die  Gleichungsgruppe  III  ist  dieses  Glicd  9g  ~  JLf!  p" 

c)  Wirkung  einer  Wdrmcausdehnung  der  Riegel. 

Erhoht  sich  Warme  der  Querriegel  gleichmaflig  urn  t  °  Cels.,  so  bewegen  sich 
die  Bogenrippen  des  Hauptsystems,  wenn  sie  gleichfalls  eine  Warmeandcrung  erfahren,  in 
lotrechten  Ebenen;  daher  werden  pi  =  pn  =  Xl  =  XlI  =  0  (Gleichungsgruppe  V,  VI), 
nur  die  Schmttenden  der  Riegel  bewegen  sich  wagrecht  um  8t  =  2  e  t  a 
In  der  Gleichungsgruppe  I  ist  dann  in  der  letzten  Kolonne 

=  Eb  ia 

zu  setzen  und  mit  Gleichungsgruppe  V,  VI  aufzulosen. 

d)  Wagrechte  Querlasten  Wv  W2. 


Beim  Fehlen  von  lotrechten  Lasten  (P 


wnnrlPTi  ••  ,  i  —  -1  2  —  °)  verschwiiiden  alle  in  den  Trag- 

wa„Je»  gelei-eno,  Forman<leru„Bsgl-5Ben  des  Hauptsystems  in  der  letzten  Kolonne  (End- 
gheder)  fur  die  Wirkungen  X',  Y,  Z  (B)  ' 

>Ji  =  &  =  &  =  o  (rjU  —  =  £t[  _  Q) 

In  diesem  Falle  sind  jedoch  nur  die  Endglieder  der  Gruppe  IV  Null  iene  der 
Gruppe  II  sind  a  („  +  XlI),  der  Gruppe  III  sind  *  (pi  +  pn)  ’  J 

die  Praxis  vnbir130  ^  ^aupfeichunSsSmppen  A,  B  aufzulosen.  Nun  geniigt  es  fur 
die  Praxis  vollkommen,  auch  mit  Riicksicht  auf  die  heute  noch  nicht  sranz  Jkliirte  Wind- 

wirkung  auf  die  hmtern  Bruckenhaupttrager,  den  Winddruck  auf  beide  Hauptbogen  gleich 
grofi  anzunehmen.  Es  ist  also  nun  Wx  =  Wv  nauptoogen  gleich 

If  d‘e  R“  "Ung  ‘"S°fem'  SlS  dk  ^“Snderungen  quer  am 
EnSrfe'  de 'n  ,  H“P“rieer  ”  Hauptsyeteme  gleich  groB  werden  und  alle 
Endglieder  des  Gle.dtungsschema,  .welch.  Differenzen  von  S,  p,  ,  enthalten.  Null  werden. 
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Es  ist 

Sn  —  St  =  o 

pi  —  pu  =  o 

Tn  —  Tr  =  o 

Damit  ist  die  Hauptgleichungsgruppe  A  homogen  und  alle  X ,  Y',  Z'  werden  Null. 
Es  ist  dann  nur  die  Gleichungsgruppe  B  aufzulosen. 

Sind  zwei  symmetrische  Riegel  angeordnet,  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen 
mit  X',  Y}  Z: 

F(*2  X"  +  IX  +  tf)  +  Z*  T"  +*’ ■*"+**  =  o 
y  #  P"  +  z  p'"  +  -A  +  r)  +  x’  r  + « Pi = o 
rc  +  («a-  +  c")  =  o 

e )  V ereinfachungen. 

Da  die  Verdrehungen  der  Riegel,  namentlich  wenn  sie  schwach  ausgebildet  werden, 
gegeniiber  den  andern  Wirkungen  Y,  Z}  zuriicktreten,  kann  man  naherungsweise  die 
Xf  —  o  setzen. 

Fiir  zwei  symmetrisch  gelegene  Riegel  lauten  dann  die  Gleichungen  mit  den  zwei 
Unbekannten  Y ,  Z; 

Y  (a2  x,T  -j — — [-  7],SJ  -f-  Z  a2  x"  -j-  a  ti  —  o 

k  a2  p"  -f-  Z  [a2  p'"  -f-  . . y  +  -j~  a  pi  =  o 

Sind  die  statisch  unbestimmten  GroBen  aus  den  Gleichungen  gerechnet,  so  lassen 
sich  die  Schnittkrafte  des  Bogens  (Hauptsystem)  im  Scheitel  ermitteln  und  daraus  die 
Biegungs-  und  Drehmomente  des  Bogens  sowie  dessen  Beanspruchungen  bestimmen. 

5,  Zweckmaflige  Lage  der  Querriegel. 

An  der  Hand  der  tatsachlichen  Biegungs-  und  Drehmomente  (M‘  )  in  den 

Bogenpunkten  bei  Anwendung  von  Querriegeln  und  den  bezw.  M°/r-Werten  fiir 

den  gleichen  Bogen  ohne  Querriegel  laBt  sich  bei  ziffermaBigen  Auswertungen  der  Ein- 
fluB  der  Querriegel  erkennen. 

In  Abb.  4  sind  diese  Momentenwerte  fiir  eine  Bogenbrticke  mit  5  Querriegeln  wieder- 
gegeben  (aus  «Bautechnik»  1923,  S.  488,  Nakonz,  Kanalbrucke  bei  GroB-Wusterwitz). 
Es  werden  durch  die  Riegel  in  den  Biegungsmomenten  der  Bogen  Ersparnisse  von  52,6  % , 
in  den  Drehmomenten  von  80  %\  erzielt.  Die  Endriegel  in  den  Viertelpunkten  des  Bogens 
reiBen  den  groBten  Momentensprung  an  sich;  im  Kampfer  werden  die  Biegungsmomente 
des  Bogens  um  33  %  kleiner. 

Bei  andern  Briicken  mit  nur  2  Querriegeln  in  den  Viertelpunkten  wird  das 
Kampferbiegungsmoment  sogar  um  44  %  kleiner;  die  Ersparnisse  in  den  Momenten- 
flachen  fiir  Biegung  und  Verdrehung  bewegen  sich  ungefahr  in  den  gleichen  Grenzen. 

Die  Anordnung  von  wenigen  Querriegeln,  etwa  in  den  Viertelpunkten,  ist  be- 
sonders  giinstig,  weil  dort  der  Bogenquerschnitt  gewohnlich  nicht  ausgenutzt  ist.  AuBer- 
dem  sind  die  Biegungsmomente  im  Scheitel  klein. 
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Nur  in  Fallen,  wo  die  freie  Bogenlange  mit  Riicksicht  auf  das  Knicken  zu  grofl 
ist,  waren  noch  Zwischenriegel  anzuordnen,  aber  nicht  im  Scheitel,  was  in  einer  andern 
Abhandlung  untersucht  wird.  ™ 

6.  Querschnittsformen  der  Riegel. 

In  der  Abb.  5  findet  sich  eine  Zusammenstellung  der  statisch  unbestimmten  Riegel- 
krafte  YZ  fur  eine  Briicke  mit  2  Riegeln  in  den  Viertelpunkten. 

jBiegurtqs  momenta 

XI  ^  E  T  W  W  W 
$|  tffiornenteitfJtche  :  jgj.  *<S666?m* 

9&i>  7C  ixiKs2-6~u  V077&& 


Verdrehit  Tthsmomkn  ti . 


9Korz>zntenfzAche  3K&  .  J&~3So-j>o 
,  WomenterifiAche  -  7o  rsiaf 

<fo%vai7J%£ 

Abb.  4 


- - J-  /4<jrg 


I  I 

‘Sctien&p*  *4%q  3c/3o  VSfcZ 

f 


Abb.  5 


et  Um  den  Einflu6  des  Riegelquerschnitts,  und  zwar  der  GroBe  wie  der  Form  auf 

YZ  ZU  Zdgen’  Sind  ™  q-dratische  Riegel- 

I'  n  “  die  GrM“  K  ”2  Z  gerechnet,  L 

und  RiegdbeampJclmgmt^sL^ZT^t  ^ 

Kraft  viel  <rrnfW  t„  ■  t  ,  Sen‘  Hiebei  lst  der  Euiflufl  auf  die  wagrechte 

Abszissen  die  static  “T  graphlSCh“  Darstellung  sind  die  Seitenlangen  der  Riegel  als 
Abszissen,  die  statlsch  unbestimmten  GroBen  FZ  als  Ordinaten  aufgetragen.  . 
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Auch  die  untersuchten  rechteckigen  Riegelquerschnitte  65  X  95  cm>  einmal  Hegend, 
das  andere  Mai  stehend  angeordnet,  haben  groBere  Werte  der  statisch  unbestimmten 
GroBen  zur  Folge  als  quadratische  mit  der  kleineren  Seitenlange. 

Anderseits  sieht  man,  daB  bei  der  Wahl  von  rechteckigen  Riegel-Querschnitten 
jene  Anordnung  mit  groBerer  Breite  und  kleinerer  Hohe  zweckmaBiger  ist  als  die  um~ 
gekehrte,  da  erstere  kleinere  F-  und  Z-Werte  liefert. 

AuBerdem  ist  aus  dem  Schaubild  zu  entnehmen,  daB  die  Z-Werte  wesentlich  groBer 
sind  als  die  F- Werte,  was  sich  auch  in  anderen  Fallen  ergibt. 

Hervorgehoben  soil  werden,  daB  es  naturlich  unzulassig  ist,  nur  die  F-GroBen 
aus  einer  Gleichungsgruppe  ohne  Riicksicht  auf  die  anderen  Unbekanriten  zu  losen,  oder 
die  Z-GroBen  unabhangig  von  den  anderen  Unbekannten  zu  ermitteln,  denn  diese  Werte 
beeinflussen  sich  gegenseitig. 

FaBt  man  die  Erwagungen  zusammen,  so  gelangt  man  zum  SchluB,  daB  es  am 
wirtschaftlichsten  ist,  so  wenig  Querriegel  als  moglich  bei  Bogen  mit  aufgehangter  Fahr- 
bahn  anzuordnen.  Die  Lage  ungefahr  in  den  Viertelpunkten  ist  am  zweckmafiigsten.  Im 
Scheitel  sind  Riegel  von  geringerm  EinfluB,  daher  ihre  Anordnung  dort  nicht  zweck- 
maBig,  auBer  in  Fallen,  wo  die  freie  Bogenlange  mit  Riicksicht  auf  das  Knicken  zu 
groB  ist. 

Was  den  Riegelquerschnitt  betrifft,  so  erhohen  starke  Riegel  die  Steifigkeit  des 
Bogens,  erfordern  aber  eine  starke  Zusatzbewehrung  des  Bogens  und  Riegels.  Kleinere 
Querschnitte  sind  also  wirtschaftlicher,  und  wenn  man  zu  Riegel  mit  rechteckiger  Form 
greift,  ist  die  flache  Lage  des  Rechtecks  giinstiger  wegen  der  iiberwiegenden  Z-Krafte. 

Sind  die  Hangesaulen  mit  der  Fahrbahn  und  dem  Bogen  steif  verbunden ,  so 
lassen  sich  die  im  Hauptsystem  auftretenden  Momente  fur  Querbelastung  nach  dem 
Buche  « N ebenspannungen  von  Eisenbetonbogenbriicken»  mit  Hilfe  der  S.  121  ange- 
gebenen  5  Momentengleichungen  bestimmen,  so  daB  auch  fur  diesen  2.  Hauptfall  die 
Losung  gegeben  ist. 
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Die  seitliche  Knicksicherheit  halboffener  Bogens 
brucken  bei  Fehlen  einer  elastischen  Querstutzung 

Von  R.  Mayer,  Mannheim 
(Hiezu  Tafel  X) 

P'-obUmsUtunr.  Nicht  taner  gelingt  es>  bei  Bogenbrucken  die  Tragwiinde  „„„ 
eiti.ches  Auskmcken  in i  der  bei  oitenen  Briicken  iiblicben  Weise  dadurdi  zu  s.cLn,  daB  man 
d.e  Querverbande  zu  .hr.r  elastischen  AbstUtzung  heranzieht.  Letzterc  werden  a  1  7 
nebmender  Hohe  des  Bogens  abet  der  Fahrbahn  zum  mindesten  im  quadratischen  Verhahn 
zu  dieser  Hohe  nacbgiebiger  and  zur  Stutzung  ungeeigneter;  aaeb  ka  aammKch 
fnhrung  ElSenbeto„  die  Herstellnng  einer  steifen  Eiiverbimlung  zw  ^hT  ^  HW  7 

lieh  TT  Tn  ft  k0“Struk,i™  Scbwierigkeiten  stoBen;  bei  weitgeipanmen  Br  i  T^d” 
h  r*  d“  ^ahrbah”  Mnungsfugen  unterbrochen  wcrde,,.  deren  seitlicb  S„" ,  7 

ir  r  m  ^ 

sammenwirken  ,„it  den  T  a„a„d“  anorcta«'  d'r  Cl“rCh  Sei"  s,a,iscte  Z“‘ 

nagende  seitliche  Stalilia  ^T^-T  £7“!“  ^  ”dd’“  ^ 

■gegliederten  DruckstahT  deT.  ,  b,'den  ,Ian”  niit  dem  Querverband  einen 

T  **rmm.sma *« Art  dadurd' 

dem  EinfluB,  den  die  Mindestdurchfnhrtsl  \  *  ®°^ena^hse  gekruninit  SIIui  und  daB,  je  nach 
teilung  ungleich  und  seine  Ouerv*  K  1^°^  aUf  ^  Entwurfs^esta,tung  ausiibt,  seine  Feld- 
konnen.  Gefragt  wird  nach  derie  *■  m  UI1lge?j:^n  verscIlieclenen  Stellen  verschieden  stcif  sein 
seitlich  ausknickt  "  ^  gIeichfo™^  ^elastung  der  Briicke,  bei  welcher  sie 

voraus,  dTe7 KjhnpRrtZinn Kuge  wf  ^  flaChe’  naCh  der  Stiitzlinie  gewolbte  Bogenbriicke 

****  ***  und  deren  Querverband  aus  in  beiden 

Querriegel  sefen  Q“frri?dn  besteht'  Die  Queradmittc  der 

heitshauptachsen  nach  der  Taneente  T nT  ®U®mege  s  unveranderhch  und  mit  ihren  Triig- 
der  Tangente  und  Normalen  des  Bogens  orientiert  i).  Die  Zahl  der 
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Knotenpunktslasten  sei  so  groB,  daB  mit  einer  gleichformigen  Belastung  der  Bogensehnen 
gerechnet  werden  darf. 

Wir  beziehen  die  Britcke  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  OXYZ,  dessen  Lage 
aus  Abb.  I  hervorgeht.  Seien 

E,  G,  m  Elastizitats-,  Gleitmodul  und  Poissonsche  Zahl  des  Baustoffs, 
p  die  Belastung  der  Langeneinheit  der  Sehne  einer  Tragwand , 

H  der  Horizontalschub  der  ganzen  Brucke , 
y  der  Winkel  der  Bogentangente  mit  der  XY-Ebene , 

A  cpr  =  cpr  —  cp  der  Unterschied  der  Winkel  cpr  am  r.  Knotenpunkt  und  an  beliebiger  Stelle, 
7X1  das  Biegungsmoment  der  ganzen  Brucke  beim  Ausknicken, 

2)  das  Torsionsmoment  der  ganzen  Brucke  beim  Ausknicken, 

M3  D  die  entsprechenden  Momente  fiir  eine  Tragwand, 

F'j  J  Querschnittsflache  und  Tragheitsmoment  einer  Tragwand  bezuglich  der  Bogennormalen, 
T  die  Torsionsfunktion  eines  Tragwandquerschnitts,  definiert  durch  die  Drallbeziehung 

db  _  D 
d\  —  GT* 

F",  X}  Y  Querschnittsflache  und  Tragheitsmoment  des  Querriegelquerschnitts  bezuglich  Bogen¬ 
tangente  und  Bogennormale, 

U}  V  Querkraftskomponenten  in  Querriegelmitte  in  Richtung  von  Bogentangente  und  Bogen¬ 
normale, 

£  Abscisse  eines  Stabquerschnitts,  bei  den  Tragwanden  vom  Knotenpunkt  mit  der  kleineren 
Ordnungsziffer  ab,  bei  den  Querriegeln  von  deren  Mitte  ab  gemessen. 

Die  Bogen  mogen  unter  der  Last  p  seitlich  ausknicken  mit  dem  Pfeil  fk,  so  ist  die 

Gleichung  der  Knicklinie  einer  Tragwand  y  =  fk*sin—j-.  Beim  seitlichen  Ausknicken  treten 

(und  hierin  unterscheidet  sich  das  vorliegende  Problem  in  bemerkenswerter  Weise  von  dem  des 
ebenen,  gegliederten  Druckstabes)  die  Lasten  p  mit  den  Bogen  in  gleichem  MaB  aus  ihrer 
friiheren  Wirkungsebene  heraus,  so  daB  das  Tragwerk  sowohl  auf  Biegung  als  auch  auf 
Torsion  beansprucht  wird. 

Die  Lichtbilder,  Abb.  2  und  3  (Tafel  X),  zeigen  die  statische  Wirkung  des  Systems  hier- 
bei  sehr  deutlich;  sie  sind  Aufnahmen  von  Kartonmodellen  unter  kritischen  Lasten.  Man  erkennt 
an  dem  Modell  Abb-  2,  dessert  Querriegel  so  angeordnet  sind,  daB  sie  gegen  Verbiegung  in  Rich¬ 
tung  der  Bogennormalen  geringen  Widerstand  bieten,  die  Verwindung  der  Tragwande  und  die 
S-formige  Verbiegung  der  Querriegel,  welche  der  Torsion  der  Tragwande  entgegenwirken; 
bei  dem  Modell  Abb.  3,  dessen  Querriegel  nach  der  Bogentangente  leicht  verbogen  werden 
konnen,  werden  die  Tragwande  wesentlich  auf  Biegung  in  Anspruch  genommen  und  hierbei 
durch  die  nunmehr  in  anderer  Richtung  in  Mitleidenschaft  gezogenen  Querriegel  entlastet. 

Aeufiere  Krdfte :  Zu  ihrer  Ermittlung  betrachten  wir  das  ausgeknickte  System  Abb.  1 
mit  den  Bogenlasten  p  und  br ingen  in  deren  urspriinglichen  Wirkungsebenen  noch  das  Gleich- 
gewichtssystem  der  aus  -j-  p  und  — p  bestehenden  Lasten  an.  Die  angreifenden  Krafte  zer- 
f alien  dann  in  eine  Drehungsgruppe ,  bestehend  aus  den  Kraftepaaren  py .  dx  mit  den  zu  ihnen 
gehorigen  Auflagerreaktionen  der  Brucke,  und  eine  Biegungsgruppe,  bestehend  ausi  den  Lasten 
p  und  den  zu  ihnen  nach  der  gewohnlichen  Bogentheorie  gehorigen  Kampferreaktionen. 
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3 


m 


Bezeichnet  man  mit  R 

a 

Bruckenlagers,  so  ist  aus 


•  R.  die  zur  Drehungsgruppe  gehorigen  Reaktionen  eines 


i  i 

;»  TU  "t*  4. 

py-dx—  2p-fk-\  sin  —j—  •  dx  =  ~P  fj 


2  .  ,  l 
—p  4  •  T- 


Im  Schnitt  x  wird  damit  das  Torsionsmoment  fiir  die  gauze  Briicke 


$  =  Ra  'h  — 2  \P  4  sin  “T 


,  j*  j  7ZJI 

-.pftl.cos-j- 


Dasselbe  kann  in  zwei  Komponenten  zerlegt  werden  2  =  I) .  cos  cp  =  —  •  p  f  l  >  cos  — —  .  cos  m 


welches  um  eine  zur  Bogentangente  parallele  Achse  dreht  und  den  Bogen  verwindet,  sowie 
2  •  sin  <p,  welches  um  eine  zur  Bogennormalen  parallele  Achse  dreht  und  den  Bogen  verbiegt. 

Die  zur  Biegungsgruppe  gehorigen  Krafte  ergeben  im  Schnitt  x  die  Resultierende 
H  •  sec  cp,  welche  auf  die  um  y  ausgewichene  Briicke  das  um  eine  zur  Bogennormalen  parallele 
Achse  drehende  Moment  ITi  =  H  •  sec  tp  •  y  ausiibt,  dessen  Drehsinn  dem  jenigen  von  2  •  sin  cp 


entgegengesetzt  ist,  woraus  111  =  1X1— V- sin  cp  =  H see  cp-Psin^f  —  ^.pp  Pcos~.  Sepals 
resultierendes  Moment  fur  die  seitliche  Verbiegung  der  Briicke  folgt.  Vermoge  dcr  zwischen 
H  und  p  aus  der  Bogentheorie  bekannten  Beziehung,  fiir  die  man  naherungsweise  //co  PlL 


<7 

setzen  kann,  lafit  sich  aus  den  fur  211  und  2  abgeleiteten  Gleichungen  p  eliminieren  und  man 
erhalt  damit 


=  PI-fk\scc 


cp  *  stn  — 


.  izx  8  f 


sin  cp  •  cos 


fiir  das  Biegungsmoment  und  .  (i) 


2  __  H  *  f  k  •  j-cos  cp  •  cos~-  fiir  das  Torsionsmoment  der  Briicke. 


...  (2) 


Fiir  sehr  flache  Bogen  darf  hierin  sin  cp  =  o,  see  cp  m  cos  cp  =  I  gesetzt  werden. 
innere  Krafte:  Bei  gelenkigem  AnschluB  der  Querriegel  iibernehmen  beide  Bogen  die 
Momente  2TJ  und  2  je  zur  Halfte.  Infolge  ihres  steifen  Anschlusses  an  die  Querriegel  werden 
sie  durch  die  letzteren  entlastet.  Die  S-formige  Verbiegung  der  Querriegel  geschieht  aus 
Symmetnegrunden  mit  einem  Inflexionspunkt  in  deren  Mitte,  wo  deshalb  abgesehen  von  den 
e  anglosen  Querriegel-Langskraften  nur  die  Querkraftskomponenten  U  und  V  angreifen, 


deren  auf  die  Tragwande  iibertragenen  Momente 


die  sonst  von  diesen  fiber- 


nommenen  Momente  ~  und  vermindern.  Damit  werden  schlieBlich  die  von  einer  Tragwand 


zu  iibernehmenden  Momente  i 


im  r-ten  Felde 


^  '^{P  cos  A  «pr  - Vr  sin  A  cpr) 


_  r 

r  ^ ^  (  Vr  cos  A  <pr  —  Ur  ■  sin  A 
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Fur  flache  Bogenbrucken  vereinfachen  sich  die  vorstehenden  Ausdriicke,  wenn  man  in 
Ansehung  der  kleinen  Richtungsunterschiede  cos  A  =  i  und  sin  A  cpr  ==  o  setzt.  Man 
kann  dann  statt  des  gekrummten  Gliederstabes  den  Stab  behandeln,  der  aus  ihm  durch  Ab~ 
wicklung  in  die  Scheiteltangentialebene  hervorgeht;  hierbei  begibt  man  sich  des  Einflusses 
der  Kriimmung  auf  die  entlastenden  Momente  der  Querriegel,  behalt  jedoch  den  Kriimmungs- 
einfluB  auf  die  Briickenmomente  nach  GI.  (i)  und  (2)  sowie  auf  die  Feldlangen  noch  bei.  Man 
erhalt  dann  die  Tragwandmomente 


Mr 

mr— k-iur  vr—h.ivr 

=  1  biegend  und  D  = - - -  drehend. 

Nun  ist  S 

\  r 

Ur  =  Sr  die  Gurtlangskraft  aus  U  J  l . 

•  ••  (3) 

1 

>  im  r- ten  Felde,  < 

r 

2 

V  =  Qr  die  Gurtquerkraft  aus  V  \  1 . 

. (4) 

wonach 

■  21 Tr-M'S,  . 

-  (5) 

r  2 

und 

2  _T>r-h-Qr 
*  2  . . 

...  (6) 

folgt. 

Wir  wahlen  die  Krafte  Sr  und  Qr  als  statisch  Unbestimmte  und  finden  durch  Subtraktion 
der  fur  zwei  aufeinanderfolgende  Knotenpunkte  angeschriebenen  Gl.  (3)  und  (4)  die  Beziehungen 

£^  =  -S‘r-5r_1  .  (7) 

und 

Vr=Qr-Qr_v  .  (8) 


welche  die  Pfostenquerkrafte  auf  die  Sr  und  Qr  zuriickfuhren. 

Die  Elastizitdtsgleichungen:  Zur  Berechnung  der  Sr  und  Qr  schreiben  wir  die  elastische 
Energie  A  des  Systems  in  der  Form  an 


i'=2/ 


■£+*/ 


2  d\  .  # 5 

'  GTr^  2AE' 


~  Qr-l )2 


(Sr-Sr-W 


v  Sl‘Cr  ,  X  v  Qlcr  .  xh  ^  (Qr Qr- 1)2  +  ‘Sr- 1)2 

+  +  Fr" 


wo  die  Summen  iiber  das  ganze  System  zu  erstrecken  sind.  Die  drei  letzten  Summen  der 
rechten  Seite  in  Gl.  (9)  sind  auf  die  GroBe  der  statisch  Unbestimmten  von  unerheblichem 
EinfluB  und  werden  bei  deren  Berechnung  vernachlassigt.  Bei  Bildung  der  partiellen  Ab- 

leitungen  =  o  und  =  o  hat  man  zu  beachten,  daB  in  dem  der  Querriegelverbiegung 

0  Qr  d  Sr 

entsprechenden  Summenausdruck  der  GL  (9)  Qr  und  Sr  je  zweimal  vorkommen  und  zwar  in 
den  Gliedern  Qr—Qr_x  und  <2„+1  —  Q,  sowie  Sr—Sr_x  und  S+1  —  Sr.  Nach  Verein- 


fachung  folgt 


r+1 

6E  r  2 \-d\ 


/  1  .  6Ecr  ,  x 

QF  \Sr  ~GTrh  '  Xr+1 
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aws 

Jr 


-  Sr  ■  (~  4-  J^ffL  _L  _L. 

Ur  r  %  h  U  + 


-  Ol) 


j!eil^n  f°^en’  wo  dle  Naherung  cos  A  cp  --  x  mid  «»  A  cp  -  o  nicht  7U13„-  • 
werden  die  Gl.  (ro)  und  (n)  nicht  mehr  von  0  und  5  oaarweisc  $lg  Ist’ 

losung  erheblich  erschwert.  v  P  unabhangig,  was  ihre  Auf- 

Die  Gleichungen  (10)  und  (n)  lassen  sich  bci  n  Feldern  ie  n  -  nnl  ,Ilfs*  u  ^ 
da„»  noch  fehlenden^Jteiden  Bestimmungsgieielmngen  ffir  die  ,  (, +7)  PfT^rafe 

komponenten,  lanten  Z  U=  o  ondS  K  =o;  sie  sind  bei  eymmctrischen  Verba,, nissen  _ 

selbSt  erfuilt.  Ueberhaupt  reduziert  sich  die  Zahl  der  statisch  Unbestimmten  hoi  <: 

auf  die  Halfte  indem  fur  symmetrisch  entsprechende  Felder  r  und  n-r  S  -  <?  ^und^? 

=  — G*_r  wird.  und  Qr 

Die  ICnickbedingung:  Nach  Berechnung  der  Q  und  <>  folut  an.  n  sn\  r  .  • 

Energie  in  der  Form  Gl  foa)  A  —  C  (H  t  V  t-  r  ^  &  <T '  ^  (,ie  eIastlsche 

-  f°—  -uu  (,rArt  rss 

Krafte  beim  seitlichen  Ausknicken.  Aus  v  —  f  nx  .  , 

aus  y  /  ^  •  szn  — — -  als  der  Gleichung  der  Knicklinie 

ergibt  sich  als  Verkiirzung  der  urspriinglichen  Bogenlangc  *  beim  Knickcn 


0  “ 

Dementsprechend  leiste,  die  beim  Knicken  konstante  Kdmpferkraft  tlic  5uflc„  ^ 


Aa  =  H.sec<p0.^J^  . 

Die  iibrigen  W™,  Krafte  liefern  keinen  Arbeitsbeitrag.  Man  erl,a|,  so, nit  aus  A=A,  Oder 

.  (I3) 

-»•  /.  on- 

Knickpfeil  unbestimmt.  GmCn  arGn  BeIiandlung  des  Knickproblcms  bleibt  der 

des  Baustoffs  iiberschritten  wirT^nSldfeB*"*!  mr8tn<>s  die  Proportionalitiitsgreuze 
sehen  Gesetas,  so  ist  statt  der  Mod„T„  l  ,1-  J"SC,ts  G"*u.igsberciches  dcs  Hookc- 

*»<  *  if  Z  si  f! “d^T"’""8,  *•*■' 

wobei  E  •  G  _  2  (» +  t)  .  ’  “  G1'  (9)  zuniichst  mit  E  ™  erweitern, 

solanee  d  v  77“  ^  Pr°Portiorali'dtegrenr.e  gesetat  werden  mag, 

^777^^  -*  waiter  gekibr,  is,.  Man  er- 


H  =  sec  cp0 


n2  E„ 


.  (I3a) 


rechnung  de/ iJlhmentrager'',  ZhTBluwLmeT9ni3RahmentragerS  bekan“t;  Siehe  F'  Lesser,  „Die  Be- 
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und  hieraus  nach  Division  durch  2  F'  als  dem  Querschnitt  beider  Tragwande 

»,=  C-Bn  . 

als  Knickspannung  mit  dem  zu  ak  passenden  Wert 

Die  Gleichungen  (13)  und  (14)  bediirfen  noch  einer  Berichtigung,  weil  bei  ihrer  Her- 
leitung  mit  den  planmafiigen  Systemlangen  gerechnet  wurde,  wiewohl  sich  die  Tragwande  bis 
zum  Erreichen  der  Knickgrenze  bereits  verkiirzen.  Der  Berichtigungsfaktor  ergibt  sich  aus 
folgender  Ueberlegung:  Fiir  einen  Vollwandstab  lautet  die  Differentialgleichung  der  Knicklinie 
unter  Beriicksichtigung  der  achsialen  Verkiirzung 


P  \  d2y 
EF1  ‘  dx2 


P.y 


EJ 


oder 


d2y  y 


o  mit- 


P 


-JL\  Das  Integral  y  =  A-sin-~-{-  B  •  cos-~dieser  Differen- 
EF1  »  k 


dx 2  1  k2~ . k 2  EJ' 

tialgleichung  geniigt  den  Randbedingungen  3 1  =  0  fiir  x  —  0  und  x  —  s,  wenn  B  =  0  und  bei 

I  7T  71  2EJ 

beliebigem  A  —  =  —  ist,  woraus  nach  kurzer  Rechnung  P  =  — j — 
k  s  s 

Vollwandstab  ist  daher  wegen  seiner  achsialen  Verkiirzung  die  Eulersche  Knickgrenze  mit  dem 


1  _|_  folgt.  Fiir  den 


Berichtigungsfaktor  - - — r-j  zu  multiplizieren,  der,  wie  man  sich  leicht  uberzeugt,  fiir  die 

1  ""t"  (~s~ ) 

praktischen  Verhaltnisse  sji  sehr  nahezu  gleich  i  ist.  Beim  gegliederten  Druckstab  ist  ange- 
nahert  i  £5  hj2  und  bei  weiter  Spreizung  gegeniiber  der  Stablange  s  nicht  mehr  vernachlassigbar 

klein,  so  daB  hier  der  Berichtigungsfaktor  - ~ ^  von  i  schon  merklich  abweicht.  Der 

,+fe) 


berichtigte  kritische  Horizontalschub  wird  daher  aus  Gl.  (13) 

v?  •  sec  cp0 


C-4s- [i+(fj)l 


•  E, 


'Ok 


(13a) 


und  die  Knickspannung  aus  Gl.  (14) 


C' 


+(W 


p  _  p*tf  p 

n  5  \a  U  ‘  ^ 


(I4a) 


Mechanise  he  Aehnlichkeit  bei  Modellversuchen:  Aus  der  Ableitung  der  GL  14  a)  ergibt 
sich  ohne  weiteres,  daB  die  Constante  C,r  ihren  Wert  nicht  andert,  wenn  man  die  Briicke  in 
irgend  einem  Verhaltnis  geometrisch  ahnlich  verkleinert.  Es  gilt  daher  der  Satz:  Geometrisch 
dhnliche  Brucken  aus  gleichem  Baustoif  haben  dieselben  Knickspannungen.  Dementsprechend 
verhalten  sich  die  Knickkrafte  von  geometrisch  ahnlichen  Briicken  wie  die  Quadrate  ihrei 
Langen,  worin  das  Mittel  liegt,  um  bei  Modellversuchen  mit  entsprechend  kleinen  Lasten  aus- 
kommen  zu  konnen. 

Der  Modellversuch  kann  auch  dazu  beniitzt  werden,  um  bei  bekannten  Elastizitats- 
eigenschaften  des  Bauwerks  dessen  Knickgrenze  ohne  Rechnung  zu  bestimmen.  Man  benutzt 
in  diesem  Falle  die  am  Modell  empirisch  festgestellte  Knickspannung  ak  dazu,  um  aus  der 
fur  den  Modellbaustoff  giltigen  Kurve  £  ^  =  fm  (a)  nach  GL  (14  a)  die  Modellkonstante 


Cn  =  Qkm  zu  bestimmen,  die  bei  geometrischer  Aehnlichkeit  zum  Bauwerk  auch  fiir  das 
Eokm 
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letztere  gih.  Hiernach  laBt  sich  dann  unter  Benutzung  von  C"  und  der  fur  das  Bauwerk  Hlf 

Motll  1 Tn  deSSCn  KnicksPannung  auch  «r  den  Fall  unschwer  erm  t  Jn  H 

ModeU  und  Bauwerk  aus  verschiedenen  Baustoffen  hergestellt  werden.  Man  hat  i  t 

nach  GI.  (14  a)  z„  «i„ige„  angenommenen  W«,„  .  J  de„  dazu  * r  - 

Spumungen  »ach  GI.  :4a)  zu  berechnen  und  die  zusammengehurLn  Werlpaa'  ’a  ' 

in  emer  Kurve  aufzutragen,  deren  Schnitt  mit  der  Geradcn  u  =  o.  die  gcsudite  Knicksn  ^  ’* 
a&  ergibt  (Abb.  4).  k  m  Unickspannung 


The  Use  of  Models  in  the  Solution  of  Indeterminate 

Structures 

By  George  E.  Beggs,  Princeton,  N.  J.  (U.  S.  A.) 

(See  Plate  XI  for  figures  2,  3,  5  and  6) 

To  avoid  the  difficulties  inherent  in  the  mathematical  methods  of  solving  indeterminate 
structures,  a  mechanical  method  employing  elastic  models  has  been  developed.  The  essential 
difference  between  the  mathematical  and  mechanical  methods  arises  from  the  replacement  of 
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the  calculation  of  deflections  by  their  measurement.  A  particular  advantage  of  the  mechanical 
method  is  that  it  completely  avoids  the  solution  of  simultaneous  equations,  for  each  indeterminate 
quantity  is  uniquely  expressed  as  a  function  of  the  known  load  and  two  measurable  deflections, 
as  in  the  equation  S  =  P  djdr  Inasmuch  as  all  stress  components  may  be  obtained  from  an 
elastic  equation  of  the  above  simple  type,  there  remains  for  checking  purposes  the  three 
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equations  of  statical  equilibrum.  For  this  reason  the  mechanical  method  of  sohiKn,,  • 

of  as  self  checking.  '  1S  sP0^en 

The  underlying  principle  of  the  solution  of  structures  by  the  use  of  models  will  b 
from  a  consideration  of  fig.  i  a,  b,  c.  The  line  diagram  in  each  lettered  figure  represents  &  ^  T 
of  an  indeterminate  structure.  The  reaction  components  —  vertical,  horizontal  and  rotati^°  ^ 
due  to  any  assumed  load  P  are  to  be  found  experimentally.  It  should  be  observed  thJ 
actual  load  will  be  applied  to  the  model,  for  the  process  consists  merely  in  the  measurement  of 
1  elative  displacements.  Let  us  deal  first  with  the  reaction  at  base  B  of  the  left  hand  v,  r  , 

bLrfTh  “  *  “  V  *  ',i"’0Ut  ‘,cn"i,liu«  "Wta.  or  borizontal  dispiaccncnt  „f  £ 

base  B.  The  corresponding  displacement  rf2  at  the  load  point  P  in  the  direction  of  P  is  observed 
It  follows  from  e  astic  theory  that  V  —  P  d.Jdy  In  a  similar  manner,  indicate,!  by  fig  ,  b  c  S 
values  of  the  other  components,  H  and  M,  may  be  found  experimentally  from’  , 

deflections.  If  the  scale  of  the  model  is  one  unit  equals  n  units  of  length  the  value  of  th  CbUre 
obtained  from  the  .node!  by  tbe  e, nation  M  J,  ,y„,  * m!!,! ^ 

corresponding  value  for  the  full  sized  structure.  The  values  of  V  and  U  how 
subject  to  correction  for  the  scale  of  the  model.  By  observing  Lulmnl  H  ^  T  "! 
at  various  points  of  the  model  corresponding  to  predetermined  displacements  a/lmilllf 
mown  stress,  influence  lines  for  stress  components  may  be  obtained.  If  the  structure  is  himred 
at  a  support  rotation  of  the  model  about  the  hinge  point  is  allowed  by  use  of  a  ph  ' col  e  l 
consisting  of  a  steel  point  piercing  the  model.  011 
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figs.  2,  3,  4  (see  Plate  XI^TtllnlstTlflery  plcTslleans  T'1^  “  iIluStratcd  in 

displacements  at  sections  where  stress  is  soimhtl  i  +• "  ,  *  P> 0<Iucin^  kn,nvn-  1)ut  very  small, 

deflections  of  the)  model  at  assumed  load  pofnti  If  rea"?  H"*”  "u'asl,r'"B  corresponding 
connected  to  the  drawing  board  by  ,d.f„r“t  “u  [ ““  T  T,"?  “ 

gauge  consists  of  two  parallel  steel  hard  w;+r,  •  /  ,  ’  C  ul  hg-  ■+•  Fach  deformeter 

springs  so  as  to  */.  ^  ™  *  «M 

specified  sizes  (tolerance  plus  or  minus  o  00002"  incM  a  l  .Y^  prec,sc  IW  I>lue»  of 

gauge  bars,  for  the  purpose  of  producing  i  .  .  C  Provl(JeJ  f°r  introduction  between  the 

displacement.  The  soealled  fixed  bar  of  fh^  C  ermmed  amounts  of  thrust,  shear,  and  rotative 

bar  of  the  gauge  is  made  fast  to  the  drawing  hoard  by  screws. 
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By  means  of  a  clamping  plate,  the  model  is  attached  to  the  movable  bar  of  the  gauge,  if  the 
support  is  assumed  fixed;  or  by  a  needle  point,  if  the  support  is  assumed  hinged.  For  the 
unstrained  position  of  the  model,  two  «normal»  gauge  plugs  remain  in  the  two  pairs  of  opposing 
V  notches  of  the  gauge.  A  filar  micrometer  microscope  is  set  up  over  the  assumed  point  of 
applied  load,  and  the  fixed  cross  hair  of  the  micrometer,  which  is  parallel  to  the  micrometer 
screw,  is  oriented  parallel  to  the  direction  of  the  assumed  load.  Refer  to  fig.  4.  Suppose  the 
vertical  thrust  component  of  the  reaction  at  Y  is  sought.  The  «normal»  plugs  are  removed 
from  the  gauge  at  suport  Y,  and  a  pair  of  smaller  thrust  plugs  are  inserted,  so  causing  a 
vertical  displacement  of  the  support.  The  moving  cross  hair  of  the  micrometer  is  now  brought 
tangent  to  a  reference  mark  on  the  model  at  the  assumed  load  point,  and  an  initial  reading  of 
the  micrometer  is  taken.  The  small  thrust  plugs  are  now  removed  and  larger  thrust  plugs  are 
inserted  in  the  deformeter  gauge.  Thus  is  produced  a  predetermined  amount  of  known  vertical 
displacement  at  the  support  and  a  definite  deformation  of  the  elastic  model.  The  reference  mark 
will  appear  in  the  microscope  to  move  across  the  field  of  view  in  some  diagonal  direction  AC. 
The  moving  cross  hair  of  the  micrometer  is  again  brought  tangent  to  the  reference  mark  and  a 
second  reading  of  the  micrometer  is  taken.  The  difference  between  the  two  micrometer  readings 
will  be  the  component  AB  of  the  motion  AC  of  the  reference  mark,  this  component  being 
measured  in  the  direction  of  the  assumed  load.  The  V  component  of  the  desired  reaction  now 
equals  the  applied  load  multiplied  by  the  ratio  of  two  known  deflections,  namely,  AB  and  the 
gauge  displacement. 

The  models  used  in  connection  with  deformeter  gauges  are  made  of  celluloid  or  fine 
quality  card  board.  They  are  usually  of  constant  thickness.  The  model  is  not  necessarily  a 
small  scale  reproduction  of  the  actual  structure,  but  its  members  are  given  the  same  proportions 
of  stiffness  as  those  of  the  actual  structure  by  making  the  widths  of  the  model  members  pro¬ 
portional  to  the  cube  roots  of  the  moments  of  inertia  of  the  actual  cross  sections.  It  will  be 
noted  that  the  coefficient  of  elasticity  both  of  the  model  and  of  the  actual  structure  may  be 
disregarded,  for  the  ratio  of  deflections  is  independent  of  this  coefficient. 

The  deformeter  gauge  method  may  also  be  used  to  solve  structures  which  are  internally 
indeterminate.  In  this  case  the  gauge  is  attached  to  an  intermediate  cut  section  of  the 
structure  where  stress  components  are  sought.  The  gauge  in  this  instance  is  mounted  upon  a 
frictionless  bearing,  consisting  of  two  glass  plates  with  steel  balls  between,  so  that  the  gauge 
itself  may  move  with  the  model  structure  as  gauge  plugs  of  various  sizes  are  exchanged  in  the 
gauge.  The  method  has  thus  been  extended  to  the  practical  solution  of  many  problems  involving 
internal  indeterminancy. 

The  general  method  of  solving  indeterminate  structures  by  models  has  recently  been 
extended  to  the  experimental  determination  of  influence  surfaces  for  the  six  reaction  com¬ 
ponents  of  a  skew  arch.  Refer  to  Fig.  5  (Plate  XI).  A  rubber  model  of  a  skew  arch  was  mounted 
with  one  end  permanently  fixed  and  with  the  other  end  fixed  to  a  movable  casting,  whose  motion 
was  universally  controllable  by  turnbuckles,  which  could  be  operated  to  produce  translation  or 
rotation  of  the  arch  abutment  at  will  with  reference  to  any  one  of  three  chosen  X,  Y  Z,  axes. 
The  displacement  of  the  movable  abutment  and  also  the  vertical  components  of  the  deflections 
of  the  assumed  load  points  were  communicated  to  Ames  dials  in  the  manner  indicated  by 
Fig.  4.  The  experimental  values  of  reaction  components  obtained  by  this  deformation  method 
satisfied  very  well  the  three  equations  of  statical  equilibrium,  and  agreed  reasonably  well  with 
a  special  theoretical  analysis.  As  a  further  check  on  the  results,  the  model  was  subjected  to 
concentrated  loading  at  various  points,  as  shown  in  Fig.  6  (Plate  XI),  and  several  of1  the  reaction 


303 


George  E.  Beggs,  Princeton,  N.  J.  (U.  S.  A.) 


components  were  weighed  directly  on  a  scale.  The  weighed  values  agreed  very  cWlv  v, 
values  found  by  the  deformation  method.  y  Wlth  tlle 

_  Attention  is  directed  particularly  to  the  necessity  of  employing  small  deflections  in  a 
solution  of  indeterminate  structures  with  the  aid  of  models.  The  ratio  of  deflections  is  ♦,  ® 

ally  and  practically  correct  when  the  model  is  deformed  but  a  small  measurable  distincTf^' 
its  geometric  shape,  but  if  large  deformations  are  introduced  in  the  model  the  method  b  J™ 

grossly  inaccurate  in  many  cases  that  cannot  be  anticipated,  while  in  other  cases  fl  T 
may  be  obtained.  Caseb  fau  results 


Die  gunstigste  Form  statisch  unbestimmter 

Bogentrager. 

Von  J.  Krebitz,  Graz 

Die  Frage,  ob  und  inwieweit  die  sogenannte  ToLKMirr’sche  Linie  als  Bogenachse  durch 
eine  giinstigere  ersetzt  werden  kann,  wurde  schon  mehrfach  behandelt1).  Fine  strengere 
mathematische  Erfassung  der  Bogenrichtigstellung  liegt  bisher  nicht  vor  und  soil  nachstehend 
gezeigt  werden. 

Die  beste  Ausniitzung  einer  gegebenen  Querschnittsform  bei  wechselnder  ausmittiger 
Belastung  liegt  dann  vor,  wenn  die  Randspannungen  gleich  grofl  sind  und  gerade  die  zulassige 
Grenze  erreichen.  Bei  statisch  bestimmten  Bogenformen  mit  drei  Gelenken  gelingt  es  in  ein- 
facher  Weise,  alle  Bogenteile  so  zu  legen  und  so  zu  bemessen,  daB  die  vorgenannte  beste  Aus- 
niitzung  iiberall  zutrifft.  Anders  sind  die  Verhaltnisse,  wenn  ein  oder  mehrere  Gelenke  aus- 
geschaltet  und  der  Bogentrager  statisch  unbestimmt  wird.  Dann  kann  die  Drucklinie  nur  in 
jenen  Querschnitten,  in  welchen  bei  statischer  Bestimmtheit  kein  Gelenk  notwendig  ist,  zu 
einem  gleichmafiigen  Pendeln  um  die  Bogenachse  gezwungen  werden,  d.  h.  es  konnen  alle 
diese  Querschnitte  so  gelegt  und  so  bemessen  werden,  daB  die  groBten  Randspannungen  gerade 
das  zulassige  MaB  erreichen.  Da  Querschnittslage  und  -Starke  nicht  nur  fur  den  Querschnitt 
selbst,  sondern  fur  den  ganzen  Bogen  von  EinfluB  sind,  muB  bei  der  Ermittlung  der  Ver- 
besserungen  der  ganze  Bogen  berucksichtigt  werden.  Wurde  man  der  Drucklinie  die  Freiheit 
der  Einstellung  nur  in  den  theoretisch  unendlich  diinnen  Gelenkquerschnitten  gestatten  wollen, 
die  gunstigste  Ausniitzung  also  praktisch  auf  den  ganzen  Bogen  ausdehnen,  so  ergabe  sich  eine 
Bogenform,  bei  welcher  der  EinfluB  der  Achsenverkiirzung  verschwindet,  d.  h.  der  Pfeil  wurde 
ins  Unendliche  anwachsen  mussen. 

Es  muB  also  fur  jedes  bei  statischer  Bestimmtheit  notwendige  Gelenk  eine  Zone  der 
Drucklinie  zur  freien  Einstellung  iiberlassen  bleiben.  Je  kiirzer  diese  Zone  gewahlt  wird,  desto 
starker  weicht  die  mittlere  Lage  der  Drucklinie  in  dieser  Zone  von  der  Bogenachse  ab,  wahrend 
sie  bei  groBerer  Erstreckung  sich  der  Bogenachse  nahert.  Es  muB  also  beim  Zweigelenkbogen 
mindestens  in  der  Scheitelzone,  beim  Eingelenkbogen  in  den  Kampferzonen  und  beim  einge- 
spannten  Bogen  im  Kampfer  und  im  Scheitel  auf  die  Uebereinstimmung  von  Bogenachse  und 
mittlerer  Drucklinie  verzichtet  werden.  Selbstverstandlich  kann  man  sich  jede  freie  Ein- 
stellungszone  in  gewissen  Grenzen  verschoben  denken  und  diese  Zonen  uber  das  notwendige 
Erfordernis  hinaus  vermehren. 

Der  Weg,  der  bei  der  Verbesserung  einer  gewahlten  Bogenform  einzuschlagen  ist,  ist 
dem  Wesen  nach  immer  derselbe  und  sei  nachstehend  fur  den  eingespannten  Bogen  wieder- 
gegeben.  Wir  beschranken  uns  auf  die  praktisch  allein  vorkommende  symmetrische  Bogenform 
und  den  rechteckigen  Querschnitt.  Eine  Verallgemeinerung  fiir  beliebigen  Querschnitt  und 
unsymmetrische  Bogenform  bietet  keine  Schwierigkeiten. 


*)  Neumann,  Beton  und  Eisen,  1922,  Seite  189  ft'. 

Ostenfeld,  Beton  und  Eisen,  1923,  Seite  175  flf. 

Proksch,  Beton  und  Eisen,  1924,  Seite  33  flF- 

Hartmann,  die  genauere  Berechnung  gelenkloser  Gewolbe  und  der  EinfluB  des  Verlaufes 
der  Achsen  und  der  GewOlbestarken,  Leipzig,  1925,  Seite  21  ff. 
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Es  bedeuten  mit  teilwciser  Bezichung  auf  die  untenstehende  Abbildun®: 


z 

v  i 


■■ 


5  LZtfZ^T^’  “gen0mm“en  auf  „as  fcstliegende  K. 

*  U”d  Ld  B  Ko°r,Iin“en  der  BoSenachse,  bczogen  auf  .Tic  .lurch  ,lc,i  clastiad.cn  Mittelmmkt 
des  Bogens  gelegten,  zu  den  friihcren  parallelen  Achsen;  vuttelpuukt 

und  die  Koordinaten  des  Kernpunktes  fiir  die  obere  Faser- 

^imd  yu  die  Koordinaten  des  Kernpunktes  fiir  die  untere  Faser- 

V°n  <Ier  Stiit2WCite  '  “  bCHebigCr  SteU*  ****  wenn 

Q  die  Querkraft  des  Freitrjigers; 

H  die  wagrechte  Teilkraft; 

V  die  lotrechte  Teilkraft  des  Kampfcrwiderstandcs- 

Z  das  Emspannmoment,  positiv  bei  dem  in  der  Abbildung  angedeuteten  Drehsinn- 
M  das  gesamte  Biegungsmoment  an  beliebiger  Stelle  oositiv  21 ,  ,  •  T ’  , 

Bogenachse  zur  Folge  hat;  ’  ’  11  es  eme  Streckung  der 

N  die  Normalkraft,  positiv  als  Druck; 

E  die  Formanderungszahl  des  Baustoifes; 
a  die  Warmeausdehnungsziffer; 
t  die  Temperaturanderung; 

!  aNkT nfTinkr‘  *r  gegen  die  Wagrechte; 

d  die  Bogenstarke;  Cr  Verbmdungslirric  der  Kampfer; 

b  die  Bogenbreite; 

F  die  Prak'iSCh  “<1UClKS  Slfick  <ler  B°il™hse; 

J  das  Tragheitsmoment; 

^  das  Widerstandsmoment; 

^  die  zulassige  groflte  Pressung. 

der  in  Betracht  kommenden 

der  Zeiger  i,  fiir  den  allgemeinen  QuerscbmtTtta;*^?  ^  "r  l,erausg'hobenen  Querschnitt 
wenn  es  sich  um  Werte  in  dem  i  J?  d  Z  ger  1  iefgestellt  wird  dieser  Zeiger, 

wird  angedeutet,  dafi  ein  gleichzeitig  au^treteSdeT’ Wm  i^e?^’  H?f  Stellung  dessdben 

t  m  einem  anderen  Querschnitt  vorliegt. 
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Endlich  werden  noch  durch  die  Zeiger  o  und  u  die  Kraftfunktionen  unterschieden,  welche  die 
ungunstigste  Randpressung  in  der  Ober-  und  Unterfaser  hervorrufen.  Es  bedeutet  also  z.  B. 
lit  y  das  Freitragermoment  im  allgemeinen  Querschnitt  n,  bei  jener  Belastung,  welche  im 
Querschnitt  i  die  groBte  Pressung  an  der  Oberkante  zur  Folge  hat. 

Endlich  deute  ein  hochgestellter  Strich  '  noch  an,  dafi  es  sich  um  Werte  handelt,  die 
fur  den  richtig  gestellten  Bogen  gelten. 

Unter  Verwendung  der  angefiihrten  Bezeichnungen  erhalt  man  fiir  eine  festliegende 
Belastung: 

M-  —  Z—  Hy  +  F-^  +  Ht  .  (x) 

TV  =  Q  •  sin  cp  -{-  V  •  sin  cp  —j -  H  •  cos  cp .  (2) 
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„  „  x2  As  v  As  sin1  cp  ,  ,  .  . 

G  =  2  -p—-  —  2  — B — =-*-  bedeutet. 
E-y  E  -  F 


Vergrofiert  man  nun  zunachst  an  der  Stelle  n  die  Ordinate  x)„  um  Ap„,  so  kann  man, 
wenn  Aty„  verhaltnismaBig  klein  ist,  die  daraus  folgenden  Aenderungen  der  iibrigen  Werte  durch 
Differenzieren  der  obigen  Gleichungen  ermitteln  und  es  ergibt  sich: 
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A yn  —  A\)n 
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A sn  -  At)„ 


■  At)„ 
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wobei  yi  die  Ordinate  eines  beliebigen  Punktes  der  Bogenachse  ist;  ferner: 

A  H=  *?*‘tok-QXL  —  Z—2Hyn)  . . 
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Vermehrt  man  die  Bogenstarke  d„  um  Ad„,  so  erhalt  man  unter  denselben  V 
setzungen  wie  oben:  V0raus- 
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i  x.  ^  dl6S^  V°rbereitUngen  k6nnen  wir  an  die  Aufstellung  der  Gleichungen  trehen 
welche  die  beste  Querschnittsausniitzung  gewahrleisten.  §  g  "  ’ 

Es  gilt  fur  den  richtiggestellten  Bogen  an  der  Stelle  i: 
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iu  JV{u  -j-  A  V‘“  sin  y{  -j-  A Hiu  cos  y,-  .  (2o) 

fl5Vm4r^mdIewtTed2“T”rgt“il1^  (9>'  (,0)  <I2> 

schnitt  i  die  Beziehung:  g  r  die  G  eichheit  der  Randspannungen  im  Quer- 
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■  -J  •  sm*  cpx  [**  {&:  +  Vu)  +  **,  •  (Q™  +  v*)  ]  ,  ist. 


Setzt  man  nun  noch  a0  oder  au  gleich  s,  so  werden  beide  Rander  bis  zur  zulassigen 
Grenze  beansprucht.  Fur  <s0  =  s  erhalt  man: 

W' 


M',„ 


—  .  N’io  =  W'  •  s 


.  (21) 


Da  W'  =  W  - \-b  ’  gilt,  ergibt  sich  mit  Einsetzung  der  Werte  nach  17  und  19, 
bezw.  9,  10  und  12 — 15: 

ljcin  •  At)„  +  2**  •  A  dn  -  •  At),—  M(^li  -  ^)  =  1 (II) 
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Ganz  ahnlich  gebaut  ist  die  Beziehung,  wenn  man  au  gleich  s  setzt.  Von  einer  Wieder- 
gabe  derselben  sei  abgesehen. 

Man  erhalt  demnach  fur  jeden  Querschnitt,  der  giinstigst  ausgeniitzt  werden  soil,  je 
eine  Gleichung  I  und  II.  Da  fur  jeden  Querschnitt  zwei  Verbesserungen  moglich  sind,  Aty 
und  Ad,  so  lief  era  also  n  zu  berichtigende  Querschnitte  2n-Gleichungen,  die  hinsichtlich  der  2n~ 
Unbekannten  linear  sind.  Die  zur  Ermittlung  der  Koeffizienten  notwendi gen  Ausdriicke 
miissen  groBtenteils  schon  fur  die  erstmalige  Untersuchung  gerechnet  werden,  soweit  dies 
nicht  notwendig  ist,  bereitet  ihre  Bestimmung  keine  sonderlichen  Schwierigkeiten. 

Nach  den  Erorterungen  im  Eingange  ist  beim  eingespannten  Bogen  auf  die  giinstigste 
Ausniitzung  von  mindestens  drei  Bogenstucken  (zls)  zu  verzichten.  Hat  man  daher  den  ange- 
nommenen  Bogen  fur  die  Untersuchung  in  insgesamt  m  Teile  geteilt,  so  kann  fur  m —  3  solche 
Teile  die  giinstigste  Lage  und  Starke  des  Querschnittes  bestimmt  werden. 

Bleiben  die  Bogenstiicke  nachst  den  Kampfern  und  im  Scheitel  unverschoben  und  in 
ihrer  angenommenen  Starke,  so  wird  die  neue  Bogenachse  im  Scheitel  und  an  den  Kampfern 
flacher  als  die  Tolkmittsche  Linie,  was  im  Scheitel  eine  vermehrte  Pressung  in  der  Oberfaser, 
im  Kampfer  in  der  Unterfaser  zur  Folge  hat.  Die  groBten  Beanspruchungen  werden  auf  diese 
Weise  unter  Entlassung  aller  anderen  Teile  in  die  Kampfer-  und  Scheitelabschnitte  verlegt, 
wo  ihnen  zumeist  in  geeigneter  Weise  begegnet  werden  kann.  Gelingt  es  nicht  den  vermehrten 
Beanspruchungen  insbesondere  im  Scheitel  durch  besseren  Baustoff  zu  begegnen,  so  muB  dieser 
entlastet  werden.  Man  halt  dann  die  Nachbarabschnitte  fest  und  verlangt  im  Scheitel  gleiche 
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Randspannungen.  Iiiebei  wird  die  Scheitelkrummung  verscharft.  Die  gleiche  MaBnahme  ' 
Kampfer  fiihrt  auch  hier  zu  einer  verstarkten  Kriimmung.  Wollte  man  auch  im  Kampfer-  od'er 
Scheitelabschnitt  oder  gar  in  beiden  Gleichheit  der  Randspannungen  erzielen,  so  wurden  die 
Gleichungen  I  sehr  groBe  Verschiebungen  der  Bogenachse  ergeben,  fur  welchc  sie  nach  Hire 
Herleitung  keine  Giiltigkeit  mehr  haben.  er 

SchlieBlich  sei  noch  bemerkt,  daB  man  die  moglichen  Verschiebungen  und  Querschnitts 
anderungen  jener  Bogenabschnitte,  in  welchen  auf  gleiche  Randspannung  verzichtet  werden 
muB,  dazu  beniitzen  kann,  auch  in  diesen  Querschnitten  die  groBte  Pressung  und  den  groBten 
Zug  dem  zuliissigen  AusmaB  gleichzuhalten.  Die  hiebei  auBer  der  Beziehung  II  erforderliehen 
Gleichungen  werden  ahnlich  gewonnen  wie  II. 
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Untersuchungen  uber  den  EinfluB  haufig  wieder* 
holter  Belastungen  auf  Beton  und  Eisenbeton 

Von  E.  Probst,  Karlsruhe 
(Fiir  Abb.  i — 3  s-  Tafel  XII) 

Das  Problem  des  Einflusses  wiederholter  Belastungen  auf  die  Festigkeitseigenschaften 
von  Baumaterialien  ist  bisher  vorwiegend  bei  Maschinenkonstruktionen  behandelt  worden.  Die 
bekannten  Untersuchungen  von  Wohler  in  den  6oer  Jahren  des  vorigen  Jahrhunderts  befassen 
sich  hauptsachlich  mit  Ermiidungserscheinungen  an  Eisenbahnachsen.  In  den  Boer  Jahren  wurde 

die  gleiche  Frage  von  Bauschinger  behandelt. 

Wahrend  im  Bauingenieurwesen  bisher  in  erster  Linie  den  Briickenbauer  das  Problem 
interessierte,  hat  es  durch  den  Beton-  und  Eisenbetonbau  auch  fiir  andere  Konstruktionsarten 
an  Beachtung  gewonnen. 

Bei  einer  Briicke  werden  die  Konstruktionsglieder  Spannungen  ausgesetzt,  die  von  einer 
unteren  Grenze  aw,  der  Eigengewichtsspannung,  nach  einer  oberen  Grenze  a0,  der  Verkehrslast- 
spannung,  und  umgekehrt  wechseln.  Bei  Gurtstaben  von  Fachwerktragern  liegen  die  Spannungs- 
grenzen  a0  und  au  stets  entweder  im  positiven  oder  im  negativen  Gebiet,  bei  Diagonal staben 
kann  a0  und  au  je  nach  der  Laststellung  entweder  im  positiven  oder  im  negativen  Gebiet  liegen, 

so  daB  hier  ein  Spannungswechsel  tiber  o  eintreten  muB. 

Die  neueren  Untersuchungen  uber  die  Arbeitsfestigkeit  von  Stahlen,  die  in  den  letzten 
Jahren  namentlich  in  Amerika  und  England  gefordert  wurden,  stammen  von  Howard, 
Hopkinson,  H.  J.  Moore,  I.  B.  July,  C.  E.  Stromeyer,  D.  J.  Me.  Adam,  J.  B.  Kommers, 
Jenkins,  T.  M.  Jasper  und  O.  Foppl.  Sie  zeigen  deutlich,  daB  hauptsachlich  der  Maschinen- 

bauer  ein  praktisches  Interesse  an  dieser  Frage  hat. 

Bei  Beton  und  Eisenbeton,  als  Baumaterial,  liegen  der  Natur  der  Verbundbauweise  ent- 
sprechend  besondere  Verhaltnisse  vor.  Mehr  noch  als  bei  Beanspruchungen  auf  Druck,  kann  das 
Verhalten  des  auf  Zug  beanspruchten  Betons  von  sehr  groBer  praktischer  Bedeutung  sein.  Die 
Festigkeitsberechnung  erfolgt  zwar  stets  fiir  den  Fall,  daB  der  Beton  der  ganzen  Zugzone 
gerissen  und  die  Eisen  samtliche  Biegungszugspannungen  aufzunehmen  haben.  Trotzdem  1st 
unter  Umstanden  die  Giite  und  Sicherheit  eines  Eisenbetontragwerkes  mittelbar  von  der  Ri/3- 
sicherheit  abhangig.  Risse  gewahren  den  Wasserdampfen  und  aggressiven  Stoffen  den  Zugang 
zu  den  Eisen.  Der  Rost,  der  sich  dann  bildet,  sehwacht  die  Eisenbewehrung  und  fuhrt  u.  U.  zu 
einem  Absprengen  der  Betonumhiillung,  wodurch  die  Sicherheit  des  Bauwerks  verringert 
werden  kann. 

Fur  die  seit  langerer  Zeit  im  Gang  befindlichen  Untersuchungen  wurde  in  Verbindung 
mit  der  Firma  J.  Losenhausen,  Diisseldorf,  eine  Maschine  konstruiert,  die  fiir  Untersuchungen 

auf  Druck  und  Biegung  dient.  (Abb.  1,  Tafel  XII.) 

Die  Maschine  besteht  im  wesentlichen  aus  einem  unteren  und  einem  oberen  Tisch,  von 
denen  der  untere  mit  dem  Probekorper  zur  Krafteinwirkung  angehoben  werden  kann,  der  obere 
wird  unter  Zwischenschaltung  von  vier  Dampfungsfedern  zur  Verminderung  des  Hubweges 
gegen  ein  oberes  Querhaupt  abgestiitzt,  das  durch  vier  Saulen  mit  der  Grundplatte  verbunden 
ist.  Ein  5  PS-Motor  arbeitet  auf  einem  Schneckengetriebe,  das  eine  Kurvenscheibe  A  antreibt. 
Diese  versetzt  den  durch  das  Lager  C  gestiitzten  Kniehebel  B  in  Schwingungen.  Der  eine  Arm 
des  Kniehebels  hat  die  Gestalt  einer  zylindrischen  Biichse  D.  In  dieser  Buchse  1st  eine  zweite 
Buchse  E  verschiebbar  angebracht,  jedoch  ist  ihre  Lage  wahrend  des  Betriebes  gegenuber  der 
Buchse  D  unverschieblich.  Die  Verstellung  von  E  gegen  D  ist  nur  vorgesehen,  urn  die  Hiibe  des 
Tisches  K  regeln  zu  konnen.  In  der  Biichse  E  ist  eine  weitere  zylindrische  Biichse  F  drehbar 


aufgehangt  Duxch  die  Buchse  F  ist  der  Haupthebel  (7  gefuhrt,  der  auf  H  festgelarrert  ■  t  „ 
schwingende  Bewegung  des  Kniehebels  B  wird  also  dem  Haupthebel  (7  dun*  2  k  * 
Buchse  F  mitgeteilt,  wobei  die  Buchse  F  auf  dem  Hebei  G  gleitet.  Der  Hebei  r  -i  bCWegIlche 
Bewegung  durch  das  Druckgelenkstiick  /  auf  den  Tisch  K. .  "  °  fibcrtr^  seine 

r  £  ST”-  - 
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Die  Kurvenscheibe  A  ist  in  der  Prinzipskizze  der  Einfachheit  halber  ■ 
ebene  senkredite  Achse  drehbar  dargcstdlt.  In  Wirklicbkeit  licgt  ihro  Adi,c  inril'n  ^ 

~:7i ;ind  "r &h'ibe  ^  “r  Biu- 
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die  io  t-Maschine  fiir  die  UnLsuchunL  alf  ^  r  *******  k“n.  Wahrend 

der  Spannungen  erforderlichen  Flastl  v+  leSunS  dicnen  soil,  werden  die  zur  Ermittlung 
gleichen  Zeit  auf  der  So  t-Maschine  aus^^T^  “  gldchalterigcn  Bctonprismen  zur 

keit  wi®derhoIter  Belastungen  auf  Druckfestig- 

A.  Mehhel,  ausgefiihrt.  Die  Arbeit  ist  als  Di«  Tt-  As?1St“ten  des  Vortragenden,  Dr.  Ing. 
Berlin,  im  Druck  erschienen.  Dissertation  im  Jahre  1926  im  Verlag  J.  Springer, 

die  zunachst  nicht  umTe5b!f  Tind^  Turch  1^°"  ^  °“e“Diagramm  die  P^ozesse, 

solange  eine  kritische  Spannun g  nicht  uher^rh  *++  ^  Lastwiederholu«gen  umkehrbar  werden, 
fefuhrto  Untersuchungen,  zwLen  4“  „»d  6"  von  “““  im  RahmC"  der  d"'d’- 

bei  letzteren  tritt  zuerst  taertdb°gfwi”er”d(TU”S<in  'rheMich  gr56cr  als  <lio  der  federndtn; 

um  so  spater,  je  hoher  die  obere  Grenzsoam,  ^  Beharrun^«ustand  ein  und  zwar 
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bei  weiteren  Wechselbeanspruchun^en  di  n  r*StwiederhoIun^n  zur  Geraden  gestreckt,  die 
(Abb-  4.)  P  ng6n  Clne  Drehu»g  «®  den  Koordinatenursprung  ausfiihrt. 

des  Betons  iiber  die  Spannung  ffibren  zu  einer  Verfestigung 

1st  die  obere  Grenzspannung  der  WiedeTt  ^  **  Bruchfestigkeit  zu  beeinflussen. 
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Nachdem  in  dieser  Weise  die  Frage  des  Einflusses  haufig  wiederholter  Druckbelastungen 
fur  Beton  einer  Mischung  geklart  werden  konnte  —  Zusammensetzung  und  Alter  des  Betons 


werden  an  den  grundsatzlichen  Ergebnissen  nicht  andern  — ,  liegt  es  nahe,  die  gleichen  Unter- 
suchungen  fur  einen  Zug  durchzufuhren.  Auf  diese  wird  vorerst  verzichtet.  Da  aber  bei  Eisen- 
betonkonstruktionen  den  Biegungsspannungen  zudem  grofiere  Bedeutung  zukommt,  werden  die 
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nachsten  Untersuchungen  an  Balken  aus  Beton  und  Eisenbeton  durchgefiihrt  wml™  r 
Biegung  beansprucht  werden.  ?  clie  auf 

AlsVorbereitung  zur  Weiterfiihrung  dieser  Untersuchungen  wurde  ein  a  Tahre  nlt 
Eisenbetonbalken  mit  den  Abmessungen  (Querschnitt:  10/17  cmf-'rl4o  m  Spannweite  m  t  m 
sprechender  Eisenbewehrung)  durch  2  im  Abstand  von  40  cm  zur  Mitte  symmctrische  Ein  ' 
asten  unterhalb  der  Biegungszugfestigkeit  des  Betons  und  spiiter  in  der  Nahe  der  Strecktent 
er  "  iseneinlagen  wiederholten  Biegungsbeanspruchungen  ausgesetzt.  Die  Geschwindigkelt  der 
Belastungswecbsel  wurde  mit  i_I>S  Hiiben  pro  Sekunde  gewahlt.  4  f 

rU  ..  Neben  Durchbiegungsmessungen  wurden  mit  Hilfe  von  Martensscheu  Spiegelapniraten 
dxe  Langenanderungen  an  der  Zugseite  vor  Auftreten  der  Risse  im  Beton  und  sS  er  h 
Druckzone  gemessen.  sp<itci  111  d^r 

I.  Es  zeigte  sich,  dab  72,000  Lastwechsel  die  fcdernden  Delmungen  des  auf  R,W„ 

auifd  d“  Weib'ntl'"  Dd,nun«cn  i“lod>  vcrgrbBert 

aben,  was  auch  m  der  Entwicklung  der  beobachteten  Risse  zum  Ausdruck  komml. 

II.  Erne  grofie  Zahl  von  Lastwiederholungen  (bis  zu  280,000)  be.statitrte  fiir  ,l,»n  ,  t 

beanspruchten  B,to„  dis  Ergebnisae  L  Untc^cbuigT W  ratal D J 

wLt  ' '  ^  5hn“Ch£  Er“hd"“”S».  wie  *  bci 


Versuche  zur  Klarung  der  Frage  der  Bruchgefahr 

i.  T  e  i  1. 

Von  M.  Ros,  Zurich 
(Hiezu  Tafel  XIII) 

I.  Die  Festigkeitstheorien 

Die  alteren  Theorien  von  der  nach  Ueberschreitung  der  Elastizitatsgrenze  eintretenden 
Storung  des  inneren  elastischen  Gleichgewichtes  bezw.  von  der  Bruchgefahr,  namlich: 
die  Hypothese  der  groBten  Hauptspannung, 
die  Hypothese  der  groBten  positiven  Hauptdehnung,  und 
die  Hypothese  der  inneren  Reibung, 

konnen  sich,  weil  im  Wider spruche  mit  den  Ergebnissen  der  Versuche  bezw.  der  Erfahrung, 
nicht  behaupten. 

Die  Theorie  der  groBten  Schubspannung  von  Guest-Mohr1)  fur  zahe  Korper  hat  sich  ge- 
stiitzt  auf  altere  Versuche  als  die  zutreffendere  erwiesen.  Versuche  mit  zahen  Stoffen  (FluBeisen, 
Kupfer,  Stahl)  sollen  fur  Zustande  an  der  Elastizitats-  bezw.  FlieBgrenze  einen  annahernd 
gleichbleibenden  Wert  fiir  den  Unterschied  zwischen  der  groBten  Hauptspannung  a3  und  klein- 
sten  at  ergeben  haben,  ganz  unabhangig  von  der  Grofte  der  mittleren  Hauptspannung  a2.  Die 
groBte  Schubspannung  strebte  einem  konstanten  Werte  zu  von  der  GroBe: 

W  =  °8  2  ■-  =  konstant .  (i) 

Die  Versuche  von  Th.  v.  KArmAn  2  mit  sproden  Stoffen  (Marmor  und  Sandstein),  welche 
sich  unter  allseitigem'  Druck  wie  zahe  Stoffe  mit  mehr  oder  weniger  ausgepragtei  Quetschgrenze 
verhielten,  bestatigten  sehr  schon  die  Mohrsche  Vorstellung  von  der  Elastizitatsgrenze. 

R.  Boker  3)  fiihrte  unter  allseitigem  Druck  Zugversuche  durch  und  stellte  fest,  daB  der 
Einflufl  der  mittleren  Hauptspannung  auf  die  Elastizitatsgrenze,  im  Gegensatz  zur  Annahme 
Mohrs,  vorhanden  ist.  Er  stellte  Unterschiede  von  9 — 1 1  %  fest- 

Neuere  amerikanische  Versuche  mit  Stahlmaterial  fiihrten  zur  einwandfreieren  Fest- 

stellung,  daB  die  FlieBgrenze  fiir  Torsion 

si  o,6o  a~  (FlieBgrenze  fiir  Zug  =  Streckgrenze) 

Xmax}~_  0,60  (FlieBgrenze  fiir  Druck  =  Quetschgrenze) 

betragt,  somit  hoher  als  zmax  =  0,50  ct/  entsprechend  Mohr,  ist. 

Im  Jahre  1904  stellte  Prof.  M.  T.  Huber  4)  (Lwow)  die  Theorie  der  konstanten  Gestalt- 
anderungsarbeit  als  MaB  fiir  die  Anstrengung  des  Materials  auf.  Die  gleiche  Beziehung  als 
Plastizitatsbedingung  leiteten  mit  etwas  abweichender  Begriindung  und  unabhangig  die  Herren 

1)  0.  Mohr,  « Welche  Umstande  bedingen  die  Elastizitatsgrenze  und  den  Bruch  ernes  Materials  ?» 
Zeitschrift  des  V.  D.  I.  1900.  «Abhandlungen  auf  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik»,  1905/1913- 
J.  Guest,  Philosophical  Magazine*,  Bd.  50,  1900.  M.  Mesnager,  Reformation  et  rupture  des  solides*. 
Revue  de  metallurgie  No.  6  et  7,  1922. 

2)  Th.  von  Karman,  «Festigkeitsversuche  unter  allseitigem  Druck*.  Mitteilungen  iiber  For- 
schungsarbeiten  V.  D.  I.,  Heft  118,  1912. 

S)  R.  Boker,  «Die  Mechanik  der  bleibenden  Formanderung  in  kristallinisch  aufgebauten  K5r- 
pern.»  Mitteilungen  iiber  Forschungsarbeiten  V.  D.  I.,  Heft  175/176,  I9X5- 

4)  M.  T.  Huber,  «Die  spezifische  Formanderungsarbeit  als  MaB  der  Anstrengung  eines  Materials.* 
Lemberg  1904.  Siehe  auch  A.  Foppl  «Drang  und  Zwang»-  Erster  Band  S.  50,  1920. 
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II.  Die  Versuchseinrichtimg  imd  Versuchsstabe 

29  hohle  Stabe  wurden  Druck-,  Zug-  und  Torsionsversuchen  mit  und  ohne  Innendruck 
unterworfen  (Abb.  1,  2  und  3,  Tafel  XIII).  Auf  diese  Weise  war  es  moglich,  sehr  verschieden- 
artige,  dreiaxige  Spannungszustande  zu  erzeugen  (Abb.  8  bis  14). 

Yermittelst  eines  eigens  zu  diesem  Zwecke  von  der  Firma  A.  J.  Amsler  &  Co.  in 
S  chaff  hausen  konstruierten  Multiplikators  (PreBtopf),  der  in  eine  Amslersche  Presse  eingebaut 
war,  wurde  der  Innendruck  i  ausgeiibt  (Abb.  4  und  5). 


—35 — - 

i 

i 

! 

1 _ i 

1  I- - 153 - H 

Abb.  5. 

oben:  Anschlufiflansch  fur  die  Zug-  und  Torsionsversuche.  Mitte":  Zugversuch.  unten:  Torsionsversucb. 


Samtliche  Versuchsstabe  aus  sorgfaltig  ausgewahltem  Material,  der  gleichen  Welle 
entnommen,  wurden  durch  Kaltbearbeitung  hergestellt.  Jeder  Stab  wurde  nur  einmal  den 
Versuchen  unterworfen. 

Die  Messungen  erfolgten  langs  und  quer  durch  je  2  diametral  und  jeweils  in  gleicher 
Hohe  angeordnete  Spiegelapparate  bezw. .  Dehnungsmesser  (Abb.  1,  2  und  3). 

Die  Ungleichheit  der  Spannungen  in  radialer  Richtung  zufolge  des  Innendruckes  %, 
welche  an  der  inneren  AVandung  der  hohlen  Versuchskorper  die  GroBe  i  und  an  der  AuBen- 
wandung  die  GroBe  o  erreichen,  des  ferneren  die  iiber  den  W^andquerschnitt  etwas  ungleiche 
Spannungsverteilung  in  Querrichtung  (Ringspannung)  wurden,  wenn  sie  auch  Schwierigkeiten 
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,fiir  die  Beurteilung  der  Anstrengunc  an  <Ier  TTHoiir  •  .  '  ' 

gewich,,  Variationsrechiimig)  gen.e  iu  Kauf  ZZZZZT  «**• 

zugen,  welche  die  unmitfelbare  Beobachtung  der  jewciliiren  T)rf  •  "  Uiusc!,;itzbaren  V0r. 

m  Langs-  und  Querricliiung  bietet  (Abb.  6).  ^  '  <  "‘w iions/.u.sfande  gleichzeitig 


°  v^v.  a. xa up i spannuneren  a  n  n™  i 

em  so  IaBt  sich  der  jeweilig  i„s  Auge^We  C  -T  Cm  rccI,twinkIi8«s  Koordinatensystem 
(Elastizitats-,  Plastizitiits-,  Bruchgrenzei  .1.  r  uuiz/usiand  liach  Mohr  (0  __  _  i  _  2k 

Prira~  ***.  S*:  “L::" 

Halbmesser  at.  l  hetragt.  Dcr  Sc|  K ■'o.axyli.uler,  dezsen 

-  *  S-ta*  ^Endpil  a  “  y  S“'—  -  -  a,-VE»e»e 

konstaa,.  Die  Axc  dec  %£  I Z  TT”  *"  W"*«  ’*=»*= 

a,  unh  a,  *.**.  Winkc  ,  =  d„  ,  f 

.lurch  die  H>"Ptspaun„„ge„"^  von  Huher-Hencty 

worin  at  =  Streckgrenze  (zji  -  n  .  °*  ~  °*  ~  °s)  =  4  **•  .  (2) 

“*  S  D.ruleiT  T  *  =  Maierialkonaiante.  Sie 

beiden  Then  "  ^  *n  den  Grenzwerten  (Elastmtnf-s  nc*cr  darstellen  (Abb.  7). 

dem1pIX"Sl“T'lbar  “  MCh 

— J :i  :JT7 iar  ebe” 

-P  -  Pag  62,C-.  -a  *e  fiance  of  ^  ^ 
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5  B2  und  Z?3  und  erreicht  einen  Wert  bis  zu  1 5  %  zuungunsten  der  Theorie  von  Guest-Mohr 
(Abb.  15). 

Da  sowohl  nach  der  Theorie  von  Guest-Mohr  als  auch  nach  dem  Ansatz  von  Huber- 
Hencky  die  Ausdriicke,  die  Hauptspannungen  enthalten  (linke  Seite  der  Gleichung),  Funktionen 
des  Innendruckes  i  sind  und  anderseits  die  Materialkonstante  k  (rechte  Seite  der  Gleichung), 


Raumliche  bezw.  ebene  Darstellung  der  Grenzwerte  von  Huber-Hencky  fur  ziihe  Stoffe. 

durch  den  einaxigen  Zug-,  bezw.  Druckversuch  einwandfrei  festgestellt  werden  konnte,  war  es 
moglich,  die  den  jeweiligen  kombinierten  Spannungszustanden  entsprechenden,  nach  Guest- 
Mohr  und  Huber-Hencky  zu  erwartenden  i-Werte  rechnerisch  zu  ermitteln  und  den  aus  den 
zugeordneten  Versuchen  ermittelten  i-Werten  bei  Erreichung  der  Plastizitatsgrenze  gegenuber- 
zustellen  (Abb.  8  bis  14). 

Kurz  vor  deni  Erreichen  der  Plastizitatsgrenze  an  der  inneren  Wandung  der  Hohl- 
korper  sind  die  mit  I  bezeichneten  Spannungszustande  giiltig.  Die  mit  II  bezeichneten-  £ 
Spannungszustande  sind  mit  geniigender  Scharfe  giiltig  fiir  ein  Element  der  Mitte  der  Wand 
in  FlieBzustand,  welches  die  gleiche  Anstrengung  aufweist,  wie  ein  Element  der  AuBenwandung-  ^  Z 
beim  Erreichen  des  FlieBens  aufien,  woselbst  letzteres  scharf  durch  die  Dehnungsmesser  Z  Z 
registriert  werden  konnte  (Abb.  8  bis  14).  7  _ 

IV.  Zusammenlassung  und  SchluBiolgerungen  H  - 

Auf  Grund  der  Versuche  der  E.M.P.A.  8)  mit  Hohlkorpern  aus  zahem  S.M.-Stahl  von  ~  Z 
sehr  gleichmaBiger  Beschaffenheit  auf  Zug,  Druck  und  Torsion  ohne  und  mit  Innendruck  auss  F 
gefiihrt,  laBt  sich  sagen:  <:  -~ 

8)  M  Ros  und  A.  Eichinger,  «Versuche  zur  Klarung  der  Frage  der  Bruchgefahr. »  Eidg. 
Materialpriifungsanstalt  an  der  E.  T.  H.  Zurich.  Schweiz.  Verband  fur  die  Materialprtifungen  der  Tech- 
nik.  Zurich,  September  1926. 
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Abb.  14. 

Elastizitatsmessung .  Torsionsversuche  mit  bohlen  Staben  mit  Innendruck.  Spannungszustand :  (-]-  ax)  =  ( —  2  a2). 


Tabelle  I 


Bruch-Spanriungszustande  der  VersuchsstS.be 


Spannungszustande  bezogen  auf  Spannungszustande  bezogen 

Hochstlast  den  ursprunglichen  Querschnitt  Brucblast  auf  den  Brucbquerscbnitt  Art  des  Bruc^es 

(Zustand  II)  (effektiv) 


P max  /max 

CV  1  Or  | 

^max 

h 

O^r  G? 

ef^m  ax 

dasse 

t  atm 

t/cm2 

t/cm2  t/cm2 

t/cm2 

t 

atm 

t/cm2  tcm2  t/cm2 

t/cm2 

zi 

10,46  0 

4,84 

—  — 

2,42 

9,30 

O 

8,30  —  — 

4,75  Gleitungsbruch 

33,30  0 

4,71 

—  — 

2,36  25,10 

O 

8,74  —  — 

Gleitungsbruch 

Z2 

9,20  482 

5,36 

2,41  -0,24 

2,80 

9,20 

482 

unbestimmt 

Gleitungsbruch 

Zz 

9,20  478 

5,35 

2,39  -0,24 

2,80 

9,20 

478 

8,36  3,67  -0,24 

4,50  Gleitungsbruch 

5,30  770 

4,20 

3,85  -0,38 

2,29 

5,3o 

770 

4,50  4,29  -0,39 

2,45  itwodnchflSj' 

zz 

5,72  810 

4,49 

4,05  -0,41 

2,45 

5,72 

810 

5,61  5,7/  -0,41 

3,06  Trennungsbruch 

T  i 

-4,90  860 

0,00 

4,30  -0,43 

2,36 

4,90 

860 

-0,19  5,23  -0,43 

2,83  Trennungsbruch 

T7 

0  852 

i,94 

4,26  -0,43 

2,35 

0 

852 

2,39  5>lS  “0,43 

2,81  Trennungsbruch 

47maN  zmax 

ai 

a2  a3 

^max 

mb 

** 

eft  max 

T6 

79, 8  0 

-4,26 

4,26  O 

4,26 

1  1  1  1  -  . 
gleicb  wie  auf  dem  urspr.  Querscnmtt 

4,26  Gleitungsbruch 

72 

122,5  440 

— 

—  — 

4,xo 

122,5 

440 

—  —  - 

^29  Gleitungsbr.a.Kopt 

T  3 

122,5  440 

— 

—  - 

4,io 

122,5 

440 

—*  ~  “ 

4,29  Gleitungsbr.a.Kopf 

1  1  1  1  1  1 
a2  as  0/  =  Langsspannung. 
qx  =  Qq  =r  Ringspannung. 
zy  =  ar  —  Radialspannung. 

(+)  -  Zng. 

(— )  =  Druck. 

11  11 

o2  >  Hauptspannungen. 

Ojl 

1.  Die  Ergcbnisse  dcr  Versuche  im  Bereich  der  FlieBgrenzc  zcigen  mit  der  Tl  • 

konstanten  Gestaltandenmgsarbcit  von  Hubek-Hencky  fast  genaue  l  loh^r,  •  ^  de 
(Abb.  8  bis  14).  *  ^  <-  Dei  einstxmrnun 

2.  Gegenuber  der  Theorie  der  grofiten  Schubspannung  von  Gubst-Mohr  ergeben  ,iiA  v 

suchsergebnisse  UntorschM.  M,  2„  ,5  %  (A|,,,  1)it,  Wft£ 

t62 


,  Quest- -Mohr 


liuber-Mencky- 


IK/T5B 
J/ti/ra.  75 

/04  Qs 

/VzDs 

Os  D7 


i-62 

Abb.  15. 

Ergebnisse  der  Versuche.  Theoretische  Werte. 

Mohr  sind  kleiner.  Eine  Hullkurve  in  Mohrscher  I  )-,?■«(  n 

16).  Durch  die  Versuche  wurde  der  EinfluB  der  ,  •(j|  ,  ’  ,,,cht  nu'^lidl  (Abb' 

cler  LrnfluB  der  m.ttleren  Hauptspaammg  in  unvcrkenn- 


°m\J5  T3l  Z5[lfr823 


Dle  Mohrschen  Hauptkreise  samtlicher  Dred^Zut  und  T  • 

,  Zug-  und  Torsionsversuche  mit  hohlen  KSrpern. 


M.  Ros,  Zurich _  -  _ 

barer  Weise  nachgewiesen  9) .  In  einigen  Sonderf alien  stimmen  Guest-Mohr  und  Huber- 
Hencky  genau  uberein. 

Die  Theorie  von  Guest-Mohr  wird  einer  praktisch  sehr  brauchbaren  Annaherung 
gerecht. 

3.  Aus  den  Ergebnissen  der  Spannungszustande  und  Formanderungen  nach  Bruch  ist  zu 
entnehmen,  daB  sich  die  Bruchtheorie  von  Mohr  fur  den  Bruch  selbst  (nach  Trennung 
der  Teile)  behaupten  kann,  insofern  man  sie,  im  Einklang  mit  der  Mohrschen  Voraus- 
setzung,  auf  den  Gleitungsbruch  beschrankt.  Der  Gleitungsbruch  wird  durch  einen 
praktisch  konstant  verbleibenden  GroBtwert  der  Schubspannung,  bezogen  auf  den  effek- 
tiven  Bruchquerschnitt,  bedingt  (Tabelle  I). 

4.  Ganz  geringe  Unhomogenitaten  (Schlackeneinschliisse  etc.)  konnen  einen  Trennungs- 
bruch  zur  Folge  haben  und  dann  scheint  die  groBte  Zugspannung,  bezogen  auf  den  wirk- 
lichen  Bruchquerschnitt,  maBgebend  zu  sein  (Tabelle  I). 

5.  Die  Versuche  bestatigen  die  Tatsache,  daB  zahe  Stoffe  mit  ausgesprochener  FlieBgrenze 
im  plastischen  Gebiet  ihre  Quasnsotropie  nicht  einbiifien.  Das  FlieBen  erfolgt  in  alien 
Richtungen  gleichzeitig  (Abb.  8  bis  14). 

6.  Die  Poissonsche  Querdehnungszahl  wi  nimmt  fiir  Spannungszustande  innerhalb  des 
plastischen  Bereiches  und  auch  daruber  hinaus,  auf  die  bleibenden  Formanderungen 
bezogen,  geniigend  genau  den  Wert  w  =  2  an  (Abb.  8). 

9)  A.  Nadai,  «Zur  Mechanik  der  bildsamen  Formanderungen. »  WerkstoffausschuBbericht  No.  56 
desVereins  Deutscher  Eisenhuttenleute  1925.  W.  Lode,  «Versuche  tiber  den  Einflufi  der  mittleren 
Hauptspannung  auf  das  FlieBen  der  Metalle,  Eisen,  Kupfer  und  Nickeb.  Zeitschrift  fiir  Physik  1926, 
Heft  11  —  12. 


2.  Teil. 

Von  A.  Eichinger,  Zurich 

Auf  Grund  der  vorliegenden  Ergebnisse  wurde  versucht,  in  Erkenntnis  der  Deformations- 
vorgange  vor  und  insbesondere  nach  Ueberschreitung  der  Elastizitatsgrenze  bezw.  FlieBgrenze 
einen  neuen  Beweis  fiir  die  Giiltigkeit  der  Beziehung: 

Ol2  +  °22  +  a32  -  a2  —  °2  a3  —0,^=4^  .  (2) 

zu  erbringen.  In  Anlehnung  an  die  Theorie  von  Mohr  und  in  besserer  Anpassung  an  die 

Versuchsergebnisse  ist  dieses  auch  gelungen. 

Es  interessiert  uns  vorlduiig  in  erster  Linie,  wie  sich  der  Korper  bei  allgemeinem 
Spannungszustand  verhdlt,  wenn  seine  Festigkeitseigenschaften  bei  einachsigem  Zug  und  ein- 
achsigem  Druck  genau  bekannt  sind. 

Durch  die  vorliegenden  Versuche  ist  fiir  Stahle  der  Beweis  erbracht,  daB  die  totalen 
Formanderungen  in  zwei  Teile  getrennt  werden  konnen,  und  zwar. 
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lerende  Verschiebung  ist:  Js  and  dicser  Gleitebenen  ist  (Abb.  17).  Die 
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Das  Ma/t  der  Anstrengung  ist  die  Grofie  der  resultierenden  Verschiebung  in  der  resul- 
tierenden  Verschiebungsebene,  oder  auch,  was  sich  leicht  seigen  la.pt,  die  Schubspannung 
dieser  Ebene. 

Beim  einachsigen  Zugversuch,  falls  aZug  —  2  ^  gesetzt  wird,  ist 

Sz»g  =  8  •  k  •  a8  ■  K7-  =  8  •  A.  2  k  ■  VJ. . 

Es  muB  noch  beantwortet  werden,  wann  die  Anstrengungen  zaher  Korper  bei  zwei  ver- 
schiedenen  Spannungszustanden  die  gleiche  ist.  Ich  glaube,  dafi  es  dafiir  im  Sinne  des  Vor- 
herigen  nur  eine  Antwort  gibt,  namlich: 


<5r{fc+6j 


Abb.  17. 


Abb.  18. 


Bei  zwei  verschiedenen  Spannungszustanden  wird  die  Anstrengung  d'ort  die  gleiche,  wo 
die  d-Werte  miteinander  ubereinstimmen  (Abb.  18),  also  dort,  wo  die  Plastizitatsmoduli  — 

einander  gleich  sind.  (Innerhalb  der  Elastizitatsgrenze  dem  Elastizitatsmodul  E  —  ~  ent- 
sprechend.) 

Wenn  man  dieses  in  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  ausniitzt,  so  kommt  man  zur  Beziehung 

°i2  +  <V*  +  a82  -  a,  a2  —  cr2  a8  —  a3  =  4  &  .  (2) 

Dieses  Ergebnis  stimmt  genau  mit  jenem  iiberein,  welches  aus  der  Annahme  der  Kon¬ 
stanz  der  bezogenen  Gestaltanderungsenergie  von  Huber-v.  Mises-Hencky  hervorgeht. 

Die  Versuche  haben  es  bestatigt,  daB  diese  Beziehung  vom  Belastungszustand  Null  bis 
kurz  vor  die  Bruchgrenze  gilt. 
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uie  Dampfung,  die  bei  der 
^wingungsbea^pruchting  von  Metallen  auftrit, 

m  angigkeit  von  der  Verformungsgesdiwindigkeit 

Von  O.  Fop  pi,  Braunschweig 

Die  Versuchsanordnung  ist  in  Abb.  i  dargestcllt  a  isi  ,1,,-  n  ,  .  ,  , 

eigenscliaften  festgestell,  warden  sollen,  u„.l  der  auf  Verdee! u .  '  ”  **"«■ 

Ef .  »  ist  festgehalten,  wdhrend  das  anderc  Knde  ei„,  **  « 

schwingungen  am  den  Winkel  Ar  ansfiihri.  Der  1  T„1h.,, -tjT  ,  i,  K  !  ” '' V'*ehu„,p. 
gelagert,  so  daB  er  sich  nicht  durchbiegen  kann  Bei  der  Wr  i  ■  i  *  Ku«t‘1,:ig«'rn  melirfach 
solange  das  Hookesche  Geseta  gilt,  in  QtK-rscl.ni, ,  I™"'*,' " 

r  H-  u,lc  bichubspannung 


•  ^  •  A  cp  auf,  mit  eiriem  GroBtwert  am  Umfang  des  Stal.es  T(l 


(•'  A  9. 


von  . ^  . .  ei,„ 

der  Hauptachsen  herausgeschnittcn.  Durch  die  ObedHelJ i  ,T  ,U'’"  S,a!>0  in  Kichlu»g 
spannung  x  iibertragen,  die  den  Verfonnuntrswinl-el  .  -  '-lenmnles  vv,rd  die  Schub- 

unter  der  Proportionalitatsgrenze  licgt  dann  Hun  r  °i^  M<’  ^ nm  die  Beanspruchung 

Gleichung  *  tlMn  kann  tlw  Hexn-lumg  awisehen  t  un,I  y  durch  die 


mit  G  als  Schubmodul  wiedergeecben  werd™  n„ .  ,  .  .  , 

daB  die  strenge  Gultigkeit  der  Gleichung  (r)  J  wenn  iib'T’  ka”M  man  f('s,sfellen, 

*  dm.  nine  Getade,  £  d  ZgSZZZX 


Neben  der  elastischen  Verformune  tritt  ■  ,  • 

von  der  VerformungsfortschreitungsrichTul!  V!rformungsanteiI  auf,  dessen  Richtunj 

zugefuhrten  Arbeit  in  Warme  um|  Wir  n!^  Schwin*Wn  wird  ein  Teil  de 

der  Hysteresrsschleife,  die  Dampfung  des  bI™™  ff™  TdI'  der  ^Ieich  «*  clem  Inhal 

*  -  *.  Schwinn  -  ...  .  ^  n"d  be“kta“  *  n»  Wet,  , 


.  .  .  ***  oezeicii; 

chwingung  und  auf  i  cm8  Baustoff  bezogen  (Dime 


tension 


cm  kg 


""O 

cm8  Schwingung 


O.  FQppl,  Braunschweig _ _ _ _ 

Den  Wert  von  #  konnen  wir  in  Abhangigkeit  vom  Verformungswinkel  y  auftragen.  Da 

y  selbst  eine  Funktion  von  r  ist  (Y  =  j  •  A  <p)  .  miifiten  wir  das  herausgegriffene  Element  in 

radialer  Richtung  beliebig  diinn  ausfiihren,  am  besten  einen  sehr  diinnen  Hohlzylinder  mit  den 
Halbmessern  r0  und  (r0  —  dr0)  herausgeschnitten  denken.  Aus  der  Temperaturerhohung  des 
Stabes  im  Beharrungszustande  erhalten  wir  die  auf  eine  Schwingung  in  Warme  umgesetzte 
Energie  oder  die  mittlere  Dampfung,  die  im  Querschnitt  auftritt,  und  konnen  daraus  die 
Randdampfung  ft0  nach  einem  besonderen  Verfahren1)  ermitteln.  Da  hier  aber  nicht  die 
absoluten  DampfungsgroBen,  sondern  nur  die  Abhangigkeiten  dieser  Werte  von  den  Ver- 
formungsgeschwindigkeiten  festgestellt  werden  sollen,  werden  wir'im  nachfolgenden  die  mittlere 
Dampfung  ft  weiter  verwenden.  Wir  tragen  ft  in  Abhangigkeit  vom  Randverformungs- 
winkel  y0  auf  und  erhalten  die  Kurvenschar  in  Abb.  3. 

Die  Versuche  sind  durchgefiihrt  worden,  um  festzustellen,  ob  ft  nur  von  y0.  abhangt 
Oder  ob  sein  Wert  auch  durch  die  GroBe  der  Verformungsgeschwindigkeit  beeinfluBt  wird.  Man 
nahm  friiher  an,  daB  die  Dampfungsfahigkeit  bei  gleichem  Verformungswinkel  verhaltmsgleich 
der  Verformungsgeschwindigkeit  sei.  Diese  Annahme  wird  noch  bis  in  die  jiingste  Zeit  in 
der  deutschen  technischen  Literatur  vielfach  vertreten.  Ausschwingversuche,  die  F.  E.  Rowett2) 
in  Cambridge  1913  angestellt  hat,  fiihrten  zu  dem  Ergebnis,  daB  die  GroBe  der  Dampfung 
unabhangig  von  der  Verformungsgeschwindigkeit  ist. 

Im  Gegensatz  zu  den  Versuchen  von  Rowett  haben  wir  die  Dampfungsfahigkeit  im 
Beharrungszustznd  der  Schwingung  festgestellt.  Wir  haben  also,  die  Schwingung  von  auBen 
so  stark  erregt,  daB  die  durch  die  Baustoffdampfung  usw.  vernichtete  Energie  dem  System 
fortlaufend  neu  zugefiihrt  wird.  Die  GroBe  der  Dampfung  kann  aus  der  Temperaturerhohung 
des  Baustoffes  im  Beharrungszustand  leicht  bestimmt  werden.  Das  Verfahren  laBt  die  Mog- 
lichkeit  sehr  genauer  Messungen  beziiglich  der  absoluten  GroBe  der  Dampfungsfahigkeit  zu, 
da  der  Beharrungszustand  beliebig  lange  Zeit  aufrecht  erhalten  werden  kann.  In  bezug  auf 
die  absoluten  Werte  sind  wir  zu  wesentlich  anderen  Ergebnissen  wie  Rowett  gekommen. 
Darauf  ist  an  anderer  Stelle  eingegangen  worden  3) .  Wir  haben  aber  ebenso  wie  Rowett  fest¬ 
gestellt,  daB  die  Dampfung  unabhangig  von  der  Verformungsgeschwindigkeit  ist  und  zwar 
gilt  das  bei  unseren  Staben  von  15  mm  0  und  etwa  400  mm  Mefilange  innerhalb  von  minut- 
lichen  Wechselzahlen,  die  zwischen  o  und  2000/min.  liegen. 

Die  Dampfung  bei  der  Wechselzahl  o  haben  wir  durch  statische  Eichung,  d.  h.  Messung 
der  Verformung  bei  ganz  langsamem  Auftragen  der  Belastung,  bestimmt.  Der  Inhalt  der 
Hysteresisschleife  ist  Arbeit  bezogen  auf  die  Volumeneinheit  des  Baustoffes,  also  von  der 

Dimension - — — -  Diesen  Betrag  haben  wir  in  Abhangigkeit  vom  Verformungs- 

cm2  Schwingung. 

winkel  y0  aufgetragen  und  die  in  Abb.  3  dargestellte  Kurve  (n  —  o)  erhalten. 

Im  Beharrungszustand  des  schwingenden  Stabes  haben  wir  ferner  aus  der  Erwarmung 
des  Stabes  die  fortgeleitete  Energie  gemessen  und  ebenfalls  in  Abhangigkeit  vom  Verformungs¬ 
winkel  y0  aufgetragen.  Die  y0-#-Kurven  haben  wir  bei  12  verschiedenen  Geschwindigkeiten 
zwischen  230  und  2500/min.  bestimmt.  (Abb.  3.)  Bei  den  Geschwindigkeiten  von  uber 
2000/min.  traten  erhebliche  Fundamenterschiitterungen  auf,  durch  die  die  Messungen  wesentlich 

1)  0.  F5ppl,  Schweiz.  Bauzeitung,  Bd.  86,  Heft  23  vom  5.  12.  25. 

2)  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London,  Ser.  A,  Bd.  89,  S.  528. 

3)  0.  Foppl,  Z.  d.  V.  D.  I.  1926,  Heft  39. 
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gestort  worden  sind.  Sieht  man  von  den  4  obersten  Schwingungszahlen  ah  d 
geiinge  Abweichungen  zwischen  den  einzelnen  Kurven  vorlianden.  Dit>  Abweicl  ^  ^  au‘ 
zum  Teil  davon  her,  dafi  wir  die  Messungcn  auf  verschiedenen  Drehschwimrun1^611  ^ 
mit  verschiedenen  MeBinstrumenten  aufgenommen  haben.  Die  Fehler  der  einzehe 
werden  deshalb  nach  verschiedenen  Seiten  Iiegen,  so  dafi  die  Mill d  wertakurve  verh-u^1 
genaue  absolute  Gi'ofienansraben  enthalt  Inzwisrlipn  II .  lu.u  „  vtrnalt“K«na 


genaue  absolute  GroBenangaben  enthalt.  Inzwischen  hai  Herr  Dinl-lnu  Bfck™  *•' 
Laboratorium  Versuche  an  der  glcichen  Maschiue,  die  er  zwischen  v,o  um'l  oVoo  ^  **** 
m  der  Minute  regelbar  machte,  angestellt  und  noch  well  genaue, -es  Zusammenfallen  1??^” 
aste  bei  den  verschiedenen  Schwingungszahlen  erhalten.  (Diss.  Braunschweig  1927) 


Dampfu^  emSeina^n:  dI <”  '  «>  ** 
plastischen  Verformungsanteil  her  d  h  einBi  J'  <l 'SC ‘Cn  ,’'ldnill«  ruhrt  aber  vom 

die  Hysteresisschleife  Null  haben.  Wenn  eine”  Hv -t  ^ ^  Ti  t;1''lst  lscIu‘i;  Verfonnung  wiirde 
Gesamtverformung  y  in  einen  elastischen  A  ,  u  -  s  c^USI-s'sc  1  eife  auflritt,  dann  kann  die 
werden.  Der  lotah  D  der  Hysteresisschleife  J  A*W' 


arbeit 


ciner  sdts  der  I'ormandcrungs- 


ty,  anderseits  dem  plastischen  Vcrformunusanieil  w-  ,  -  . 

*  unhs<lluui  VV it  konnen  also  unter  der 


Voraussetzung,  dad  die  Verformnng  in  der  Hanptsaehe  elastisl  crfolgt,  schreil.cn 


D 


lt_  £ 
y  c 


1  ,  I 

— -  xy • X  — 


wobei  mit  X 


It 

r 


die  verhaltnismaBige  plastische  Verformung  bezeichnet  ist. 


c  ist  ein  Pro- 


portionalitatsfaktor,  dessen  Grofie  vorerst  unbekannt  ist.  Wir  setzen  nun  den  Inhalt  D  der 
Hysteresisschleife  ins  Verhaltnis  zur  Formanderungsarbeit  ~  xy  und  erhalten  mit  tj>  ==  2  D/x  y 

c  —  X  :  (J; 

Der  Wert  von  c  liegt  bei  Stahl  und  Kupfer  zwischen  0,18  und  0,23;  die  hoheren  Werte 
gelten  fur  die  hoheren  Verformungsgrade.  Mit  Hilfe  des  Wertes  c  kann  man  die  Dampfung 
ohne  Aufnahme  einer  Hysteresisschleife,  allein  aus  der  statischen  Eichung  ermitteln. 

Die  im  vorliegenden  Bericht  behandelten  Drehschwingungsversuche  wurden  durch  die 
Beihilfen  der  Helmholtz-Gesellschaft  und  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  wesentlich  gefordert. 
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Eigenspannungen  und  Verfestigung  beim  M 


Von  G.  Masing,  B  e  r  I  i  n  -  S  i  e  m  c»  s  s  t  a  d  t 


essin^ 


Auf  Grund  einer  Reihe  von  Beobachtungen  dcr  Strcck-  und  Slauchurc-n^  u 
SchluB  gezogen  werden,  dafi  bei  plastischen  Beanspruchungon  von  kail  gmcH n  * 

sLSru  Hmschir  l“inc  wirkiichc  vcrfes,i«“"«  «•<*»*.  .....i  **  <nt 

Stauch- und  Streckgrenze  sich  durch  Verandcrungcn  dcr  Eurens.nnnun,™  .  gen  - 
schien  msbesondere,  daB  auch  der  BAUscimreiiR-Effekt  sidi  in,'  Sinn.  ,.fir!7rUI1  a"L~n  b' 
We,Se  «W«.  ■*.  Dies.  Ergebaissc  HeBea  cs  c, 


o  1  S  3  *  y - -J- - j 

Abb.  i .  .  to*** 

Dehnungslinie  ernes  Korperelementes  „  ,  Abb-  a* 

Schema  einer  Dehnungslinie 

?  "“7"  . -  -  - 

d,C  g£Samte  darauf  aufgenommene  Stauchkurvc  bcrechn^  lWr  ,Mtou^ 


w  h  ■  Abb- 3' 

nit  demselben  EkstTdtfeTOdu”'  C‘”m  Syste,n  von  KiirI>ereI«”0 

dieDeh„ungsli»i,s„lcheinKE1'  mt  Tfi*=h'«|enen  Streckgrenaen  besteht  dad  daB 

- Hn»  P  ,  “  W"  '  darS*dlt-  “S  2Wd 

>)  s  rsr3?-4-1 

a'  4  Slemens-Konzern  3l  i  (1923)  s. 


G.  Masing,  Berlin- Siemensstadt 


Oberhalb  der  Streckgrenze  e  findet  keine  weitere  Erhohung  der  Spannung  statt.  Wenn  wir  mit 
Hilfe  dieses  Ansatzes  eine  Dehnungslinie,  Abb.  2,  analysieren,  so  werden  wir  sagen  konnen,, 
dab  oberhalb  der  Elastizitatsgrenze  l  der  scheinbare  Elastizitatsmodul,  also  die  Ableitung  der 
Spannung  y  nach  der  Dehnung  in  jedem  Punkte  der  Kurve  unmittelbar  den  Bruchteil  des 
Querschnitts  a  angeben  wird,  der  noch  nicht  begonnen  hat,  plastisch  zu  flieBen. 

In  Abb.  3  stellt  die  Kurve  cb  peg  die  Ableitung  der  Dehnungslinie  und  damit  die  Werte 
von  a  in  Abhangigkeit  von  der  Dehnung  dar.  Diese  Kurve  laBt  sich  jedoch  noch  anders  inter- 
pretieren.  Da  die  Elastizitatsmoduli  aller  Korperelemente  gleich  sind,  so  konnen  wir  sie  alle  will- 
kiirlich  gleich  1  setzen.  Die  Abszissen  x  der  Abb.  3  stellen  dann  unmittelbar  die  Elastizitatsgrenzen 
der  einzelnen  Korperelemente  dar.  Kurve  cb  peg  gibt  die  Verteilung  der  Elastizitatsgrenzen 
im  Querschnitt  an.  Sie  ist  also  die  elastische  Charakteristik  des  Stabes,  die  wir  aus  der 
Dehnungskurve  gewonnen  haben.  Wir  konnen  annehmen,  dafi  dieselbe  elastische  Charakteristik 
mit  umgekehrten  Vorzeichen  im  spannungsfreien  Zustande  auch  fur  die  Stauchgrenze  gilt. 
Nach  vollendetem  Zugversuch  stellt  die  Kurve  d  p  q  f"  g  die  Verteilung  der  hierbei  erzeugten 
Eigenspannungen  dar,  wobei  der  Anteil  der  Bruch-  und  Zugspannung  durch  die  Bedingung  ge- 
geben  ist,  daB  die  Flachen  d  f  f"  e  q  und  /  f"  g  einander  gleich  sind. 

Der  Korper  sei  nur  mit  Eigenspannungen  behaftet,  deren  Verteilung  durch  die  Kurve 
mnp  dargestellt  sei.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  mit  Hilfe  der  elastischen  Charakteristik 
die  Dehnungskurve  eines  solchen  Korpers  zu  berechnen.  Bei  der  Dehnung  n  n'  verschieben 
sich  die  Linien  der  Eigenspannungen  parallel  zu  sich  selbst  nach  m '  n'  p'.  Der  Wert  p  liegt 
jedoch  oberhalb  der  Elastizitatsgrenze  d  des  entsprechenden  Korperelementes.  Deshalb  1st 
jetzt  bereits  die  Elastizitatsgrenze  iiberschritten  und  die  zur  Dehnung  m  n'  gehorige  Spannung 
bestimmt  sich  durch  die  Flache  mnp  dq  n'm'.  Der  scheinbare  Elastizitatsmodul  bei  der  Deh¬ 
nung  nn'  entspricht  der  Ordinate  des  Punktes  q.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  Kuive 
der  scheinbaren  Elastizitatsmoduli  in  Abhangigkeit  von  der  Dehnung  c  pdf"  r  s,  und  aus  dieser 
konnen  wir  durch  Integration  die  Dehnungskurve  berechnen. 

Analytisch  findet  man  diese  a — ir-Kurve  f olgendermafien : 

Die  Spannungsverteilung  mnp  sei  durch  die  Gleichung  x  —  a  =  F(a)  dargestellt, 
fur  m'  n’  p'  bekommen  wir 

x  —  xt  =  F(a),  .  (*) 

wo  xx  =  n  nx  ist.  Der  Punkt  q  liegt  gleichzeitig  auf  beiden  Kurven  m'  n'  p'  und  cde  g,  der 
^r-Wert  muB  hier  also  auch  der  Gleichung  a  =  f  (x),  die  wir  nach  x  aufgelost  zh  x  =  cp  (a) 
schreiben  konnen,  geniigen.  Durch  Substitution  von  x  in  (1)  bekommen  wir. 

*!  =  *  {a)  —  F(a) .  (2) 

(2)  ist  die  Gleichung  der  c  ptr  s  -  Kurve  (Abb.  3). 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  xt  die  Dehnung  des  Stabes.  Diese  Dehnung  1st  aber  nicht 
mit  der  Spannung,  unter  der  die  elastisch  beanspruchten  Teile  stehen,  identisch,  da  sie  vorher 
nicht  spannungsfrei  waren.  Die  gestrichelte  Kurve  cptrs  (Abb.  4)  gibt  deshalb  auch  nicht 
die  Spannungsverteilung  im  Stabe  an. 

Wir  wollen  noch  zwei  Sonderfalle  einer  vorgegebenen  Spannungsverteilung  betrachten. 
Der  erste  Fall  betrifft  die  Dehnungskurve  eines  bis  g  (Abb.  3)  vorgedehnten  Stabes.  Die  Span¬ 
nungsverteilung  ist  in  diesem  Falle  durch  die  Linie  c  deg  der  Elastizitatsgrenzen  gegeben. 
Die  Spannung,  unter  der  ein  solcher  Stab  steht,  ist  nach  dem  oben  Erorterten  durch  a  = 
Flacheninhalt  von  cdqeg  =  c  o-of  gegeben.  Bei  der  Entspanung  verschiebt  sich  die  Span- 
nungslinie  parallel  nach  links,  bis  der  Punkt  f"  der  Senkrechten  ff"  auf  die  Ordinatenachse 
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kommt.  Samtliche  Tcile,  die  oberhalb  f"  liegen,  crhalten  Druckspatmungen,  die  lmt  i 
liegenden  verbleiben  unter  Zugspannungen.  Wenn  die  Druckspannungen  die  Stauclie  &  ^ 
betreffenden  Teile  iiberschreiten,  ist  also  die  Spannungsverteilung  (lurch  die  nach  ^ 

schobene  Kurve  d  e  f"  g  gegeben.  Ihre  Gleichung  ist:  '  ‘  lnks  ver- 


F  0Z)  =  ?  0) 

Durch  Einsetzen  in  (2)  erhalt  man: 


x\ 


konst. 


d*.  h\  die  DehnunS  erfolgt  bis  g  rein  elastisch,  und  dann  fangt  der  gauze  Stab  zu 

wie  ja  auch  eme  bekannte  Betrachtung  an  Hand  der  Ddimmgskurven  ergil.t  * 


g^benen  Spannungsvcrtedung  auf  Druck  beanspruch,  * 

nach  der  driven 

grenze  ist:  ”  **  ^lc  wk luiung  dieser  Kurve  der  Staucl 


Alit  Gleichung  (7)  erhalten 


X  : 


..  (5) 


wir: 


xl - 2  (^z)  —j—  a . 

legen  hat,  so  ^rd^rsSgr^e^jrtrt  bd  -  2/' 4.“  1  Znstande  bei  +  Z  j 

da  das  die  Voraussetynno-  v  it  u  2  / a  liegen.  Nun  ist  a  immer  groBer  ah 

Stauchgrenze  beim  nachfolgenden"  SWh  ^  Elastizitiitsgren«  ist.  Folglich  ist  , 

kannten  Ueberlegungen  fiber  den  BauschLge“  EffdTf  gmnger  ^  '*  *”  Best5tigung  der  I 
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Aus  Gleichung  (6)  sieht  man,  dafi  die  a-x- Kurve  fur  die  Stauchung  sich  sehr  einfach 
is  der  vorangegangenen  Dehnungskurve  ableiten  lafit. 

War  die  Dehnung  nur  bis  zu  einem  Punkte  zwischen  d  und  g  (Abb.  3)  etwa  bis  f" 
archgefuhrt  worden,  so  wird  der  Verlauf  der  nachtraglich  aufgenommenen  Stauchkurve  nur 
is  zu  einem  Werte  von  a,  der  /"  entspricht,  durch  Gleichung  (n)  bestimmt.  Bei  geringeren 
Werten  erhalt  man  der  Gestalt  nach  das  einfache  Spiegelbild  der  Kurve  f"  g. 

Zur  experimentellen  Priifung  dieses  Ergebnisses  wurden  Messingsta.be  nach  verschie- 
;ner  Vorbehandlung  erst  plastisch  gedehnt  und  dann  gestaucht.  Die  Schwierigkeiten  bestehen 
ierbei  einerseits  in  der  Eliminierung  der  Verfestigung,  anderseits  aber  hauptsachlich  in  der 
.liminierung  der  von  vornherein  vorhandenen  Eigenspannungen,  die  die  Ergebnisse  falschen 
onnern  Auf  die  Einzelheiten  soli  hier  nicht  eingegangen  werden.  Das  Gesamtergebnis  der 
rersuche  war,  dafi  die  gefundene  Stauchkurve  in  der  in  Abb.  4  schematisch  dargestellten  Weise 
ausgezogene  Linie)  wenig,  aber  sehr  charakteri'stisch  von  der  berechneten  (gestrichelte  Linie) 
bweicht  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafi  der  Bauschinger-Effekt  im  Gebiete  b  c  starker  ausgepragt 
st  als  zu  erwarten  war.  Der  starkere  Anstieg  der  Kurve  gegeniiber  der  berechneten  im  Gebiete  c  d 
st  auf  eine  Verfestigung  zuruckzufiihren. 

Man  mufi  also  schliefien,  dafi  das  metallische  Material  durch  die  plastische  Bean- 
pruchung  in  einer  Richtung  einer  plastischen  Beanspruchung  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
;egeniiber  starker  geschwacht  wird,  als  auf  Grund  von  Eigenspannungen  berechnet  werden 
ann.  Ueber  die  Natur  und  Ursache  dieses  spezifischen  Schwachungseffektes  lafit  sich  zur  Zeit 
ioch  nichts  sagen,  und  weitere  Versuche  rniissen  auch  zeigen,  ob  und  wie  er  bei  anderen  Metallen 
uftritt. 

Es  folgte  ein  Vortrag  von  Fillunger,  Wien,  «Ueber  die  Knickung  von  Staben  mit 
5chneidenlagerung».  (Siehe  Zeitschrift  fur  angewandte  Mathematik  und  Mechanik,  1926.) 
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Versuche  uber  die  Fliebgrenze  des  E 

Von  A.  N  a  cl  a  i ,  G  6 1 1  i  n  g  e  a 
(Hiezu  Tafel  XIV) 

1.  Mein  Mitarbcitcr,  Herr  W.  Lode,  hat  in  den  letzten  Jahren  Festigkeitsve™  n 
weichem  Eisen  und  mit  einigen  andern  Metallen  gemacht,  iiber  deren  Krucbnisse  ,  6 
kurz  berichtet  werden  soil*).  k  lm  f(%e« 

a)  Etwflup  der  mittleren  Hauptspammg  auf  die  PMepgrense  N-tch  den  A 
von  O  Mohr  soil  die  mittlere  der  Hauptspannungen  0|I  a,„  o8  (a,  >  a,  X  auf 
ernes  bildsamen  Zustandes  in  den  tcchnisclien  Metallen  keinen  merklielien  itinflull  b,h 
die  grofite  Hauptspannungsdifferenz  a,  —  a3  nur  cine  Funktion  des  mittleren  Druckes  (n  T  T 
sein.  Fur  die  Giiltigkcit  dieser  Annahme  sprechen  die  Versuche  von  J.  Guest.  Wir  belt " 

1In  folSenden  zur  Kemueichnung  des  Verhidtnisses  der  mittleren  HaJ 
Af^Ar  spannung  a2  zu  den  beiden  andern  cine  Zahl 


Abb.  i 


J2  —  (q,  -I  -  CT,,)/3 

Oi  —  Os)/2 


Sie  definiert  das  Verhaltnis  der  Sirecken  BM  und  AM  ini  Diagrannn  tAbb  rt  h 
MoiiRschen  Kreise.^  In  dunnwandigen  Mctallrohren,  die  durch  eine  atciale  Zugkraft  und  did 
emen  inneren  Flussigkeitsdruck  angespannt  warden,  konnten  die  Spaunungszustii.ule  a : 

nadi^R  rV  ^  Ug  ’  ^  ~°  (Innendruck  al,ein)  und  /<  ~  t  (lnneudruek  und  axialer  Zug 
nach  Beheben  erzeugt  werden.  Die  Versuche  lassen  sieh  in  einem  Diagram.,,  darsteilen 

differed  a  1SSe  V?t^  “I"16  ^  VwUUtai*  **  I  lauptspannung, 

i  eienz  -  a3  zur  Fhefigrenze  des  reinen  Xugversuches  a,  bedeuten.  Da  in  den  LooEsdier 

Versuchen  a3  slots  nahezu  gleich  Null  oder  gleich  Null  war,  is.  dieses  Verhaltnis  gleich 

jzz.  ,la'  . . * . -•«*£  -»* 

rechte  fer  j,  7  -  ^  f grbllta,  Sdml, die 

bemerkbar  ma^de  Varfe^J  *7  Mcnn"''1'''  "?*T  “"T*  ,W™«  **  a»» 

— “1,ev"v“s"chsp™te  fflr  «*-•  . .  s„:‘,  :it* 

voTr^MTst  atr,  r,7'8  .Ni“'M  *  .  'V  T-  . . .  II.  Hm*)* 

energie  '  }  P  ^“KStsboIingu,,,;  ,|,.r  „„ veriin. larlicl,,-,,  (iaslalliimlmag. 

(ai  —  o2)2  +  (a2  —  a3)a  +  (as  —  c,)*  -  .  konst. 
sie  skh§™  der  obigl;  DllJelLn^irdk^lf  ^  tCChnisd,en  MetaIIen  an*  S0  dlickt 

scheint  in  den  Mitt.  a.  Forschungsarbeken  det  V  D  I  ausftth^cker^r.sudiSbericl,t  von  W.  Lode  et 
Literatur  darf  auf  denselben  verwiesen  werden.  '  1  ~  Beza8llch  v-eiKtrer  Einzelheiten  und  d 

Math,  uid  MechLiF  Applied  Mechan>cs.,  Delft,  1925,  312,  sowie  Z.  f.  an 

8)  Gottinger  Nachr.  1913,  S,  582. 


il 


A.  NAdai,  Gottingen 


aus.  Das  Maximum  dieser  Kurve  liegt  bei  /i=o  und  ist  gleich  2/Y  3  =  1,156.  Die  Versuchs- 
punkte  folgten  dieser  Kurve  im  Mittel  bis  auf  2 — 3  %  Abweichung. 

b )  Wiederholung  gleichsinniger  Beanspruchung  ergibt  in  der  Formanderungskurve 
(Abb.  2)  einen  knickartigen  (ABC),  Wechsel  der  Beanspruchungsart  (oder  auch  der  Richtung 
der  Hauptspannungen)  einen  gerundeten  Uebergang  ( DEF )  zu  den  neuen  bildsamen  Form- 
anderungen.  Die  sogenannte  Proportionalitatsgrenze  scheint  deshalb  keine  einem  gegebenen 
metallischen  Werkstoff  eigentiimliche  Grenzspannung  zu  sein. 

c)  Im  Hinblick  auf  die  verschiedenen  Formen  des  Ueberganges  aus  einem  elastischen 
in  einen  bildsamen  Zustand  wird  man  vielleicht  unterscheiden  1.  den  unvollkommenen  (Kurven- 
stiick  DEF  Abb.  2),  2.  den  voll  ausgebildeten  bildsamen  Zustand  (Kurvenstiick  FG),  3.  die 
Ueberfestigung  (Uebergang  mit  Spitze  OH I). 


Abb.  2  Abb.  3 


d)  Die  Gestaltanderungsregel.  Die  folgenden  Feststellungen  beziehen  sich  nur  auf  einen 
voll  ausgebildeten  plastischen  Zustand,  die  Hauptdehnungcn  s2,  £s  mogen  nur  durch  ihn  ent- 
standen  sein.  Die  meist  kleine  elastische  und  bleibende  Volumanderung  und  die  Abhangigkeit 
der  Fliefispannungen  von  den  Dehnungsgeschwindigkeiten  werden  vernachlassigt: 

1.  das  Volumen  bleibt  konstant  sx  +  "i"  H  =  0 

2.  die  Hauptdehnungsrichtungen  mussen  mit  den  Hauptspannungsrichtungen  zusammen- 

fallen. 

Mit  Benutzung  einer  analog  zur  GroBe  pi  eingefuhrten  GroBe  v,  die  die  mittlere  Dehnung 
bestimmt,  wurde  aus  den  Versuchen  die  Beziehung 


als  wahrscheinlich  geltend  ermittelt.  Die  Versuche  wurden  in  der  Weise  ausgefiihrt,  daB  zwei 
der  Hauptdehnungen  aus  der  gemessenen  Verlangerung  und  der  Querausdehnung  der  Rohre 
berechnet  wurden,  die  dritte  Hauptdehnung  ergab  sich  aus  der  Bedingung  1. 

2.  Spannungsverteilung  in  tordierten  Eisenstaben.  Entstehung  der  FlieBfiguren 

Das  schichtenweise  FlieBen  des  weichen  Eisens  bildet  eine  eigentiimliche  Begleit- 
erscheinung  des  Ueberganges  in  den  plastischen  Zustand,  die  noch  nicht  hinreichend  aufgeklart 
ist.  Mein  Mitarbeiter,  Herr  W.  Bader,  hat  die  Ausbreitung  der  FlieBschichten  in  tordierten 
Eisenstaben  genauer  untersucht.  Wie  der  Verfasser  gezeigt  hat,  laBt  sich  die  Spannungsver¬ 
teilung  in  tordierten  Staben  nach  einer  teilweisen  Ueberschreitung  der  FlieBgrenze  mit  Hilfe 
einer  iiber  der  Querschnittsfigur  errichteten  Boschungsflache  vorausbestimmen  4).  Die  Losung 
der  Torsionsaufgabe  in  den  elastischen  Gebieten  des  Querschnittes  verlangt  die  Konstruktion 
einer  diinnen  Haut,  die  man  sich  ahnlich  der  Seifenhaut  im  pRANDTLschen  Membrangleichnis 

4)  Vergl.  Z.  f.  ang,  Math.  u.  Mech.  1923  und  Prandtl,  Spannungsverteilung  in  plastischen  Korpem. 
Proc.  of  the  first  Int.  Congr.  for  Applied  Mechanics.  Delft.  1924,  S.  43. 
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der  elastischen  Torsion  am  Rande  des  Quersclmittcs  angeln-ftet  und  d„,-H,  .  •  .  ,  .  " 

belastet  zu  denken  hat.  Der  Unterschied  ist  nur,  dafl  die  limit  jetzi  auch  noch  ^  ^atcndr“4 
flache  sich  anlegen  mu*.  Herr  E.  T,bTO*)  hat  in  zwci  Pikm  (Kcke  d  J 
formiges  Loch)  die  Grenzen  der  plastischen  Gebiefe  strong  crmittelf  1 1  ^1,lkels-  W 

wertaufgabe  handelt  es  sich  darum,  cine  Punktion  *  z„  fanlen  dmm  V  f ^  Rani 

hmgen  und  kreisformigen  Begrenzung  des  Gebides  der  iialbobeno  (  vt,|> '  der  S®* 

inr  y=  ±  oo  gleich _«r  warden,  sich  in  eiuem  gewissen  Gebiet  (dem  pla^L'Tf  ^ 
Teil  des  Querschiuttes)  beriihrend  an  den  Kreiskegd  ' '  ""  plas,1'sch  ,,cfo™ierte, 

tp  m  k  (a  < —  r)  ... 

anschmiegen  uml  zchlieBlich  in  *,  Halbebenc  uuliori.nll,  ,k,  ..lasUscl".™' Tail’'  I "  ,v«  ^ 

g  eichung  A  ip  =  o  geniigen.  Die  Km«M.  ,  ,,i,  .s,c-ill,c-if 

*  ar  ^  ~  di'  ■  (  -#)  -d.  Kil.i  *  il,m,  Weri  *  „e„ 

storten  Teilen  des  Querschniftes  an.  Venn  Standmmki  .  • 

der  Plastizitiitstheorie  ist  der  von  Tki.-Ki.-rz' nnch  i  \ XIK‘nmoilll'lle,>  Vergleiches  mit 

Interesse,  rvelcl.e  Com,,  da.,  Kii,  J,  ,  ..T  ™„  I, 

Wer.  der  FlieBgrenzc  ,  =  f  „a,,e“  '  . . .  x  ,  r  rich  *, 

Wir  versuchen  seine  Form  durch  eine  ..  , 

ist  durch  die  Vcrmutung  von  Herrn  I’hanuti  i  I*.-  !<U  1  Un^  m  hll<,<‘n-  die  angeregt 

'iche  Breitc  habe.  Mach,  ,„a„  i‘  1-  “a"  .  ™ .  J  . . «*»  J 

schatzen  und  zu  zeigen,  daB  die  GroMing,^'  llr“"  a'"‘ 

Lochrande  _  erfiilit  werden  kbnuen,  J.f,,,™  ,|iowr  ‘  Kr"“mT  ™ 

groBe  x  ^  1  u  biiadeu  Grenzen  v  .  f;  f>  mufl  fjr 

<|i  ==*(«_  r)  ~  k  ..  k  /  a  __  __  _  \ 

,,r,  \  2.r/  *"  *'*  (2) 

n  setzen  nun  mit  Bezug  auf  Polarkoordinaten  g,  a  mit  deni  Pol  o,  (AI,I».  3) 


k  b%  cos  a. 


k  p  cos  a 


Fur  a  =  0  wird  Q  ~  #  und  A  =  k(a  —  v  _  b%  \  ■ 

\  ’  2  x  )  c  verIantf‘  wurde,  fiir  y  --  «o,  „  =  1 

4>  =  —  kx  und  fiir  x  ~  o  ( a  - in  ,  -a  2 

tentialfunktion  t  jedenfaU,  die  '  *  '  ‘  ^ 

riicksichtigenden  erfiilit.  Die  geauS^^tj'^'T ’ ^‘K"‘  '««!>  a.  be- 

*“  *  =  *  (—0  beriiir  '(3)  . . .  ,5'«s  «™>™  »  =  • 


'm  a  - - 1 . 0 

\2  p  T  rj  > 

«fiirj  =  6(a  =  0)e=^j): 

— a  2ka 

— — —  Pda  by  - —  .  (4) 

grenze,  Z.  f.  aug.  MatL  u.  bei  teilweiscr  Ueberschreitung  der  Fliess- 


.  (4) 


(s) 


Anderseits  ist  auf  der  Grenze  y  =  b  auf  dem  Kegel  tp  —  k  (a  —  r) 


b  <p 


by 


,  b  r  ,  y  r  b 

.  £  -  =  —  k  —  —  OO  —  k  — • 

by  r  x 


dtp 


Beide  Ausdriicke  fur  stimmen  iiberein,  wenn 

by 

b  —  2  aj%.  ... 


.  (6) 


In  einem  auf  reinen  Schub  beanspruchten  Stoff,  der  unter  einer  unveranderlichen  Span- 
nung  die  jit,  entwickelt  sich  an  einer  kleinen  zylindrischen  Bohrung  vom  Durchmesser  d  eine 
dunne  plastische  Schicht,  die,  wenn  die  Schubspannung  in  grojier  Entfernung  vom  Loch  den 
Wert  der  Fliefigrenze  erreicht,  bis  in  das  Unendliche  reicht  und  die  Breite  2d  :  n  hat. 

Wenn  diese  Folgerungen  aus  unseren  Annahmen  richtig  sind,  mufi  ferner  erwartet 
werden,  daB  man  die  Fliefischichten  nicht  nur  im  weichen  Eisen,  sondern  auch  in  andern  plasti- 
schen  Metallen  erzeugen  kann,  sofern  diese  unter  einem  unveranderlichen  Werte  der  Spannung 
zu  fliefien  beginnen.  Ein  weich  ausgegliihtes  Kupfer  wiirde  diese  Bedingung  nicht  erfiillen, 
denn  in  ihm  entwickeln  sich  die  bildsamen  Formanderungen  unter  kleinen  Spannungen  nur 
unter  gleichzeitigem  starken  Kraftanstieg.  Wird  jedoch  das  Kupfer  vor  dem  "V  ersuche  erst 
einer  starken  Kaltverformung  unterworfen,  so  kann  der  neuerliche  Uebergang  in  einen  plasti- 
schen  Zustand  mit  einem  starken  Knick  in  der  Spannungskurve  erfolgen  und  es  lassen  sich  in 
der  Tat  ahnliche  Erscheinungen,  wie  die  eben  besprochene,  in  ihm  nachweisen.  Aus  einem 
Kupferstiick,  das  um  23  %.  seiner  urspriinglichen  Hohe  gestaucht  wurde,  wurde  ein  Korper 
fur  einen  Druckversuch  herausgearbeitet  und  mit  einer  kleinen  Bohrung  senkrecht  zur  Druck- 
richtung  versehen.  Nach  seiner  neuerlichen  Druckbelastung  ergaben  sich  die  im  Lichtbilde 
Abb.  4  (Tafel  XIV)  wiedergegebenen  kraftigen  Fliefistreifen. 

Einige  weitere  Folgerungen  aus  den  auf  Grund  der  obenstehenden  Betiachtungen  zu 
erwartenden  Zeichnungen  fiir  die  FlieBfiguren  in  starker  tordierten  Eisenstaben  haben  sich 
ebenfalls  gut  bestatigt.  So  konnten  an  den  von  W.  Bader  geatzten  Stabquerschnitten  die 
elastischen  Gebiete  als  schmale  Streifen  wiedergefunden  werden  und  ihre  Linien  entsprachen 
auch  in  maBstablicher  Beziehung  in  einer  groBeren  Zahl  von  Aetzungen  verschiedener  Quer- 
schnittsprofile  der  Lage  der  Dachkanten  der  Boschungsflache.  Einige  Beispiele  sind  in  den 
Abb.  5 — 10  (Tafel  XIV)  zu  sehen6). 


Zur  Theorie  der  Nachspannungen 

dj  Der  lineare  Ansatz.  Ein  erster  Ansatz  zur  Berechnung  der  Eigenspannungen,  die  in 
einem  Korper  nach  einer  bildsamen  Formanderung  zuriickbleiben,  wenn  man  den  FlieBvoigang 
durch  Entlastung  unterbricht,  kniipft  an  folgende  Bemerkung  an.  Nach  einer  plastischen  Form¬ 
anderung  und  darauffolgender  Entlastung  verhalt  sich  ein  Metallstiick  unter  kleinen  Span¬ 
nungen  in  erster  Naherung  wie  ein  elastischer  Korper.  Man  erhalt  ein  einigermaBen  zutref- 
fendes  Bild  der  in  ihm  zuriickgebliebenen  Nachspannungen,  wenn  man  von  den  Spannungen 
a*  0-  * . . . ,  bei  denen  der  FlieBvorgang  unterbrochen  wurde,  einen  ideellen  Spannungszustand 
mit  rein  elastischen  Formanderungen  abzieht.  Dieser  letztere  ist  so  zu  bestimmen,  daB  an  den 
Korperbegrenzungen  die  durch  die  Entlastung  vorgeschriebenen  Werte  der  resultierenden  Krafte 
und  Momente  (Auflagerreaktionen)  entstehen.  Bei  vollkommener  Entlastung  mussen  diese 
Krafte  und  Momente  in  den  Randquerschnitten  oder  Korperbegrenzungen  verschwinden.  Diese 

6)  Bezuglich  weiterer  Einzelheiten  sei  auf  einen  unter  Druck  befindlichen  Bericht  in  der  Z.  d. 
V.  d.  I.  Berlin  verwiesen. 


339 


einfachste  Theorie  der  Eigenspannungen r)  setzt  also  voraus  <hf!  i , .  rT~  ~  ~~  ~ 

wesenthch  dutch  das  Hookesche  Gesetz  beherrscht  wird  In  Wincin'  ^  ^ lungsvorgang 

gramm  miissen  die  Wen  der  EntIastlmg  ^  Lil",;  Umm  'Sl,anini'iKs-Deliimngs(lia. 

_  b)  Allgemetnes  Formanderungsgescts  fiir  di»  Fuilaitun*  VV. 
dunmvandige  MetaUrohre  dutch  zwei  Kraftepaare  urn  ihre  I  Wsncl  "7  ^)C1Spielsweise  eine 
sgrenze  verdreht,  entlastet  und  dann  in  dct  entg^en^^^  *n  d«  ^sti. 

erhalt  man  bekanntlich  eine  Kurve  der  .  **  ^  ^  '  Eichtung  wiedcr  verdreht 

Schtebungen  ,  wie  i„  der  untenstehenden  Abblldung”''  bJ  Form' d’™1 !S“t  Jcr  si,izifiKhen 
fur  verschiedene  Verformungsgradc  jedoch  yerschi ,  Entlastungskurven  PQ 
Theorie  der  Nachspannungen  «"*'  «)  <£ 

Entlastungsvorgang  ein  Spannungsdebnungsgesetr  -1*  l«r,)ers  fiir  do 

Spannungskomponenten  herausgegriffene  i,  Att  ,  n  "‘T"'-  w“‘  fir  cine  dt[ 

Men  Erfahrungen  is,  es  noclfnlch,  ^  “P™*- 

satze  anzugeben.  g  ’  gcmcinc  ^pannungszustande  gultige  An- 

e^zs:.  w":n„^eir Brruchwesm 

Rohren)  i.  das  Formanderungsgesetz  des  Stoffes' ‘?ielJUng“versudle»  (*•  B.  mit  diinnwandigen 
r  sPez-  ^hiebung)  und  2.  die  cLa It  det  Entlf T  ,  ^  T  =  *  <?>  <*  ^chubspannul 
Verformungsgrade  ermittelt  ***  ^  ‘ '  *  *  verlchied^ 

Nachspannungen  in  einem  Rundstab  Wird' ein  R,  !Tf  "  ^  die  B^™mung  der 
kanntlich  das  Bild  der  Verteilung  der  Schubsoa  VenIreht>  so  ^halt  man  be- 

affine  Verkiirzung  der  Formanderungskurve  T  Inneni  z  =  f  (r)  ‘lurch  eine 

nrufi  als  Randschubspannung  Ta  der  Wert  von  “  **  RichtUn*  d"  ^chse.  Dabei 

fur  den  die  spez.  Schiebung  gleich  «  -  fl  «  ,  KurVC  T  ~  9  iy)  £eil0mi”cn  werden, 

erdrehungswinkei  des  Ruuds, abes  fi  ,  cm  llgeTetstLd™  Ha">m°SS;'r  “,,J  »  *" 


Abb.  1 1 


P'r'Pl. 


4  J 

Abb.  12 


*  ~S 

Abb.  13 


T  ,  .  Abb.  14 

J-n  dem  Augenblick,  in  dem  der  ttk^p 

nungeu,  die  spec.  Schiebuug  uud  der  ***  ^  »***« 

Wird  der  Sab  entlaste,,  so  drehte  T  "*  Stcrn  beseichm 

'  C  lebuni  Iangs  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser 'r '  ^  Wlnkcl  &  2urbck.  Die  spes 
"'  =  '«*  Weuu  nun  die  Gestalt  der  P  «  ””  dabd  ™"  &rem  Wert  =  rf 

grade  graphisch  gegeben  ist,  so  kann  an  den  beaeS^Tu  f”  ''er‘chW«»«  Vcrformuugs 
Schubspannung  r,  angegebeu  werden,  2  d fr1“b“  f  ^  ta  K™<E*rsch„it,  aueh  di, 
ien  angehdrigen  Kurven  ^  , . .  ab^rSen “e!  !„  tat  Ihr  W«  ka»"  - 

dier,  ~f:  in  Anaahl  (,)  glfeh”  Te^  ““  “  d“”  ^ 

ittiZ^ormungsgrade  die  d»  Abb.  .3  sind  es  5)  und  fiir 

’)  Z.  t  Phpsik,  Ed  jo  s  (  S  V"S"ch“)  ermittelt.  Hierauf  aeichnen 


wir  alle  Entlastungskurven  mit  einem  gemeinsamen  Anfangspunkt  in  einer  Hi  s  gur  • 
zusammen.  Wir  teilen  die  Strecke  AB  =  ya  in  ebensoviel  gleiche  Abschmtte.  Unter  den 
punkten  konnen  hierauf  die  Schubspannungen  abgegriffen  werden,  um  ie  sic  * 
betreffenden  Stellen  entlastet.  Die  Nachspannungen  in  den  zugehongen  Querschn  p 
r  =  Q>\w>}  ^ajn,  ...  a  sind 

Zn  =  T*  —  Te 

Man  kann  dieselbe  Konstruktion  xur  Ermittlung  der  Eigenspanmmgen  Hr ^ 
Entlastungsgrade  wiederholen  und  erhalt  auf  diese  Weise  das  vollstandige  B 

d-  verdrehten  Rundstabes.  Soil  der  Sub  auf  ein  Drehmoment  Nul  en  ,st« 

werden,  so  muB  unter  den  Kurven  r_  die  ermittelt  werden,  fur  die  das  Moment  de  „ 
Kreismittelpunkt  verschwindet. 

Es  sei  angemerkt,  daB  man  die  Betrachtung  noch  auf  den  Fail  erganzen  *  . 

mit  der  vorangegangenen  starken  bildsamen  Verdrehung  in  den 

eine  Volumanderung  verbunden  ware.  Fur  eine  solche  sprechen  gewisse  Beobachtungen  z  • 
dber^eTenderun^der  L^ige  stark  verdrehter  Stdbe  In  diesem  Fade 

das  eben  ermittelte  Spannungsfetd  ein  achsensymmetnsdier  Spannungszus  .  ,  ,  , 

dann  naeh  seiner  Entlastung  innen  senkrecht  aur  Stabachse  dureh  ein  System  von  Neben- 


spannungen  beansprucht  sein. 


m. 
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1st  pm  in  10  cm  Tiefe  als  220  %  von  p0  gemessen.  Diese  Ergebnisse  sind  auch  aus  den  alteren 

Versuchen  bekannt1),  aber  bisher  wenig  beachtet. 

III.  Aus  der  Tatsache,  daB  der  Mittendruck  Pm  mit  der  Tiefe  abnimmt,  darf  man  ruck- 
warts  folgern,  daB  er  nach  oben  hin  wachst,  daB  er  also  unmittelbar  unter  der  Sohle  der  Be- 
r^„gs9Le  nod,  grob.r  »ci„  -  ais  goo  *  im  Beispiei  dor  Abb.  , ;  - 
Druckverteilung,  wie  in  Abb.  2  iiber  der  Sohlflache  gezeichnet;  sie  1st  auch  durch 

Messungen  bestatigt.  ,  .  „ 

Hiernach  steht  fest,  daB  unter  der  Sohle  eines  kleinen,  starren  Belastungskorpers  kemes- 

wegs  eine  gleichmaflige  Verteilung  des  Bodendruckes  herrscht,  sondern  daB  der  Mittendruck 
etwa  das  2,5  fache  von  p0  =  QjF  ausmacht. 

IV.  Die  Isobar en  der  Druckverteilung  ergeben  ein  Bild  gemaB  Abb.  2.  Die  Werte  unter- 
halb  einer  Tiefe  von  60  cm  sind  allerdings  nach  den  Formeln  von  Strohschneider  bezw.  m 
groBerer  Tiefe  nach  Boussinesq  berechnet,  die  bekanntlich  fur  groBere  Tiefen  genugend  genaue 

Werte  liefern.  •  .  , 

Die  Darstellung  der  Isobaren  findet  sich  an  verschiedenen  Stellen  der  Literatur,  aber 

mehrfach  recht  ungenau,  z.  T.‘  unrichtig.  Auch  aus  den  Isobaren  ergibt  sich  ganz  zwanglos 

das  Druckverteilungsbild  unter  der  Sohle  des  Lastkorpers. 

V.  Die  lotrechten  Komponenten  des  Druckes  an  irgend  einer  Stelle  der  Schuttung  haben 
sich  proportional  der  aufgebrachten  Belastung  ergeben,  sofern  diese  nicht  so  grofi  1st,  daB  sie 
Gleitungen  im  Sande  verursacht. 

VI.  Die  GrenzMche  der  Druckverteilung  verlauft  im  Meridianschnitt  so,  wie  es  Abb.  x 
und  2  zeigen.  Am  Rand  des  Belastungskorpers  hat  sie  eine  Neigung  von  etwa  35°  bis  400 
gegen  die  Lotrechte  und  wird  mit  zunehmender  Tiefe  immer  flacher.  In  einer  bestirnmten 
(Grenz-)  Tiefe  scheint  die  Meridiankurve  sich  asymptotisch  einer  wagrechten  Geraden  zu 
nahern.  Die  Grenzwinkel  sind  fur  die  bisherigen  Belastungen  unabhangig  von  der  Belastung  p0 
und  unabhangig  von  der  GroBe  der  Belastungsflache  gefunden  worden. 

Dieses  Ergebnis  geht  auch  aus  den  alteren  Versuchen  von  Kick  und  Steiner  und  von 
Goldbeck2)  hervor;  es  ist  von  Strohschneider  vermutungsweise  ausgesprochen  worden. 

Auch  in  die  Schar  der  Isobaren  pafit  sich  diese  Grenzkurve  sehr  gut  ein,  wahrend  eine 
gerade  Grenzkurve  augenscheinlich  zu  Widerspruchen  fiihren  wiirde. 

Die  Erklarung  fur  diese  eigenartige  Form  der  Grenzkurve  liegt  nahe:  Denkt  man  sich 
die  Schuttung  als  einen  Kugelhaufen  von  dichtester  Lagerung  ohne  jegliche  innere  Reibung, 
so  kann  eine  Kugel  den  Druck,  den  sie  von  oben  her  infolge  einer  ortlichen  Belastung  er  a 
immer  nur  auf  die  drei  unter  ihr  liegenden  iibertragen  (von  denen  im  Schnitt  der  Abt >-3 ,  n 
zwei  erscheinen).  Die  Grenzlinie  der  Druckiibertragung  ware  also  eine  Gerade  (schraffierte 

1) ~Kick  und  Steiner:  Hdb.  d.  Ing.-Wissensch.,  1.  Aufl,  H-  Bd„  II.  Abtlg.  (Fahrbahn  eisemer 
BrtCt“LoH,SS^K».-8sL»gSb«.  d.  t «.  t  Akademie  d.  Wisseasch.  to  Wi=»,  Mato.  Nato™.  Klaa,.; 

cord  19.5,  Vol.  71,  S.  330  (I3-  Mta).  Bericht dardber :  Org.  I.  Fortschr.  d.  E,se»bw.  I9'S.  S'33  »'37» 

und  Beton  und  Eisen  1916,  S.  204.  „  ,,  2-  o  ,,T 

Enger:  Eng.  Record  1916,  S.  106.  Railway  Age  Gazette  1916,  S.  32  g  ff 

fViTDTiFCic*  Proceedings,  Am.  Soc.  Test.  Mat.  1916,  S.  3^-^  •h*  9  ^  -p-  e 

Ber  d  Am.  Found.  Comm.  :  Proceedings,  Am.  Soc.  Civ.  Eng.,  Pap.  a  Disc.  i920,He  ■  '  '925.  5- 

bS:  ».  Am.  Track  Comm.,  Proceedtogs,  Am.  Soc.  Civ.  Eng,  Pap.  a.  Dmc.  .920,  He9  2. 

2)  Hdb.  d.  Ing.-Wissensch.  a.  a.  O.  0  •. 

Proceedings  Americ.  Soc.  Testing  Materials  19x7?  Teil  II,  ere  5 
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Kugeln  gegen  nichtschraffierte) .  Da  nun  in  clef  Schiittung  infolge  des  Eigengewichts  (und 
mfolge  des  Druckes  der  ortlichen  Last)  auch  wagrechte  Spannungen  herrschen,  so  bewirken 
diese,  wenn  zwischen  den  Kugeln  Reibung  vorhanden  ist,  daB  aus  den  schraffierten  Kugeln 
nach  rechts  hin  lotrechte  Kraft e  ubergehen,  die  sich  um  so  weiter  ausdehnen,  je  groBer  der 
wagrechte  Druck  in  der  Schiittung  mit  zunehmender  Tiefe  wird. 

Damit  erklart  sich  auch  die  zunachst  auffallige  Erscheinung,  daB  die  Grenzkurve  s,Vh 
der  Wagrechten  nahert:  1 

Die  Schiittung  verhalt  sich  mehr  und  mehr  ahnlich  wie  ein  fester  Korper,  wenn  die 
Spannungen  aus  der  ortlichen  Belastung  nicht  zu  groB  sind. 

Die  Ergebnisse  iiber  die  Gestalt  der  Grenzkurve  und  iiber  die  Grenztiefc  bediirfen 
noch  mehrfacher  Nachpriifung,  da  die  MeBschwierigkeiten  sclir  groB  sind  3). 


B.  Druckverteilung  unter  groflern  Lastflachen. 


Den  EinfluB  der  GroBe  der  Belastungsflache  auf  die  Art  der  Druckverteilung  zeigt  die 
Abb.  4.  Die  Versuche  Goldbecks  (linker  Teil)  geben  die  Druckverteilung  in  1,37  m  Tiefe 


T-nmV78'  7 T  gr°Ben  BeIaStUngSk6rpeni  von  340  cm2  bis  7700  cm2,  wobei  immer 
^  VOn  1,95  at  aufwieS'  Man  sieht  deutlich-  wie  ‘lurch  die  brcitcre 

stattfindet  also  einc  Zusammendrangung  der  Spannungen 

Senen  V  l  ^  Druckvertei.ungsbreite  mit  der  Lastfliiche  zunimml.  Auch  die 

PTOzentzaHerTentsn  h  t  ?Chter  eTgthen  Senau  dasse,be<  mir  naturlich  mit  hoheren 
frozentzahlen  entsprechend  der  genngeren  Tiefe  von  60  cm 

in  verintf  T-1“  “  '"'’T'’™'1'1''  **  «*  D™kverteilu„gsk„rve  bei  sehr  groBen  Flachen 

gennger  T.ete  eine  mehr  schusselfbrmige  Form  annimmt.  Die  beiden  GrenzfSUe  siml  (ycrgl. 

.QockeifofmT  ef  aL  pwUscu  Tiefe  Druckverteilung  in 

dte  in  ted«  Tiel  ^  n  ?  T  Unendlidl  »■*  erstreckende  Belastung %0, 

-  e  o-ebe  •  d*  r ^  *^°  ZU  *^°^e  (Abb.  5c).  Zwischen  beiden  muB  es  nun  Ueber- 

in  Schiisselform  zu rUC  ^  ^  Wlrd  bei  Wlrkllch  £ro6er  Ausdehnung  der  Belastungsflache 
in  acnusseltorm  zu  vermuten  sein,  wie  sie  Abb.  5b  zeigt. 

seien  J  aV  genanntT  ^  theoretlscher  Art>  die  die  Spannungsberechmmgen  in  Schiittungen  behandeln, 


*'  fQ0o7SSInf  v  APplkation  des  Potentiels,  Paris  1885,  vergl. 
1907,  tJd.  v,  Seite  229. 

2.  Strohschneider,  a.  a.  0.,  Seite  304/06. 

3’  &  83/85  6Steir'  Wochenschr  £  d-  6ff-  Baudienst  1918,  S. 


auch  FOppl:  Vorl  ti.  tech.  Mechanik 
594  u.  461.  Baton  u.  Eisen  1919, 
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Sie  gilt  fur  eine  im  Vergleich  zur  Ausdehnung  der  Flache  geringe  Tiefe;  in  grofierer 
Tiefe  geht  das  Bild  der  Spannungsverteilung  mehr  und  mehr  in  die  Glockenform  der 
Abb.  5a  liber. 

Auch  die  Rechnung  mittels  Superposition  fiihrt  zu  der  Schiisselform;  die  Messungen 
scheinen  dies  zu  bestatigen  (Abb.  6c). 

C.  SteiHgkeit  der  Lastplatte. 


Von  erheblichem  EinfluB  auf  die  Spannungsverteilung  ist  die  Steifigkeit  der  Platte  bezw. 
des  Korpers,  der  die  ortliche  Last  in  den  Sand  iibertragt.  Die  Abb.  6  und  7  geben  den 


Vergleich  zwischen  drei  sehr  verschieden  steifen  Platten  bei  der  Messung  der  Driicke  in  40  cm 
und  in  10  cm  Tiefe.  Fur  eine  vollkommen  starre  Platte  ist  es  natiirlich  gleichgiiltig,  ob  man 
die  Last  P  in  der  Mitte  oder  nahe  am  Rand  ringsherum  verteilt  anbringt;  die  Messungen 


bestatigen  das. 

Dagegen  ist  eine  biegsame  Platte  auBerst  empfindlich  und  erzeugt  eine  Druckverteilung, 
die  die  Art  der  Belastung  sehr  genau  wiederspiegelt  (Abb.  8,  Randbelastung) .  In  gleicher 
Weise  haben  die  Amerikaner  fur  die  Spannungen  unter  Eisenbahnschwellen 4)  eine  den  ge- 
wahlten  drei  Lastpunkten  genau  entsprechende  Verteilung  gefunden.  Interessant  ist  in  Abb.  8 
das  Ergebnis,  daB  das  Maximum  des  Druckes  nicht  unter  der  Last  Q  liegt,  sondern  mehr  nach 
der  Mitte  zu  sich  auspragt. 

D.  Einflufl  der  Eigenschaften  der  Schuttung  auf  die  Druckverteilung. 

Die  amerikanischen  Versuche  zeigen,  daB  auch  andere  Bodenarten  grundsatzlich  die 
gleiche  Druckverteilung  ergeben  wie  reiner  Sand.  Jedoch  verteilt  sich  z.  B.  in  einem  Boden 
aus  10  Teilen  Sand,  5  Teilen  Lehm  und  85  Teilen  Ton  in  geringer  Tiefe  der  Druck  etwas  mehr 
nach  der  Breite  hin  als  im  Sand.  Hierin  diirfte  schon  die  Kohasion  des  tonigen  Bodens  zum 
Ausdruck  kommen. 

DaB  die  Art  der  Herstellung  einer  Sandschiittung  eine  groBe  Rolle  spielt,  1st  selbstver- 
standlich.  Man  vergleiche  in  Abb.  9  die  Ergebnisse  Goldbecks  und  die  unsrigen:  die  Kurve  A 
ist  steiler,  bei  B  geht  die  Druckverteilung  etwas  mehr  in  die  Breite.  Zu  den  Versuchen  A  1st 
die  Schuttung  aus  feuchtem  Sand  gestampft  worden,  wahrend  die  Versuche  B  nur  im  ge- 
schiitteten  Sand  vorgenommen  sind.  Bei  dem  festen  Sand  findet  nur  eine  geringere  Zusammen 
driickung  statt,  so  daB  anscheinend  auch  die  Moglichkeit  der  Druckiibertragung  nach  der 
Seite  hin  durch  Reibung,  die  ja  stets  eine  gewisse  Bewegung  voraussetzt,  geringer  ist  als  bei 
einem  Sande,  der  eine  groBere  Verdichtung  erfahren  kann. 

4)  a.  a.  O. 


345 


,  ..  .D®  U"terschled  zwischen  den  Ergebnissen  Goldbecks  und  den  unscrn  liegt  mdi  h  • 

begrundet,  daB  ersterer  die  MeBdosen  auf  einer  starren  Unterlage  aufseMo  Sih,  t  "" 
unseren  immer  mindestens  20  cm  Sandschicht  vorhanden  war.  '  ’  ld  u^er 
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weit  mehr  als  die  aufgebrachte  Last  ergeben.-  '  ’  *  Gcsaildd™<k*Pannungen 

,’r“l  “i™""0"  d"  «< 

erscheinungen.  In  diesem  Falle  nehmen  niri,  ,1  ^‘^tungsHachc  herum  zeigt  Auftriebs- 

starker  a„,  a,s  «,  me„r  *  ““ 

E.  Einsenkung, 

-g  ^  Pres- 

Baupraxis  zugeschnittenen  Weise  durch  die  VersTT  ^  *"  £UUt  nU>In  fur  du“  llodurfnisse  dor 
Belastungen  und  groBere  ”***'  die  sich  auf  ortliche 

suchen  mit  einiger  Ann^rZ amenkamsdu,  borscher  «)  Inaben  aus  ihren  Ver- 

Wurzel  aus  der  Flache,  bezw.  bei  kreisformiLJT^1 T^’  ^  /it'njtcnkut,K  dcr  Ouadrat- 

messer  proportional  ist.  Dieses  Er«hn,\  5  G  t.oder  quadrat  l.scher  Placin',  ihrcm  Durch- 
Die  Tangente  des  ^  ^rein: 

Tiefen  sei  gleichmaBig  verteilt  der  «ElashVr*.  ruckvutulung  sci  a,  der  Druck  fiir  alle 

nommen;  dann  wird  die  Zusammendriickung1  *  fjeTn  *  t  I>,S  Til‘fc  *  Sci  konstant  anSe' 
gchiillt  ist,  unter  einer  Last  vom  Halbmesser*  Druckkernes,  der  von  der  Grenzflache  ein- 

Halbmesser  r0  und  mit  einem  Sohlendruck  p- 


2'£  =  J>0'7~+h 

Wird  t  sehr  grofi  gegen  r0,  so  ist  genau  genug 

-  W»P«er  Gr^e,  ^  I925, 24.  Abjchi 

5.  N06„,  J».  iw 

Bastian,  Das  elastische  Verhaltenrtir  r, 

Diss.  1906.  Monchen  na  ■  G  eisbettung  und  ihres  Untergrundes. 
Stokner,  Erzielung  gleicher  FunHa  X'X6  Literaturausgaben. 

EinheitsdrwkesleberUd(fa^^RSen^Ur'^  durch  WahI  des  kle“ere“ 
Braunschweig  8r0Berm  Fundamentflache.  Diss.  1919. 


24.  Absch., 


Metallerosion  durch  Wasser  und  Dampf 

Von  E.  Honegger,  Zurich 
(Hiezu  Tafeln  XV  und  XVI) 

Die  Metallerosion  durch  Fltissigkeiten  ist  wohl  zuerst  an  Schiffsschrauben  und  Wasser- 
turbinen  beobachtet  worden;  erst  in  neuerer  Zeit  trat  sie  infolge  der  stark  gesteigerten  Umfangs- 
geschwindigkeiten  auch  in  Dampfturbinen  gelegentlich  auf. 

Verschiedene  friihere  Berichte  befassen  sich  mit  der  Frage,  ob  die  Erosion  eine  rein 
mechanische  Erscheinung  sei,  oder  ob  sie  als  eine  Kombination  von  mechanischer  Auswaschung 
mit  chemischer  Auflosung  zu  betrachten  sei.  Wohl  die  meisten  Beobachter  kamen  dabei  zum 
SchluB,  daB,  wenn  die  Erosion  nicht  als  rein  mechanische  Erscheinung  aufgefafit  werden  konne, 
sicher  doch  die  mechanische  Wirkung  dabei  weitaus  schwerwiegender  als  die  chemische  sei.  So 
soil  die  Metallzerstorung  bei  Schiffsschrauben  vor  allem  unter  der  «Hammerwirkung»  des 
Wassers  vor  sich  gehent  die  an  der  Oberflache  der  Schraube  in  der  Fliissigkeit  entstehenden 
Wirbelraume,  Hohlraume  sollen  dann  und  wann  einstiirzen,  wobei  das  Wasser  mit  betracht- 
licher  Geschwindigkeit  gegen  das  Metall  schlage. 

Die  Frage,  wie  weit  chemische  Einfliisse  die  Erosion  unterstiitzen,  soli  hier  nicht  weiter 
erortert  werden;  diese  S.tudie  soli  sich  darauf  beschranken,  den  Zusammenhang  verschiedener 
mechanischer  Umstande,  unter  denen  die  Erosion  entsteht,  mit  der  erzeugten  Wirkung  auf  ex- 
perimentellem  Wege  klar  zu  stellen,  ohne  sich  mit  den  feinsten  Einzelheiten  der  Erscheinungen 
naher  zu  befassen. 


Abb.  i. 

V  ersuchsanordnung. 


Dampfexpansion  der  verschiedenen  Versuche  im  Entropie-Warmeinhalt-Diagramm 


Dampfstrahlversuche 

Abb.  i  zeigt  die  gewahlte  Anordmmg  der  Verst, chc:  Dcr  Dampf  cxp.mdicrt  von  hot, 
Druck  auf  Vatuum  „„d  prailt  mit  groBer  Geschwindigkeit  gegai  die  vorisetrte  k  ® 
Dssnpfverhiltniss.  vor  „nd  nach  der  Diise  tmd  die  auftretendcn  Gesd.^ntligkcita  dad 
Tabelle  I  znsammengestellt  und  in  Abb.  a  veranscbaulicht.  Eei  den  eebarfston  gew^ta  p  " 


Tabelle  i. 


AnfrcssT" in  *■ mdslm  «, 

nacb  dfeser  "^iT,  ^ 

Tabelle  2  zusammengestellten  Proben  nach  Priifung  Nr.  6.  ’  '  3  ^  XV)  ^  die  10 

auf;  difvomLmTfstraW  fetrofcitnTt'Il  den  Swiften  Material.™  keinerlei  Erosionen 
Anlauffarben  schimmernde  Verfarbum"  C  611  mattc’  dunkl°  Nkichcu,  da  und  dort  wie 

4  wr 

steigerung  erzeugte  dann  schon  merklich a  f  "  .  1ln‘  Kme  weiU‘re  <'^chwindigkeit$- 

such  Nr.  5  beobachteten  Erosionen  ana  .  lfl.CSSUngen;  ,mnu‘rl,in  blid“‘»  auch  die  nach  Ver- 
zuriick.  Erosionen  quantitativ  wesentlich  hintcr  denen  von  Versuch  Nr.  6 

.080  ,tflr;r;Cz„digerT  I>“>P«„digkcit  vo„ 

eine  Vervieifachn  'g  der  .*■  ^  ** 

rung  der  Geschwindigkeit  noch  betrach L u ~ lCb  Wlirde  eine  wciterc  VergroBe- 
rufen.  -  Es  sei  daran  erinnert  F°rtSchreiten  der  Anfressungen  hervor- 

noch  sehr  groB  waren,  jedenfalls  die  in  der  DamnfT^K-  angewandten  Geschwindigkeiten  immer 
geschwindigkeit  von  Wassertropfen  weft  iibertmfen  ^  erWartenden  Werte  der  AufPra11’ 

ganze  Profilstiicke,  zum  Teil  mit  einrrplntAf12^-  dfn  Yersucbsbed’n&ungen  Nr.  6  unterworfene 

der  Widerstandsfahigkeit  durch  die  beim  1?"  ’ndedrahten’  abgebildet.  Eine  Beeintrachtigung 

Materials  konnte  nicht  beobachtet  warden  ^.  °  "  der  Bindedrahte  auftretende  Erhitzung  des 

bestehenden  Bindedrahte  durch  den  DampfstraM  d'  V/T3  ^  aUS  Stahl  mit  einem  Kupfermantel 

uipisrram  direkt  abgeschnitten  worden. 
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Tabelle  2. 


Material 

Chemische  Zusammensetzung 

Bezeichnung 

Thermische 

Behandlung 

Cu 

Zn 

Ni 

Mn 

Fe 

Cr 

Si 

s 

p 

Pb 

c 

V2  rostsicherer  Chrom- 

0,14 

stahl . 

1,49 

0,32 

12,7 

0,49 

0,03 

0,04 

V4  Stainless  Steel  .  . 

0,42 

0,18 

n,3 

0,22 

0,09 

0,03 

0,33 

Xx  »  » 

i  Von  825°  in  01 
{  abgeschreckt 

10,2 

0,44 

0,14 

0,25 

0,013 

0,014 

0,15 

Vx  Spezial -Nickelstahl 

1  Von  825°  in  01 

X2  »  » 

V5  Spezial  -  Chrom- 

1  abgeschreckt 

2,06 

0,034 

0,72 

Nickelstahl  . 

21,88 

1,05 

1,47 

0,005 

Uo  Nickelstahl  .  .  . 

7,01 

0,27 

0,27 

0,028 

0,025 

0,10 

X3  ,,  •  •  • 

Wx  *Messing  (gezogen) 
W5  *Monelmetall  (ge¬ 

I  Von  825°  in  01 
|  abgeschreckt 

72,6 

27,06 

5,04 

65,3 

0,27 

1,64 

0,15 

0,22 

0,034 

0 

0 

£ 

0,1 

0,12 

Sno,i 

0,32 

zogen)  .  .  .  . 

29,17 

0,3 

■2,9 

0,1 

Material 


Mechanische  Eigenschaften 


Bezeichnung 


Thermische 

Behandlung 


O  Q 

m 


o  ca 

*-«  u 

PQ  tUD 


Deh- 

nung 

°/0 


Kerb- 

zahig- 

Iceit 


.5  M 
u  Ja 

w 


Auflosungsverlust  120  h 
in  io°/oiger 


Erosions- 
vcrlust  nach 
Versuch  Nr.  6 


H0SO4  HNOgl  HCI  Summe 


Gewichtsabnahme  in  g 


Dauer 


Ver- 

lust 


V2  rostsicherer  Chrom- 

stahl . 

V4  Stainless  Steel  .  . 

*^1  »  » 

Vx  Spezial- Nickelstahl 

X2  „  » 

V5  Spezial-Chrom- 
Nickelstahl  . 

U2  Nickelstahl  .  .  . 

X3  „  -  •  • 

Wx  *Messing  (gezogen) 
W5  *Monelmetall  (ge¬ 
zogen)  .  .  .  . 


Von  825°  in  Ol| 
abgeschreckt 


Von  825°  in  Ol| 
abgeschreckt 


Von  825°  in  0l| 
abgeschreckt 


52,6 

66,8 


74.8 

84.8 


17,3 


|I2,5 

Nacb  dem  Harten 
nicht  bestimmt. 

76  |8s  1 19,5  |64| 

Nach  dem  Harten 
nicht  bestimmt. 


32,9 


88,8 

39,oo 

160,2 

25 

Nicht  bestimmt. 

3  7, 6 

26,2 

)  58,5 

3D9 

5,48 

3,67 

i3,3 


13,3 

13,3 


232 

2291 

|4°8 

229| 

338 

197 

163 

80 

122 


14,73 

20,0 

0,68 


o,o6| 

0,41 


0,12 


i8,io| 

19,66 


0,93 

Nicht 
bestimmt. 

1 2,4s  |  0,90 

Nicht 
bestimmt. 


10,85 


12,41 

Nicht 

bestimmt. 


0,06! 

0,46 


3,0410,51  0,17 


0,08 


0,15 


0,22 


32,96' 

40,59' 

14,03 

10,97 

13,28 

13,72 

o,4S 


69 
69 
68 
1 69 
68 

69 

6772 

7i 

7i 


0,22' 

,0,17 

0,041 

0,48^ 

0,12 

0,02 

i,04| 

2,42 

0,48 


Da  die  vorhandenen  Profile  nicht  erlaubten,  Froben  von  10x10  ’  n_  verffleidibar 

Stiicke  dieser  Metalle  aufeinander  gelegt.  (Man  vergleiche  Abb.  4.)  Die  Ergebmsse  smd  daher  mcht  streng  vergleicfibar. 


Versuche  mit  aufschlagendem  Wasser 

Die  Versuche  mit  Dampfstrahl  erlauben  nicht,  die  Erscheinungen  weitgehend  zu  ana- 
lysieren,  da  die  Verhaltnisse  im  Dampfstrahl  uns  nur  sehr  mangelhaft  bekannt  sind. 

Giinstiger  ist  eine  neuerdings  getroffene  Versuchsanordnung.  Die  zu  priifenden  Ma- 
terialien  werden  in  Form  zylindrischer  oder  prismatischer  Stabchen  radial  in  den  Umfang  ernes 
Rades  geschraubt,  welches  durch  einen  Elektromotor  mit  einstellbarer  Tourenzahl  angetrieben 
wird;  bei  der  grofiten  erreichbaren  Tourenzahl  bewegen  sich  die  Proben  mit  225  m/s  Geschwin- 
digkeit.  Ein  feiner,  zur  Radachse  paralleler  Wasserstrahl  durchquert  die  Bahn  der  Probestabe 
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und  wird  von  diesen  bei  jeder  Umdrehung  des  Rades  cinmal  getroffen  (Abb  O  n;P  p  , 

wtz  “weil  TOnein”d£r  “  >•«"  sid'“  ™ 


Anordnung  der  Wasserstrahlvewsuche.  "  "  [B 

l'  Rr<?etia-Crk'  6.  Schutzgehause  aus  Blech.  r, 

2.  Radscheibe.  7.  Riemen  z.  Tachometer.  ~CL 0E3EO fft 

3.  Riemen  2.  Tachomet  8.  Kilhlluftschacht  f.  Motor.  -W  r 

Wasserzuleitung.  ^otor- 

10-  Wasserstrahl 

frr  .r4?.-1**  ™  *»  % 

von  photographischen  Atifnahmen  von  prob” beieele«te’d  i**™*  “"'"lu,“K  *iml  ™  R<* 
Gestalt  „„<!  dem  Umtang  der  erzeugten  Antastufgen  g^n  V''rs,dU,,‘l-’  ™'  *> 

EinfluB  der  ^T*'  ** 

retgen.  Naeh  einer  Reihe  von  orientierenden  Vorvcrsucheu 


\ 


,  . ,  y% 


^°o° 

000 


21323 

Versuchsserien  bet  versed  f‘ *  ^ 

Atmospharen  entsprechend  stromt  (Sw^  aUSgeffihrt  Dem  Wasserdruck  von 

stens  fiinf  mal  grofleren  ^  aUS  der  Dii^  neben  der  mind, 

ponente  vernachlassigt  worden.  1  Durrh  t  r  ,  &  ist  diese  Geschwindigkcitskon: 

Urteil  iiber  den  EinfluB  der  Wasserverteilun*  ^anderUng  des  Wasserstrahles  sollte  ferner  ei: 
versuchen  wurde  ein  Strahl  von  1  r  mm  n  r°pfengrofie>  gewonnen  werden.  Bei  den  Grund 

,S  mm  Durchmesser  gewahlt,  durch  welchen  bei  den  vor 
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handenen  Wasserverhaltnissen  stiindlich  176  1  Wasser  ausstromten.  Zu  Vergleichsversuchen 
kamen  daneben  9  Strahlen  von  je  0,5  mm  Durchmesser  —  also  zusammen  gleichem  Querschnitt 

_  zur  Anwendung;  die  neun  Strahlen  waren  so  angeordnet,  dafl  ein  gleich  groBes  Stuck  der 

Probe  vom  Wasser  getroffen  wurde:  Abb.  5  a.  Auch  die  ausstromende  Wassermenge  war  gleich 
der  f riiheren  *) . 

Versuchsresultate . 

Die  rein  qualitativ  durchgefiihrten  Vorproben  zeigten,  daB'  die  Erosion  mit  der  Ge- 
schwindigkeit  rasch  zunimmt;  Materialien,  die  bei  130  m/s  noch  gar  nicht  angefressen  worden 
waren,  wiesen  in  gleicher  Zeit  nach  der  Priifung  bei  200  und  225  m/s  tiefe  Locher  auf. 

Zur  Klarung  dieser  Zusammenhange  wurden  die  nachsten  Versuche  mit  drei  verschiedenen 
Geschwindigkeiten :  175,  200  und  225  m/s,  bei  ansteigender  Versuchsdauer :  V2,  1,  1V2  und 


Gewichtsverluste  durch.  Erosion. 

Ausgezogen:  bei  225  m/sec.  Strichpnnktiert :  bei  200  m/sec.  Gestricbelt:  bei  175  m/sec. 


Tabelee  3. 


Probe- 

stab 

Nr. 

Metall 

Legi 

Ni. 

Wichtigs 

erungsbesl 

Cr. 

te 

tandteile 

C. 

Bruch- 

grenze 

kg/mm2 

Dehnung 

0/0 

H&rte 

Brinell 

13 

Rostsicherer  Cr.  Stahl 

i»5 

12—14 

0,15—0,20 

90,7 

12,2 

14 

wie  oben,  gehartet 

(153) 

481 

IS 

„Stainless“  Stahl 

14 

0,3 

84,4 

14,4 

16 

wie  oben,  gehartet 

(1 66) 

522 

1 7 

Rostsicherer  Cr.  Stahl 

16,0 

0,1 

75,o 

19,2 

18 

wie  oben,  gehartet 

(94.0) 

295 

1 9 

250/0  Ni.  Stahl 

23 

2 

0,7 

81,0 

40,0 

20 

| 

Chrom-Nickel-Stahl 

22 

4 

0,4 

00 

30 

21 

1  < 

Austenitischer'  Chrom 

ca.  6 

ca.  20 

ca.  0,3 

JU 

Nickel  Stahl 

85,0 

50 

22 

3 

0 

0 

W 

Antimagnetischer 

Ni.-Stahl 

93,0 

14 

23 

50/0  Ni.-Stahl 

4,5—5 

0,15 

55-65 

20 

*)  Diese  Versuchsanordnung  habe  ich  in  Zusammenarbeit  mit  Dr.  von  Freudenreich  ent- 
wickelt,  der  mir  auch  bei  der  Durchfiihrung  der  Versuche  stets  mit  Rat  und  Tat  beistand. 
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3  Stunden,  durchgefithrt.  Der  Untersuchung  wurden  die  in  Tabelle  3  angegebencn  1  ■ 
Stable  unterworfen;  Abb.  6  zeigt  die  Anfressungen,  welche  bei  175  m/s  GesclnvindiriT^” 
den  oben  angegebenen  Zeiten  erzeugt  worden  sind;  die  bei  groBeren;  Gesehwimligkeiten  JL-fift 
Stabchen  sehen  ganz  ahnlich  aus,  weisen  aber  noch  entsprechend  groBere  Anfressungen  auf  tv" 
Abb.  6a  und  6b  stellen  die  Gewichtsverminderung  auf  cinen  Schlag  berechnet  in  Funktion  der 


Tabelle  4. 
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Die  Wirkung  der  Schlaggeschwindigkeit  kam  beim  nachsten  Versuch  besonders  deutlich 
zum  Ausdruck,  bei  welchem  die  in  Tabelle  4  zusammengestellten  Metalle  215,000  Schlagen  aus- 
gesetzt  wurden  bei  Geschwindigkeiten,  die  von  125  bis  225  m/s  anstiegen.  Uebereinstimmend 
zeigten  alle  Proben  bei  125  m/s  noch  sozusagen  keine  Erosion,  wahrend  bei  225  m/s  betrachtliche 
Anfressungen  aufgetreten  waren.  Zwischen  diesen  beiden  Grenzwerten  zeigen  alle  Erosions- 
kurven  wohl  ununterbrochen  ansteigenden  Verlauf,  aber  keine  allgemein  giiltige  GesetzmaBig- 
keit:  Abb.  7  a.  Abb.  7  (Tafel  XVI)  zeigt  die  Proben. 

Eine  weitere  Versuchsserie  sollte  den  Zusammenhang  zwischen  der  Erosionsfestigkeit 
von  rostsicheren  Stahlen  und  deren  thermischer  Behandlung  erlautern;  zum  Vergleich 
wurde  5  %iger  Ni-Stahl  der  gleichen  Priifung  unterzogen.  Die  Schlaggeschwindigkeit 
wurde  mit  200  m/s  konstant  gehalten,  die  Dauer  bis  auf  5  Stunden  entsprechend  1,220,000 
Schlagen  ausgedehnt.  Abb.  8  gibt  die  spezifischen  Erosionsverluste  in  Abhangigkeit  der 
Schlagzahl  an.  Die  Proben  im  Anlieferungszustand  zeigen  wieder  den  von  friiher  her  bekannten 
Kurvenverlauf,  wahrend  die  geharteten  Stahle  ununterbrochen  fallende  Erosionsverluste  erlitten; 
die  grofien  Erosionsverluste  des  geharteten  « Stainless* -Stahls  bei  kurzen  Versuchsdauern  stehen 
aber  mit  den  iibrigen  Werten  in  Widerspruch  und  miissen  ungleichmaBiger  Hartung  der  Proben 
zugeschrieben  werden.  Die  mechanischen  Eigenschaften  der  Stahle  im  Anlieferungs-  und  im 
geharteten  Zustand  sind  in  Tabelle  5  zusammengestellt.  Abb.  8a  und  8b  (Tafel  XVI)  zeigen 


Tabelle  5. 


Probe- 

stab 

•  Nr. 

Metall 

Wichtigste 

Legierungsbestandteile 

Ni.  j  Cr.  |  C. 

Bruch- 

grenze 

kg/mm2 

Dehnung 

O/o 

Harte 

34, 35 

Rostsicherer  Stahl  \ 

60 

22 

36,  37 

wie  oben  gehartet  ) 
(Luft)  ) 

i.S 

12 — 14 

O 

01 

O" 

1 

i-n 

O" 

440 

38,  39 

„Stainless“^Stahl  ) 

78 

20 

40, 41 

wie  oben  gehartet  ) 
(Luft)  ] 

14 

o,3 

560 

42, 43 

50/0  Ni. -Stahl 

4.5— S 

0,15 

55—65 

20 

die  Proben  nach  dem  Versuch.  —  Die  durch  die  Hartung  erzeugte  Steigerung  der  Erosionsfestig¬ 
keit  ist  bei  «  S tainles s- S tahl »  entsprechend' der  groBeren  Hartezunahme  bedeutend  groBer.  Weitere, 
mit  anderen  ahnlichen  Stahlen  vorgenommene  Untersuchungen  haben  gezeigt,  daB  da,  wo  eine 
Hartezunahme  durch  Luftabkuhlung  nicht  eintritt,  auch  die  Erosionsfestigkeit  nicht  erhoht  wird. 

Tabelle  6  veranschaulicht  in  sprechender  Weise  den  EinfluB  der  Tropfengrofie:  durch 
alleinige  Verfeinerung  der  Wasseryerteilung,  unter  Beibehaltung  aller  anderen  Versuchs- 
bedingungen,  wurde  der  Erosionsverlust  auf  einen  Bruchteil  des  friiheren  Wertes  reduziert.  Diese 
Beobachtung  ist  an  den  verschiedensten  Materialien  gemacht  worden.  Es  darf  aber  nicht  iiber- 
sehen  werden,  daB  das  Verhaltnis  der  Erosionsverminderung  durch  feinere  Wasserverteilung 
mit  wachsender  Geschwindigkeit  kleiner  wird. 

Besprechung  der  Resultate 

1.  Zeitlicher  Verlauf  der  Erosion.  Die  spezifische  Erosion  steigt  in  den  meisten  ge- 
priiften  Fallen  vorerst  mit  der  Anzahl  der  Schlage  an;  um  spater  wieder  zu  fallen;  in  den  weniger 
zahlreichen  Beispielen,  wo  die  Kurven  nur  steigen,  muB  angenommen  werden,  daB  die  Versuchs- 


23 


35S 


dauer  zu  kurz  war  und  der  absteigende  Ast  noch  nicht  erreicht  wurdc;  fiillt  hingegen  di  Y 
von  Anfang  an,  so  ist  wahrscheinlich  der  erste  Kurventcil  so  steil,  dafi  er  von  der  P  7^ 
mcht  mehr  erfaflt  wurde,  indem  die  erste  Messung,  die  friihestens  nach  einer  i/>  Stunde  n 
offenbar  erst  vorgenommen  wurde,  nachdem  der  Maximalwert  schon  uberschritten  war.  ^ 

...DieSe!  Verhalten  der  Erosion  kann  etwa  in  folgender  Wcise  erklsirt  werden:  solar,™  r 
erflache  absolut  blank  ist,  bietet  sie  den  aufprallenden  Wassertropfen  kcine  giinstigef  a** 
gnifsmoglichkeiten,  das  Wasser  gleitet  allseitig  ab;  die  Erosion  setzt  daher  liingcr  nfcht  f 
1st  aber  emmal  erne  gewisse  Aufrauhung  eingetreten,  so  schreitet  die  Erosion  zunehmend  rasche' 
fort,  well  das  dutch  die  Schlagwirkung  mit  grofiem  Druck  in  die  Unebenheiten  eindringend 
asser  sprengend  wirkt.  Haben  die  Anfressungen  schlieBlich  eine  grdBere  Tiefe  erreicht 
ei  t  eine  Wasserschicht  auf  der  nunmehr  ganz  rauhen  Oberfliiche  liaflen;  beim  Aufschlave 
des  nachsten  Tropfens  wirkt  diese  dampfend,  so  daB  die  friihere  Hiirte  des  Schlages  vermief 

%£%**£%* spKidle  Erosion  mit  d°  bes,i,",n,“  Ma°  'vad,s''ito 

g.  Zusammenhang  von  Erosion  und  Geschwindigkeit.  Fast  ohne  Ausnahme  zei™n  a„ 

P:0b“  d”  “***"*~  Erosion  mi wactatoST 

d.gk„t  was  ubrigens  an  erwarten  war  jedod,  ist  «  aid,,  mogiidt,  aus  ,l„  varsd. 

eispielen  einen  gemeinsamen  zahlenmiiBigen  Zusammenhang  zwischen  Geschwindigkeit  u,H 
E_r,„st  herauszulesen.  Am  <le„t,ichs<e„  konnn,  der  eL*  da,, 

“:zr 

bi:i«  rLrs  s;  srr bci  wd,ercr  ^^**«*-« 


Abb.  9. 

Annahmen  zur  BeredmuEg  des  mittlera  Drucks 
zwischen  Tropfen  und  Wand. 

Generell  zeigt  die  Abbfldu^^dL^ErMiofl^^r  Linicnzii&e  3*  und  32  zeigt. 

Versuchtsverhaltnissen  etwa’gleich  gesetzt  werSTkali.^  MetaI'C  bei  cIen  gew*hl 

Konstante  (v  — 125)2, 

WO  die  Geschwindigkeit  v  in  m/s  einzusetzen  ist. 

■'ngen  Unterschiede^rL^sWerluste1  b^  Ver3Chi^denheit  der  gepriiften  Metalle,  die  { 

osionsveiluste  bei  groBen  Geschwindigkeiten.  Vermutlich  wiird 

■■ 
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die  relativen  Abweichungen  zwischen  den  einzelnen  Metallen  bei  weiterer  Geschwindigkeits- 
steigerung  noch  mehr  abnehmen. 

5.  Der  Einflufl  der  Tropfengrofie  wird  durch  die  letzten  Versuche  bemessen,  deren  Er- 
gebnisse  in  der  Tabelle  6  zusammengestellt  sind.  Die  Unterteilung  des  Strahles  ist  mit  einer 


Tabelle  6. 


Material 

Geschwindigkeit 

m/sec. 

Dauer 

Stunden 

Spez.  Erosionsverlust  in  io—6g 
bei 

1 .  Duse  1,5  mm0  |  9Diisen  0,5  mm0 

Rostsicherer  Cr.-Stahl 

gezogen 

200 

V2 

0,298 

0,0311 

5°/o  Ni.  Stahl,  gewalzt 

200 

9 

0,207 

200 

18 

0,0273 

150 

18 

0,103 

0,0057 

„Stainless“  Stahl,  gewalzt 

150 

6 

0,068 

0,006 

150 

12 

0,099 

200 

2 

0,116 

0,021 

200 

6 

0,165 

betrachtlichen  Abnahme  der  Erosion  verbunden,  das  numerische  Vcrhaltnis  dieser  Reduktion 
ist  aber  in  hohem  MaBe  von  der  Geschwindigkeit  abhangig  und  schwankt  fur  die  \orliegenden 
Versuchsbedingungen  zwischen  1  :  5  fur  groBe  Geschwindigkeiten  und  1  :  10  fur  kleinere  Ge- 
schwindigkeiten. 

Ein  Versuch,  die  mittlere  Pressung  zwischen  Wand  und  Tropfen  mit  Hilfe  des  Satzes 
vom  Antrieb  zu  berechnen,  fuhrt  unter  den  in.  Abb.  9  veranschaulichten  Annahmen,  der  Schwer- 
punkt  lege  wahrend  der  Zeit  A  t  den  Weg  1/4  •  d  zuriick  und  wahrend  dieser  Zeit  sei  die  mittlere 

Beriihrungsflache  (d/2)2  zu  dem  Werte  p  =  4- 10-6  -v*  kg/cm2,  wd  v  in  cm js  einzusetzen  ist. 
A 

Danach  ware  also  die  mittlere  Pressung  von  der  Tropfengrofie  unabhangig;  die  raschere  Erosion 
bei  grofleren  Tropfen  miiBte  somit  der  grofieren  Druckflache  und  moglicherweise  einer  ver- 
schiedenen  Druckverteilung  zugeschrieben  werden,  sowie  Einfliissen,  die  von  der  vereinfachten 
Annahme  nicht  berucksichtigt  werden.  Die  nach  dieser  Annahme  berechnete  mittlere  Pressung 
von  2000  kg/cm2  bei  225  m/s  Geschwindigkeit  liegt  so  hoch,  dafl  die  beobachtete  rasche  Erosion 
dadurch  um  so  leichter  verstandlich  wird,  als  ja  der  Druckhochstwert  den  zeitlichen  und  raum- 
lichen  Mittelwert  p  noch  wesentlich  iiberschreiten  kann. 

Eine  genauere  Berechnung  des  Druckes  und  der  Druckverteilung  zwischen  Wand  und 
Tropfen,  unter  Beriicksichtigung  der  Viskositat  und  der  Oberflachenspannung  des  Wassers,  war 
mit  derartigen  rechnerischen  Schwierigkeiten  verbunden,  dafi  von  ihrer  Durchfiihrung  abgesehen 
werden  mufite. 

Erosion  und  rnechonische  Fostigkeit.  Ein  Versuch,  die  Erosionsfestigkeit  mit  der  aus 
der  Zerreifiprobe  bestimmten  Bruchfestigkeit  des  Materials  in  Zusammenhang  zu  bringen,  hat 
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zur  Abb.  io  gefuhrt.  Darin  stellt  die  Ordinate  jevveils  den  Mittelwert  aus  einer  Reihe 
Messungen  iiber  verschiedene  Zeitcn  Oder  bei  verschiedenen  Geschwindigkeiten  dar,  ist  also  ^ 
einfach  definiert;  jeder  Linienzug  verbindct  Punkte,  die  nach  einem  bestimmten,  unverdT* 


Zusammenhangf  zwischen  Erosionsverlust  tmd 
Zerreissfestigkeit. 


lichen  Versuchsprogramm  verschiedenen  Materialien  entsprechen.  —  Kin  Anstieg  der  Erosion 
“  mlder  ZerreiB£estigkeit  -  mit  wclchcr  ja  die  Brinellhartc  im  wesent lichen'  parallel 

>  T^’  '  md  diC  dl'd  Linic”^  ho  unregelmallig,  daB  keine  Ge- 

setzmafiigkeit  daraus  gefolgert  werden  kann.  Trotz  gleichor  Brinellhartc  besitzen  drei  gepriifte 
Gufieisensorten  eme  viel  germgere  Erosionsfestigkeit;  als  die  uiKersuchten  z, alien  Metalle-  ein 
Zusammenhangzwischen  der  Erosionsfestigkeit  und  der  1  Lurie  besleht  somit  nur  fur  Materialien 
e  ahnhchen  Aufbau  auf.we1Sen.  Beachtenswert  sind  dann  ferner  die  groBen  l Interschiede 
zwischen  den  drei  gepruften  GuBeisen  ihrerseits,  obwohl  deren  Iliirlegrade  ganz  iihnlich  sin 
™  ™ /BC-Elektroofen  erzeugte  Eisen  sind  viel  widersLlsfidiiger  als  gewbhl' 

verlusUrt  auA6""^  setzt  <lcr  AnKriff  Wilier  ein  und  «ler  Erosions- 

auch  nach  langerer  Prnfdauer  noch  drei  mal  grdflor  als  beirn  I-  lektroguBeisen. 
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Neuere  experimentelle  Beitrage  zur  Frage 
der  Knickfestigkeit 

Von  K.  Memmler,  Berlin-Dahlem 

Das  Studium  der  Frage  der  Knickfestigkeit  und  im  besonderen  die  bei  Knickversuchen 
anzuwendende  Priifungstechnik  hat  seit  langem  auch  das  Materialpriifungsamt  zu  Berlin-Dahlem 
(St.M.P.A.)  beschaftigt.  Im  Deutschen  Eisenbau-Verband  ist  zu  diesem  Zwecke  ein  Versuchs- 
ausschuB  gebildet  worden,  dem  Manner,  wie  Zimmermann,  Muller-Breslau,  v.  Bach  u.  a. 
angehorten,  und  der  im  Laufe  der  Jahre  verschiedene  Versuchsprogramme  aufgestellt  hat,  die 
zum  iiberwiegenden  Teile  im  St.M.P.A.  in  der  mir  unterstehenden  Abteilung  fur  Maschinen- 
und  Eisenbau  durchgefiihrt  wurden,  und  nunmehr  zu  einem  gewissen  AbschluB.  gebracht  werden 
konnten.  Die  einzelnen  Phasen  der  Versuchsarbeit  des  Ausschusses  und  den  allmahlichen  Fort- 
schritt  der  Erkenntnisse  besonders  auf  exper imentellem  Gebiete  hierbei,  Ihnen  zu  schildern,  ist 
im  Rahmen  dieses  kurzen  Vortrages  nicht  moglich. 

Man  wurde  mehr  und  mehr  dazu  gedrangt,  als  Versuchsobjekt  einen  Stab  moglichst  ein- 
fachen  Querschnitts,  der  walztechnisch  in  weitgehender  Genauigkeit  und  Geradheit  herstellbar 
ist,  zu  verwenden  und  damit  zu  sogenannten  Modellstaben  zu  kommen,  wie  sie  ja  auch  schon 
v.  KArmAn  in  seiner  klassischen  Forschungsarbeit  zum  gleichen  Thema  verwendet  hat.  Auch 
dann  blieben  jedoch  eine  Reihe  versuchstechnischer  Probleme  noch  zu  losen,  selbst  wenn  man 
sich  entschlofi,  die  kugelige  Lagerung  der  Probenenden  und  auch  die  Spitzenlagerung  zu  ver- 
lassen,  und  zu  einer  schneidenformigen  Lagerung  iiberzugehen,  bei  der  also  von  vornherem  der 
Probe  die  Ausbiegungsrichtung  in  der  Ebene  senkrecht  zur  Schneidenachse  aufgezwungen  wird. 

S chneidenlagerungen  in  der  bisher  gebrauchlichen  Konstruktionsform,  bei  der  in  der 
Regel  der  Schneide  bezw.  Pfanne  zunachst  eine  Druckplatte  ausreichender  Dicke  aufgelagert 

wird,  gegen  die  sich  die  Probenenden  stiitzen,  erwiesen 
sich  insofern  nicht  als  zulanglich,  weil  die  Druckplatten 
als  verhaltnismaBig  starre  Gebilde  die  Bestimmung  der 
wirklichen  Knicklange  der  Proben  unsicher  gestalten. 
Zwar  hat  v.  KArmAn  in  seiner  Forschungsarbeit  eine 
N aherungs f or mel  zur  Berichtigung  der  Knicklange  ange- 
geben.  Es  erschien  uns  aber  zweckmafiiger,  zu  versuchen, 
ob  nicht  durch  entsprechende  konstruktive  Gestaltung  der 
Schneidenlagerung  dieser  Unsicherheit  begegnet  werden 
konne.  Dies  ist  dadurch  gelungen,  dafi  nach  Konstruk- 
tionsangaben  meines  Mitarbeiters  Panzerbieter  eine 
Schneidenlagerung  besonderer  Bauart  fiir  diese  Versuche 
von  der  Maschinenfabrik  Mohr  &  Federhaff  in  Mannheim 
hergestellt  wurde. 

Die  wesentlichste  Eigenart  (Abb.  i)  dieser  Schneiden¬ 
lagerung  besteht  darin,  daB  durch  Unterteilung  der 
Schneide  in  zwei  Halften  die  beiderseitigen  Endflachen  der  Proben  in  die  Ebene 
der  Schneiden  zu  liegen  kommen  und  damit  also  die  Knicklange  =  Stablange  wird.  Zum 
besseren  Verstandnis  der,  Konstruktion  ist  in  der  Abb.  I  der  die  Schneiden  enthaltende  Oberteil, 
aus  dem  die  Pfannen  enthaltenden  Unterteil  herausgehoben  dargestellt.  Man  mufi  sich  also 
vorstellen,  daB  bei  der  Benutzung  die  beiderseitigen  Schneiden  schn  unmittelbar  auf  den  zuge- 
horigen  Pfannen  pf  aufliegen,  und  daB  ferner  je  ein  solches  Schneidenlager  oben  und  unten  an 
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den  Druckiibertragungsorganen  der  Priifungsmaschine  befestigt  ist.  Der  untere  Lagerkor 
ist  mittels  der  Platte  L  am  Druckiibertragungsorgan  der  Maschine  angeschraubt  und  tra  t'^ 
zwei  kurzen  Saulen  .?  die  geteilten  Pfannen  pf.  Zwischcn  diesen  Siiulen  hefimlet  sich  das  Dr  T 
stuck  d  mit  Druckplatte  dp.  Durch  zwei  Schilde  schi  ist  dicser  Druckkdrper  mit  den  beid^' 
Schneidenstiicken  schn  fest  vei-bunden.  Die  Befestigungsschrauben  sind  in  Abb.  t  nicbt  mit  ei^ 
gezeichnet.  Die  Druckplatte  dp  ist  auf  ihrcr  Untcrscite  als  Zylinderflaehe  ausgebildet  und  somk 
in  einer  entsprechenden  Ausrundung  der  Unterlagsplattc  drchbar  gelagert.  Durch  eine  Spind'l 
mit  Handrad,  die  durch  die  Pfeillinie  angedeutet  ist,  kann  das  Druckstiick  in  Kichtung  der' 
Schneidenachsen  verstellt  werden.  An  den  4  durch  a  angedeutet  en  Stellen  der  Schilde  sind 
Gewinde  fur  Schraubenbolzen  eingeschnittcn,  durch  die  das  Kippen  des  Schneidenkdrpers  gegen 
den  Pfannenkorper  verhindert  werden  kann,  sofern  dies  fur  Zwecke  der  Ausrichtung  der  Stab" 
in  der  Maschine  erforderlich  wird.  Allc  Teile  der  Konstruktion  sind  fast  reibungslos  aeJ. 
einander  beweglich.  ^  ^ 

Diese  Schneidenlager  sind  nun  in  eine  50  t-Priifungsmaschine  eingebaut  worden  Dip 
Maschine  1st  eine  stehend  angeordnete  und  mit  hydraulischem  PreBzylinder  _  oberer  Teil  der 
Maschine  —  als  Krafterzeuger  ausgeriistete  Maschine,  die  Kraftleistungen  his  zu  <0  t  hertribt 
Als  KraftmeBvorrichtung  dient  die  im  Untergestell  der  Maschine  eingebaute  Martenssche  MeB- 
ose.  Die  beiden  seitlichen  mit  Gewinde  versehenen  Saulenspindeln  ennbgliehen  Verstellune 
es  o  eren  Zylinderquerhauptes  jeweils  nach  der  Lange  der  einzubaueuden  I’riif.stabe. 

St  S’"?1  Tdent,biSher  Pr0bCSt5bc  auS  FluBstahl  <ler  QuaHffitcn  -St.  37  (Baustahl)  und 
St  48  (Hochwertiger  Baustahl).  Die  Versuchsstiibe  sellxst  waren  Vollstabe  rechteckigen  Ouer- 

sc  nitts  m  den  Abmessungen  25  X  40  mm,  1^=  7,22  mm,  die  bei  dem  Material  St.  37  allteitig 
bearbeitet  wurden  und  nach  dem  Gliihen  eine  Streckgrcnze  von  etwa  2400  kg/(|Cm  aufwiesen 

“TT  verSUCuhen  WUrdC  aUf  diC  BearbeitunS  <I«r  Stahniichen  und  auf  <las  Gliihen  ver- 

Die  F 'dfl  t  r  r!material  St  48  hatte  dne  S«rcckgrcnW  von  Vm>  kg/qcm 

und  standen  nena  1  7™  Sehr  sor«faitiff  auf  <>“'  Gruckplattenlliichen  auftuschiert 

standen  genau  senkrecht  zur  Langsachse.  Die  Versuchslangen  der  Stiibe  waren  so  gewiihlt, 

daB  in  Abstufungen  von  5  zu  5  fur  die  Schlankheitsgrade  X  -  4  -  ,  20-75  und  auBerdem 

dnzite^  GuBrha  ^  =  'V'-***  WUrde-  Dic  St***  bei  Ur  Stahlqualitiit  aus  einer 

Tsamt  sind  b  si  7?l  8tanden  VOn  ^  ***  3  Parallelproben  zur  Verfiigung.  Ins- 

gesamt  sind  bislang  130  Stabe  gepriift  worden. 

Fei„meB««eT,”L‘ler  D"rd,,bie£”"£e"  crfo,fi,c  ,,ad’  1VW.W*,  mi!  Hilie  »o„ 

ermoelichen-^ip  f  “  leuncr^rM^  die  cine  Mdigeeauigkeil  I, is  m  i/iooo  mm 

HilSdLtefesTf' 5  ??  ?  ?T*  **  “  **»  ■»«*■** 

mit  den  eigentiichen  l-T  r‘e’Werl(  durdl  c'nc  Ueberlragungsstangr  unfer  Federdruck 

den  mgentl, chen  MeSpunkten  unmittdbar  „  S,«be  ■ ,  v,rM|„, 

biegungen  ^  ""  ^ 

Erfahrune  bei  den  V^rcti^Eo  ■  ,  ^  tn  s°lcher  Derate  war  nolwendig,  weil  die 

Schneidenlagers  und  trotz  deTIwdrf  A’2 :.Bei,Ut*U"B  **“*  z'veckeulsprediend  konstniierten 
Probes, abe  mit  T'l"’  ""  *«*  «cdal.der 

fiihrung  auf  eine  ,  **"«*“  ««*«*»*»  CmwW*  bei  ,ler  Versud.sdurch- 

legen  if,.  ® ““  “*«•  Ei"rid““«  *•  Pr<>b.,!al„,  in  die  Masd.iuenachs.  zu 

wesen.  de^'uiVht 'du^^T"  m  ^  *  wn*  der  erste  ge- 

derung  Sein“r  Prii,SI5l,c  ""  'beordiseben  tL 

*  “"'“«ce,en  Kmckversuch,  niimlid,  kaum  merklichc  Ausbiegung  bis  nahe  an 
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die  Knicklastheran,  sehr  nahe  zu  kommen.  Nach  ihm  hat  dann  auch  v.  KArmAn  bei  semen 
Knickversuchen  auf  die  richtige  Zentrierung  der  Stabe  allergroBtes  Gewicht  gelegt.  Allerdings 
haben  beide  sich  damit  begniigt,  die  Durchbiegungen  in  der  Mitte  des  Stabes  moglichst  klem 
zu  halten  und  iiberdies  die  Durchbiegung  in  Richtung  des  groBten  Tragheitsradius  nicht  be- 
stimmt.  Unsere  Versuche  haben  jedoch  ergeben,  dafi  Durchbiegungsmessung  in  der  Mitte  allem 
noch  nicht  ausreicht,  um  wirklich  exaktes  Einrichten  des  Probestabes  in  der  Maschinenachse 
zu  erzielen ;  in  der  Nahe  der  Probenenden  konnen  unter  Umstanden  sehr  groBe  entgegengesetzt 
gerichtete  Fehlerhebel  noch  bei  verhaltnismaBig  hoher  Last  wirksam  werden,  obwohl  die  Durch¬ 
biegungen  in  der  Mitte  der  Probenlange  sehr  klein  ausfallen. 

Das  bei  unseren  Versuchen  angewendete  Einrichtungsverfahren  war  folgendes:  Die  Stabe 
mit  rechteckigem  Querschnitt  von  40  X  25  mm  wurden  mit  der  langen  Kante  parallel  zur 
Schneidenrichtung  eingebaut,  so  daB  dem  Stabe  das  Knicken  in  der  Richtung  des  klemsten 
Tragheitsmomentes,  also  nach  y,  aufgezwungen  wurde.  Die  Durchbiegung  senkrecht  zur  c  se 
des  groBten  Tragheitsmomentes,  also  nach  x,  soil  bis  zur  Hochstlast  moglichst  =  0  en> 
damit  ein  moglichst  lineares  Problem  fiir  den  Knickfall  vorliegt.  Die  Zentrierung  in  Richtung 
der  .ar-Achse  wurde  vorgenommen  durch  Verschiebung  der  Schraubenspindel  in  Richtung  er 
Schneidenachse  mit  Hilfe  der  durch  Handrad  betatigten  Druckplatten.  Das  MaB  der  Ver¬ 
schiebung  wurde  mit  besonderen  FeinmeBgeraten  —  ZeiBuhren  —  festgesteUt.  Bei  den  Staben 
mit  groBerer  Schlankheit  gelang  es  immer  leicht,  durch  diese  Art  der  Zentrierung  die  Aus- 
biegung  in  Richtung  der  .ar-Achse  bis  nahe  an  die  Knicklast  heran  sehr  klein,  me 
>  20. 1/1 000  mm  —  zu  halten,  Stabe  kleinerer  Schlankheit  verursachten  allerdings  etwas 

mehr  Miihe.  .  .  , 

Die  Durchbiegungen  in  Richtung  des  kleinsten  Tragheitsradius,  d.  h.  m  der  Richtung 

der  kurzen  Ouerschnittskante,  in  Richtung  der  y-Achse,  sind  abhangig  von  den  sogenannten 
Fehlerhebeln7mit  denen  die  Kraft  in  beiden  Enddruckflachen  auf  den  Stab  wirkt.  Um  aus  den 
gemessenen  Stabdurchbiegungen  die  GroBe  dieser  Fehlerhebel  jeweils  nach  einzelnen  auf  den 
Stab  aufgebrachten  Belastungsstufen  leicht  rechnerisch  ermitteln  und  fiir  die  weitere  m- 
richtung  benutzen  zu  konnen,  ist  von  Zimmermann  ein  einfaches  Rechnungsverfahren  angegeben 

worden.  Es  sei  hieriiber  nur  das  folgende  mitgeteilt: 

Die  elastische  Linie  eines  in  Richtung  der  Stabachse  durch  erne  Last  beanspruc  ten 
Stabes  ist  eine  Sinuslinie,  sie  liegt  in  alien  Punkten  fest,  sobald  die.  Fehlerhebel  des  Kraft- 
angriffes  bekannt  sind.  Die  Durchbiegung  in  jedem  Punkt  dieser  Lime  1st  gegeben  durch  die 
Gleichung  S  =  a .  t  +  b-  fv  wenn  f,  und  f2  die  Fehlerhebel  und  a  und  b  Konstante  smd.  Hier- 
aus  kann  man  umgekehrt  durch  Feststellung  der  Durchbiegungen  jeweils  die  wirkenden  Fehler¬ 
hebel  ermitteln,  welche  bei  symmetrischer  Lage  der  MeBpunkte  1  und  2  zur  Stabmitte  m  sic 
ausdriicken  lassen  durch  die  Beziehung: 

oberer  Fehlerhebel  f1=:g'h1—*-k*$2 
unterer  „  f2  '=  ^  *  §2  —  ^ 

Die  Werte  g  und  k  sind  Konstanten,  deren  GroBe  von  den  Stababmessungen,  der  Material- 
konstanten  E,  der  Stabkraft  und  dem  Abstand  der  MeBpunkte  von  den  Stabenden  abhangt.  b- 
wohl  durch  Ermittelung  der  Durchbiegungen  in  den  beiden  symmetrisch  liegenden  MeBpunkten 
1  und  2  die  elastische  Linie  theoretisch  in  alien  Punkten  bekannt  ist,  wird  man  nicht  darau 
verzichten,  auch  die  Durchbiegung  in  der  Stabmitte  Zm  noch  zu  messen,  und  damit  eine  Kontroll- 
messung  zu  erhalten.  Die  Beziehung  zwischen  Sm  und  den  Fehlerhebeln  lautet  am  einfachsten: 

w  •  =  1/2  •  (ft  +  f2), 

worin  m  eine  den  Werten  g  und  k  entsprechende  Konstante  fiir  die  Stabmitte  ist. 
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Es  erwies  sich  als  zweckmafiig,  die  Mefipunkte  i  und  2  in  groflerem  Ahstande  vo  ' 
ander,  aber  auch  nicht  zu  nahe  an  den  Stabenden  anzuordnen,  da  andernfalls  der  Einflufi  kl  'fiIn 
Mefifehler  bei  der  Bestimmung  von  und  f2  zu  sehr  ins  Gcwicht  gefallen  wiirc.  Tm  allgemeT^ 
wurden  die  Mefipunkte  in  die  Stabviertelpunkte,  bei  kiirzeren  Stiiben  in  die  Drittclpunkt" 
gelegt.  Die  Bestimmung  von  und  ft  blieb  dieseibe,  nur  die  Werte  g  und  k  waren  entsprecfc  I 
der  Lage  der  Mefipunkte  neu  zu  bestimmen.  Bei  sehr  kurzen  Stiiben,  bei  denen  wegen  A 
Bauart  des  Schneidenlagers  auch  die  Drittelpunktbcwegungen  mittcls  der  Leunerapparate  nicht 
mehr  gemessen  werden  konnten,  wurden  elastische  Linie  und  damit  die  Fehlerhebel  aus  der 

Durchbiegung  in  Stabmitte  und  dem  Neigungswinkel  der  clast  isclien  Linie  in  StabmitT 
bestimmt.  "  tte 

Die  Verschiebung  der  Stabendflachen  gegen  die  Druckplatte  in  Richfung  der  w-Achse 
erfolgte  durch  kleine  Druckschrauben,  die  gegen  die  Mantelflachc  des  Stakes  wirkten.  Das  MaB 
der  jeweiligen  Verschiebung  wurde  hierbei  durch  die  Leunerapparate  an  den  beiderseitim 
Endflachen  kontrolliert.  Im  Verlaufe  der  Vcrsuche  crgab  sich  jedoch  als  zweckmafiigste  Praxis 
dafi  nach  einer  Belastung  nur  der  jeweils  groficre  Fehlcrhebel  entsprechend  verkleinert  dann 
erneut  belastet  und  die  Fehlerhebel  neu  berechnct  wurden,  da  bei  gleichzeitiger  Verschiebune 
an  beiden  Probenenden  eine  gegenseitige  Beeinflussung  der  Fehlerhebel  oben  und  unten  nicht 
zu  vermeiden  war.  Wahrend  des  Verschicbens  an  einem  Ende  wurde  das  Kippen  <les  Schneiden 
lagers^  an  diesem  Ende  durch  Anziehen  der  Feststcllschrauben  verhindert,  wahrend  das 
Schneidenlager  am  anderen  Ende  freibeweglich  blieb  und  so  der  Drelmng  des  Stakes  die  durch 
die  Verschiebung  hervorgerufen  wurde,  folgcn  konntc.  Es  war  ferner  darauf  zu  a’chten  daB 
der  Stab  nicht  auf  Torsion  beansprucht  wurde  und  dafi  die  Achsc  des  klcinsten  Traeheits 
momentes  in  lhrer  Lage  parallel  zur  Schneide  blieb. 

Es  1st  aus  dieser  kurzen  Schilderung  des  bei  unseren  Versuchen  angewencleten  Einrich- 
tungsverfahrens  schon  zu  erkennen,  dafi  es  einer  langercn  und  nmhcvollcn  Arbeit  bedurfte  ehe 

Ml  mTf  ?  Handgriffe  so  beherrschte,  dafi  ein  Versuch  glatt  durch  fuhrbar  wurde. 
Meme  Mitarbeiter  Prof.  Panzerbieter  und  die  Dipl.-Ingenieure  TJikrktt  und  BOttger  haben 
sich  um  diese  Arbeit  besonders  verdient  gemacht. 

„  nfnil0”  So.scbrii „kc  id,  mid,  darauf,  Ihnen 

an  einigen  Abbildungen  die  wichtigsten  grundsatzlichen  darzustellen  *). 

theoretiihl 2  ff  7™^’  ?  U?d  inwieweit  es  lins  ^olungen  1st.  hinsichtlich  Erfiillung  der, 
tr'cl n  Grad  E° T11  ^  &idEW8Uch  *»-  den  von  nnseren  Vorgangern 

elI d^Abb  ^TSZ^°mT\  dm  V°rgange  V'  KARMANS  «««"  Porschungsarbeit 
chen  EuLknfekVtT  der  ^nickstabe  als  Eunktion  <ler  prozentuellen  theo- 

Cche  ffdtn  faSt  dar  “d  !ergldcht  in  dieser  Hinsicht  die  Ergebnisse  unserer  Knick- 
versuche  mit  denen  unserer  Vorganger  Kirsch,  v.  Tetmayer  und  v.  KArmAn. 

last  dar  und  seTzt  dnZ°n  Abs<*?ittslinic  des  Schaubildcs  stellt  die  theoretische  Eulerkmck- 

%!00-  Mr  ?ht’  dafi  Wir  bez*g,ich  tk>r  crrc*chten  Knicklasten  fast 

wenn  die  Stabe  im  ««r  ^1  he01?tlScbe  Eu,erIast  herankommcn,  als  wie  die  iibrigen  Forscher, 
wenn  die  Stabe  im  sog.  elastischen  Bereich  ausknicken. 

haben  unLeVe^rTA^'5  S'hl“khei,s^d«  ™  Pla*i«lKo  Bereieh  knicken 

an  die  Street  be™.  QuetseVrenfeTef  bT  “  Knicklastel  <f,eichfalls  fast  100  *ig 

Bei  einer  Anzahl  ri  \r  ,  S  ^etreffenden  Materials  herankommen. 

schon  verhaltnismafiig  stark  aUffalUge  Erscheinunf  bemerkt,  dafi  Stabe,  die 

- - - —  t  lte  aus&ebogen  hatten,  bei  zunehmeneler  Belastung 

Deutsch. )  l^enb^verbande^s^t^z^mvarten11111^^61'  Ergebnisse  durch  den  Versuchsausschufi  des 
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wieder  zuriickgingen  und  schliefilich  plotzlich  kurz  vor  oder  an  der  Hochstlast  nach  der  andeien 
Seite  ausknickten,  ein  Vorgang,  wie  er  durch  Abb.  4  veranschaulicht  1st.  Manchmal  fand  die 
Umkehrung  erst  ganz  nahe  an  der  Knickgrenze  statt,  so  dafi  die  Ausbiegungen  nach  der  anderen 
Seite  nichi  mehr  gemessen  werden  konnten  und  nur  der  verbogene  Stab  Zeugms  von  dem  eigen- 


Knickversuche  mit  Stdbaa.die  1m.  etastischen.  Berg ich  kmckm 


artigen  Vorgange  ablegt.  In  einer  Abhandlung  von  Zimmermann  (Sitzungsberichte  der  Preufi. 
Akademie  der  Wissenschaften  Heft  XXV,  Jahrg.  1923)  hat  dieser  den  Vorgang  naher  be- 
leuchtet  und  darauf  hingewiesen,  dafi  durch  dieses  Versuchsergebnis  die  bisherige  Annahme 
dafi  die  Eulersche  Theorie  nur  fur  gerade  Stabe  Geltung  habe,  gekrummte  Stabe  die  Eulerlast 


■f - - 

-  5lr»cKjr»r««  do  Materials  *l»Uh  uw%  — 

|  _ 

1 

1 

' 

X* 

4 

i 

- - 1 

. I 

~1  ^  i  -  -  I 

**  **  mL  •hdab 

1  ' 

Abb.  3. 


also  nicht  erreichen  konnten,  ein  Irrtum  war.  Diese  Behauptung  haben  wir  experiraentell  auch 
noch  weiter  dadurch  bestatigt,  dafi  wir  eine  Reihe  von  Staben  mit  absichtlicher  Anfangs- 
kriimmung  —  in  Abb.  4  mit  den  Nummern  2—5  bezeichnet  —  nach  unserem  Versuchsverfahren 
priiften  und  hierbei,  wie  Sie  aus  den  Linienziigen  sehen,  gleichfalls  die  theoretische  Eulerlast 
mit  grofier  Annaherung  erreichten. 
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itit  rr . * 

eisuuic  zui  theorctisclien  liulerhypcrbel  j>mv  / 

Knick»t«b«  mit  Anfanaakr,-, - 7  "  '  ZUf  Strec<<- 


#*’  ^  *  >»e\ 


Abb.  4. 


-f- 

.  ,  m  A* 


*mn>.  4, 

grenze  des  betreffenden  Materials  zur  A»  .  1. 

elastischen  Bereich  etwa  bis  M  Schlanklcit™*  f‘‘  ”'''™  ''“'M*.  *«  in, 

. . . .  - 

I  — — r— —  r  I  "  - - -  1  _  """'  "  1 . 


MitUtm  5tr*ckMr*n  t. 


*******  p. 


Abb.  5. 


Cfg!!Ch  ^  d6r  EuIerlinie  decken  dafi  >,■ 

Beobac^gs  ei„mu„de„  fa  ^  UZ  ?**  Schl^'-tsgrades  die 

Knickfestigiceit  w,e  ft*  zusammMlf bta-cWkh  des 


liiiiiMiaiMiHWji 


K.  Memmler,  Berlin-D ahlem 

a)  Die  Eulerkurve  gilt  ftir  den  Bereich,  in  dem  die  Spannung,  die  dem  Eulerwert  ent- 
spricht,  rein  elastische  oder  vorwiegend  elastische  Verformungen  hervorruft. 

b)  Die  Knickspannung  fur  den  Fall  des  reinen  Knickens  bis  zu  etwa  X  als  30 — 40  ist 
nicht  groBer  als  die  Quetschgrenze  bezw.  Streckgrenze  des  Materials. 

c)  Die  Uebergangskurve  von  der  Eulerlinie  in  die  Gerade  der  Quetschgrenze  hangt  ab 
von  den  Formanderungseigenschaften  des  Materials  zwischen  Proportionalities-  und  Quetsch¬ 
grenze.  Sie  nahert  sich  um  so  mehr  dem  Schnittpunkt  der  beiden  Hauptkurven,  je  geringer  die 
plastischen  Verformungen  im  Material  bei  Spannungen  kurz  unterhalb  der  Quetschgrenze  sind, 
um  im  gunstigsten  Falle,  d.  h.  bei  rein  elastischer  Verformung  bis  zur  Quetschgrenze  in  den 
Schnittpunkt  iiberzugehen. 

d)  Auch  Stabe  mit  Anfangskriimmungen  konnen  wie  ein  sonst  gleicher  gerader  Stab  im 
elastischen  Bereich  die  Eulerlast  erreichen,  wenn  man  die  Drucklast  am  richtigen  Hebei 
wirken  lafit. 

In  Abb.  5  ist  noch  eine  Verbindungsgerade  von  der  Streckgrenzenhorizontalen  beim 
Schlankheitsgrade  60  zur  Eulerkurve  beim  Schlankheitsgrade  105  gezogen.  Es  ist  das  die  Knick- 
spannungslinie,  wie  sie  nach  den  Vorschriften  der  Deutschen  Reichsbahn  fur  den  kritischen 
Uebergangsbereich  zwischen  den  Schlankheiten  60  und  105  Geltung  haben  soli.  Unsere  Versuche 
haben  bestatigt,  dafl  die  Knickspannungsberechnurg  nach  dieser  Vorschrift  einen  groBen  Sicher- 
heitsgrad  aufweist. 
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vie  opannungssDehnungslmie  im 
plastisdien  Druckbereidi  und  die  Knickspannungslinie 

V  Atl  \A  1  /y  U  1  ^  TV  *. 


Von  W.  Gehler,  Dresden 
(Hiezu  Abb.  2  auf  Tafel  XU) 

Die  rechnerischen  Grundlagen  des  Knickproblems  verdanken  wir  bekanntlirh  t?t 
Engessi*  und  v.  KAemAn.  Die  versuchsmaBigcn  Erkem.tnisse  mil  K(ir,jer„  bamverksmafT1’ 
Abmessung  waren  sen  Tetmajees  grundlegencler  Arbeit  jahrzclmtclang  nicl.t  ncnncns'w. 
fordert  worden.  Das  planmiiBige  Schaffen  unsercr  neuzeitlichen  Versuchsaustnlt™  i  ?  ^ 
m«  den  groBen  tecbnischen  Verbanden  ha.  „„„  in  den  leizren  beirlL Ja“™ "  '  c  " ™" 
vorlaufigen  AbscbluB  gefiihrt.  Dabei  handelte  «  sich  um  folgeude  drei  Teil-Aufgal™ 

L  Die  unmlttelbare  Bestimmung  der  Knicklasi,  also  der,r,-A-LI„ie  be!  eentrlscher  R.,....nr 

..  ,  7r,SOeb“  ™"  «•"»  Memmeee  gehort  habeu.  darf  dirsa  Aufgabe  dank  d„ 

dienstvolien  Arbeiten  des  Deutsche,  Eirenbm-Verbmdes  (Herr  Rr-.Nl  de  m!  -  7.  J 

amtes  Berlin-Dahlem  (Herr  Memmiee  und  Herr  Panzeeb.etee)  uud  des  h!™  n 
MANN  ais  grundsatzlich  geiost  angeseben  werden.  H' 

II.  Die  gteiche  Aufgabe  bei  exzentrischer  Belastung 

.  Hierzu  wird  uns  Herr  Ros  anschlieBend  einen  wertvollen  Beit  rag  lieRrn. 


- — .vim  wu  i vui ic,m  iieitrag  liefern 

\Drlrra7eir«”f ' •  B:S>imTe  *  be  piasHsobee  Break- 

Karman  "  rechnensch  zu  ermittelnden  Knickspannungsiinie  nach  Engesser- 

^“rwifr  hie"  l  zlubTT  Wf”  **  *»- 

*“**  Brackabmumin.  Um  Ihnen  iedochheute  ””1  Ra,"m'u  der  «A,isbUihmg  der 

sei  fiber  diese  Arbeiten  des  /W?  i  heute  em  moghchsf  gesddossenes  Bild  zu  geben, 

tung  und  unter  Mitwirkung  von  Dr  /^r  ^  ^  Mafcna!t’nif"nXsa"lU’x  l»»ter  meincr  Lei- 
kurz  berichtet.  Sie  sind  dn  klein^  TT"  ^  (Joldammkr  hier  ganz 

Ausbildung  des  neuen  deutschen  Ba^al^Tt^  ^  vk'rj;i!lri^»  Versuchen  zur 

meines  Wissensg wohl  hier  TumTsten  te&von  gfungln& ^  ^  ^  *** 

bekanntlich  hauptsachlich  durch  die  verschiedenrH"^  ^  Sh  48  unterscheiden  sich 

verschiedene  Hohenlage  der  Streckgrenze  (Abb.  1).  Unsere 

•W,  6V  %  ' 


ycsuAtaL 


Zug-  Berefch. 


30  »  tf  3tt  % 


Oruok-Bertfch.  3000 

--Stcffe  3000 


-A-bb.  i .  Spannungsdehnungslinie  fiir  St 


37  md  St  48. 


Aufga.be  besteht  nun  in  der  genauen  Ermittelung  des  verhaltnismaBig  kleinen  Linienstuckes 
zwischen  der  Proportionalitats-  und  Quetschgrenze  im  Druckbereich. 


Die  Dehnungen  wurden  jeweils  mit  4  MARTENs’schen  Spiegeln  verschiedener  MeBlange 
bestimmt  (Abb.  2,  Tafel  XII).  Als  Grundgedanke  wurde  festgehalten,  dafi  bei  jeder  Laststufe  so- 
lange  gewartet  wurde,  bis  sich  ein  Gleichgewichtszustand  zwischen  den  auBeren  Kraften  und  den 
inneren  Spannungen  selbsttatig  eingestellt  hatte.  Die  Schwierigkeit  liegt  hauptsachlich  darin, 
dafi  man  sich  sehr  vorsichtig  mit  auBerst  kleiner  Laststeigerung  der  Fliefigrenze  nahern  mufi. 
Die  Dauer  eines  Versuches  betragt  etwa  14  Stunden. 

Die  Ergebnisse  mogen  an  der  Hand  unseres  Bildes  (Abb.  3)  kurz  folgendermafien 
zusammengefafit  werden. 


x.  Die  Prop ortionalgrenze,  kurz  P-Grenze  genannt,  ist  durch  die  bleibende  Dehnung 
yon  0,03  °/00,  also  rd.  V30  °/oo  gekennzeichnet.  Von  Anfang  des  Versuches  an  ist  eine  gewisse, 
wenn  auch  sehr  kleine  bleibende  Dehnung  vorhanden,  so  dafi  die  Hooke  sche  Gerade  genau 
genommen  eine  «Krumne»  ist.  Sobald  aber  die  bleibende  Dehnung  v,  wie  ich  sie  bezeichne, 
diesen  Wert  0,03  °/00  erreicht  hat,  nimmt  sie  auffallend  stark  zu.  Dieser  Wert  ^  ist  der  gleiche, 
bei  der  P-Grenze  sowohl  fur  St.  37  wie  fur  St.  48.  Er  empfiehlt  sich  daher  fur  die  Begriffs- 
festsetzung  der  P-Grenze. 

2.  Im  Gegensatz  hierzu  sind  die  elastischen  Dehnungen  s  an  der  P-Grenze  beider  Bau- 
stoffe  naturgemaB  sehr  verschieden,  namlich  0,90  und  i,52%o*  -^er  Grund  hierfiir  liegt  darin, 
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Kr. 


_ _ _ _ _ _ }}[•_  I.  K  li  ,  !>  K  K  s  it  !•:  x 

(iafi  das  Rlasfizitatsmali  fur  beide  Uausloilr  nahe/u  Lddeh  a  •  f  .. 

kB,cma  w  Sl 37  u":;/s, f; !;;  *wr. 

bei  Si.  aS:  i;  ),  )  ,  -  .  ‘  ‘  '  ^  "" 

(wofiir  vielfadi  i.o an^numuuen  wind. 

3-  Das.scIItc  Spiel  wiederhult  ddi  m„,  kwmdbn.ru ,.i  ,  »  ■  , 
die  sich  fulgent  le  Werle  er^eben:  '  M  *' 1  '  1 1  f(jr 


bei  St. 
l)ei  Si.  ,|S: 


if'  !  >j )  i.15  1  i  ),i  *7 

u-  \  -  )j)  I,t4t  1 

*  '**'*  .  tii 


,  r  *  v  *  |  // 1  stn(»  i  iLft**  *  Ii»' 

wahrend  vielfadi  2,0  odor  -\5  %„  au^ennnmieit  win!,  Souuhl  w i  V"’  ■  •  ■ 

(lmch  these  auberst  ^cuaue  Mossuiik  aK  bleibende  |umm,,  .  S,<  -lH  w«rde 

gleiche  Wen,  .unmlich  o,b7  k*w**wmi*  «v,«„  (lcr 

4.  Durch  genau,'  y.t'itlu'xtiinmiingt'u  ernaben  ■si.*!.  <■  ,  ,  , 

rend  dcs  Fli^mn-ganges,  deren  Hcaditun-  j»d  writ,. ten  \T  .  nuih- 

lioften  liiOi.  k  ,luui  ^‘‘‘’tK'iien  mur  AulSdililsse  er. 

Lsi  <in\se  Spamuin^stkdnum^sliuir  f ttr  i  - 

der  erste,  niimlid.  der  versudistedmisdie  Toil  dor  \,  f'T  t  ,77"' Jmml  «**»'«*».  so  ist 
»och  die  redinerisdie  Kruiil U-Iunu  der  0  1  1  hli  *  r  1  A|s  /Wt,if‘*r  '^i!  bleibt  nur 

7‘IH  alter  „wh  cine  k.eiae  Schu^ri^i,  dadmch  , ./T’’  ^  HU-rM 

kamilhch  von  der  Ouer.sdinin.stWnt  abhaum  j|t.  *  ‘  ’!•  *'  "'7"'  K  r  H  ■  K  Ite- 

. . .  •*»  Aw,a„KiKkl.i,  v„„  . •*>■*■.  . . «™r  hi«m. 

'*  ,n,d*’'n**  w>**<*»  m,m  mm  m  <„  . . . 


Abb,  4:  Daratellung 
der  Knickbeiwerte  K 
der  natiirlichen 
Knickformel. 


W.  Gehler, Dresden 


Tnigt  man  als  Ordinaten  die  Wcrte  K  auf  und  als  Abscissen  (Ea  :  E),  wobei  Ea  die 
erste  Abgelcitete  der  Spamunigsdehinmgslinie  ist,  so  kann  man  fur  die  im  Eisenbau  vor- 
kommenden  Profile  den  Reiwert  /  /?  \o,g 

setzen. 


Dann  ergibt  sicli  die  sogen.  natiirliche  Knickformel  als  der  cinfache  geschlossene 
Ausdruck:  ^  .  jjj  /  j;  \o,e 

°*  = . ~  p . vA) 

Die  Frucht  unserer  Arbeit  sehen  wir  dann  in  der  —  X  -Linie  (Abb.  5).  Aufgetragen 
sind  zunachst  die  Euler-Hyperbel  und  die  Tetmajer-Gerade,  sodann  drei  Linien  nach  den 


P  25  45  65  70  00 86  /iOCMOb ^5 m  Ti. 

Abb.  5:  Ermittelung  der  Knickspannungslinie  aus  dem  Elastizit&tsgesetz. 


Reichsbahnvorschriften  und  zwar  fiir  St.  3 7,  St.  48  und  fur  den  hier  untersuchten  Stahl  mit 
3520  kg/cm2  Streckgrenze  und  cndlich  die  von  uns  aus  den  gcmessenen  Spannungsdchnungs- 
linien  crrechneten  drei  ok  —  X  -Linien.  Zu  bemerken  ist  noch,  daB  die  zur  P-Grenze  gehorenden 
Punkte  jeweils  auf  der  Euler-Hyperbel  liegen,  wahrend  die  Punkte  der  Quetschgrenze  mit  Q 
bezeichnet  sind. 

Die  Tetmajer-Gerade  fiillt  hiernach  ungefahr  mit  der  von  uns  gefundenen  c^— -  X -Linie 
fiir  St.  37  zusammen,  nicht  aber  etwa  mit  der  fiir  hochwertige  Stahle.  Die  Erhohung  A  der 
Werte  ak  bei  St.  48  ist  etwa  30  %(  gegenuber  St.  37.  Dies  gilt  aber  nur  fiir  o<  X  <  80.  Im 
Eulerbereich  ist  diese  Erhohung  naturgemaB  gleich  Null,  weil  das  ElastizitatsmaB  fiir  alle 
Eisensorten  gleich  groB  ist. 

Der  praktische  Wert  dieses  Verfahrens  besteht  darin,  daB  es  fiir  neue  Baustahle  geniigt, 
die  Lastdehnungslinie  im  plastischen  Druckbereich  genau  zu  bestimmen  und  daraus  die  a*— X- 
Linie  rechnerisch  zu  finden. 
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Die  Knicksichcrhcit  von  an  beiden  linden  gelenkia 
gelagcrtcn  Staben  a  us  KonstrukUonsstahl  8 

Vuii  M,  R  < i  s  ,  /,  ii  r  j  r  j) 

(iiitvu  .\!>h,  i  i  ;mi'  T,tid  \  \  I  h 

Die  manj-vliKle  KmekMVInrheit  v,,n  Kednu-kmu  SmImj  an*.  Km,-.!,  uktiun-s.-ihK,,,  ,  *  r 
<!as  Iiigenieurweseii  am  verhan^nisvnilstn,  in,,  all**,  Inin.nnvr  ini  Fix 

hriicken-  uiul  hi.senlutehbau  sin<|  aut  tmgemi^ejnle  Knidoiiin-i hi-ii  /tn  nek/utiihi  n,  ( »eilriiektp 
Konst ruktkmsKiie, lorn  is.  .lain*,*  ,|i,  SurKUb  U  i  -l.m,  keurhmm,;  uml  LtsmkiiZ 

Durchluldung  y.uzuwenden,  u 

Inshesoiitlere  winl  in  <I<*i  Prasis  <l<m  die  Kuiek-iehr,  mimieiinlni  Hinllusse  dec 

exmitrisehen  K raflangri ties  nichl  imnirr  dir  ^rlni!is«*is4r  IbueSituup  /ntril 

l.i  .l»»r  Krkrimltii .  ,|i,  T.KA  .S.li.  ‘  i  i,„  a,  ,  I-  M.P,  ul,., ta 

Zurich,  V™rtr  «l  XMnxk  mid  .-x/.l.l. i-ol.  w*Mmi  dm-.i  i.™  Mid,.-,,  dmdlHia-l, 
Usm'ii.  Ill-  I'.rsrlnnss,'  d.-r  \  i-i'Mldl.-  ..lira™  d™j™iK,-i,  a.-,  'll . I,.  ,:™™„l„.r|,,,|l,|lt  K 

,A . .  s..ia™  i.,i  k, . . ,„„„ 

uibMi-.ui  .In-  illi'iMH-hiiiiB.-H  . . .  Ki.ii.h’iiii,  . . .  .li.'i,-„il:,-„  fii,- ,|i,- Knick- 

ton-Wrt*  KiiiI'i.iiib,  ill  k  \  SI,  Wil.ii,,,.,,  Kns  uod 

J*  Hkunnkh*)  berriiinm  ‘  una 

I*  Theoretbche  Cinifidla^en 

/,  A  me  ken  bet  zeninsi  hem 

II.™  (Mink™  viin  liwiMKK  MlmAs  l',.lK,.„a.  ,.,„a,-  ail-  Kmiformel  (Ur 

zuitriseh  geduickle  Stake  mlitnidgm  (Juer  aiinittt  ^ 


in  <ler  vtuullgemnmulrn  kWm 


«*  ,v 
it  L  ‘ 


/<  *  j 


Z^?rU  lMU'rSUClUU4;t'n  ZUKrUU,lr  !l‘'f  . . mi  /-.  tlltreh  de„ 

Kmckmodul  /*.  weld.er  gan,.  von,  i.agiannn  a!.h;.nliiK  is.,  ,  \m,  ,  , 

Der  Knieknunlul  7\  . ')  '  L'  ^ 

O'  /'-  i  Uf 

Miiti-i.vi-n  a™  r.w,  ri,.„  „„a  a™,  i-a.,  ,„„,a„!  /■:.  2.) 

““  A  iIiiiiibib!,,-,,  *wisd,,„  *  „„a  r,  B..|„  |„„  ,1,.,.  Ull,  I, , 

Die  Scliwerpirnkt-Knieksiwiimuif*  Mragl 

ft,  «s  7*  J  „  7\ 

*  t  «'  r*  *•*  0) 


Staben  iu$M v,«»  »»  Seitien  KntJet,  K<‘lrnki«  gelagcrtcn 
Gruppe  VI  te7iv?fn, .  ^^^'DprafunK.snn.iait  ;m  drr  K.  T.  1 1  /,muh.  Ikricht  der 

baufabriken)  August  1926.*  *  ^  m.  hmmtmkm  th?s  Htbwek  llitliieu-  tiucl  Kfsuuhoch- 

des  Verell’ DMtecheArR?4ekieurr^^^  KnkkfeHtigkeit . .  Mitt.-dungen  (tl.er  K,«*  hungsarlwiten 


mmmmm 


M.  Ros,  Zurich 


federnde  Dehnum 
gesqmte  Dehnung . 


o  fliessgrenze 

Spannungs-Dehnungs-Diagramm  ausgemirreir  aus 
Diagrammen  fur  weiches  undharres  Husseisen  sowie 
aus  den  Termajer 'schen  Versuchen. 


Propytionalirotej 
Qrenze.  I 


rederndeDehnung 

Gesamte  Dehn'g  / 


lEnMasl-ung: 

I  Beziehung  zwlschen 
Spez.Spamung  und 
Dehnung  folgrdem 
E-Gesefz. 


Fliepgrenze 


Proper  rionalirategrerae- 


.bletbepdeDehrhung^ 


Spezif  ische  Dehnung  in  %o 


0.86  10 


Enllashjng: 

Beziehung  zwisthen 
Spezif  ischerSoannung 
und  Oehnung  folgl* 
dem  E-Gesel^. 


SpezifischeDemnung  \n°ho 


Abb.  I,  Ideelles  Drack-Stauchungs-Diagramm. 


T^-hun/e 


^(Pi-dS.T 

□A 


inonhQve 

Sate 

EDendleben 
des  Querschn 


Abb.  2.  Bestimmung  des  Moduls  Tk 
filx  unendlich  Heine  Ausbiegungen. 


Spezif  ische  Spannung  in  r/cm4 
Abb.  3.  Knickmodul  Tk  als  Funktion  der  Spannung. 
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M.  R  os ,  Z  0  n  t  r 


k 


Die  Beziehung  (3)  ermoglield  es,  a*  und  /'*  al.s  Kunktiouen  drs  Sddaiikheitsm-.  1  / 

darzustellen.  (Abb.  4.)  ■  ■  ».»iiwu«s.gI<u]es 

Der  kmflufl  der  Ouerschnittsfonn  des  Stakes  ftir  Reehteek-,  i  ■  mid  T  <  Hierselmiff  , 
die  Kmckspannuug  at,  geld  aus  der  Abb.  5  hcrvor.  ”  ‘  ’  auf 
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Ob  ‘  b  ,  I 

f/i rti*1  L 

K  t»  ,  f*  {  *  ,  tt  ,  fi  ^  _  VM*  v* 

Ahl>.  4.  Knidutmdul  fk  uls  Vnulium  <h-. 
Schhinkhrits^nuh  %  ( 


y*  ?  t%lf  4  ^  „  m 


*«(  J 


Al4»»  $.  Ktialtsv,  *lrr  <4«rr,rhmiib|iirm  iuif  die 
NvIwnjiimM  Ki*u4n|uiim«*|rt 


Knickcn  bet  exsentrisehem  Kmfhmgrifi\ 

tm.  ,  Di"  !>riifUUKVlt''S.  lileid’KCWichts  •'*  »*  Angnff  .mi intent  der  utiUeren  Kraft  P 

und  dtm  Moment  der  mnereii,  aufrichteiiden  Krafte  1/  •>><  k* ,  :  .1  .  . 

nicht  inehr  w.V  f»d„,  .  •  1  Kl,m<  *l/'  mi  Kuiek.|mi  schmtt  mtreckt  ttich 

a  ,  Kiueken,  auf  den  ZtiMand  srhr  kieine,.  Modern  bestimnder 

endhcher  Au.sbiegungen  de.s  ged nick  ten  Stabe.s.  ’ 


Bur  cine  best imitde  t  jiuiidspaunting 


wui'ili*  ftir  vn M^iirilrtir  willktirlich  ange- 


noma*ne  t:,uilidu:  Wcr,c  ,ior  Su«»»e  'ter  Kandfaserdehnungen  A 
,,  ‘Ul  flul  dcs  tkuck-.Staut'hnngsd^iagnimmcH  dan  Moment  M,- 

|  Jj  graphweh  bestimmt  und  der  /V-Modul  atw  der  Beziehung 


. . . „..i-U.  1 

lW\ °r  ■*  i\  iV‘  • h 

J V^,|  *  A 

i  !?  &  '1%  bcrechnet.  (Abb,  6.) 

fijo  w 

**  III  .  ,  T  w  !>ie  WliIIkilr,ichc  Wilhl  v»»  h  tKielnrtuldt  die  firbbe  der 

,  .  |  T  i  A  ^rWerte  mcht 

|] . 

,  Auf  Grundlage  ilkmn  Vurfahruiw  warden  tlie  Moduli  Tk 

L  ^1!“?  1“ Modu'*  n  er  Ver‘SChiedene  Grundupanmmgen  ,*  als  Bunktionen  der 
1,Che  AMblWB*  Summe  der  spezifhehen  Randfa.serdehmmgen  A  in  o/oo  bcrechnet 
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M.  Ros,  Zurich 


Die  so  erhaltenen  T^-Werte  sind  auf  der  Abb.  7  graphisch  zur  Darstellung  gebracht,  woselbst 
auch  die  zugeordneten  grofiten  Randspannungen  eingetragen  sind. 


3  hg  /err?  Randspannung 

Moduli-TKfur  verschied.  Schwerpunlt-Grundspannungen 

als  Funhlionen  der  summe  der  spezifischen  Randdehnungen  a  in  %o 

Summe  der  spezifischen Randdehnungen  a.ZxA  .(Ao^XQdx_xn  xi 

dx  dx  T 

MOduhM  h  — 

3  A  W.A. 

Beziehung  zwischen  der  Summe  der 
spezifischen  Randdehnungen  a  und 
ftnichpfeil  fh :  vvenn  als  Knichlinie 
des  Srabes  die  Sinuslinie 
_._.genom- 
men  wird, 
so  gill-:  a.  h.  I*.fn 


Summe  der  Spezifischen  Randdehnungen  (innen+aussen)  in%o 

|10  11  ,12  ,13  ,14  |15  ,16  ,17  ,18  19  ,20  ,21  ,22  ,23  ,24 


Abb.  7. 


Der  Krummungsradius  besitzt  in  Stabmitte  (Zweig  einer  Sinuslinie  durch  eine  ganze 
Sinuslinie  ersetzt)  den  Wert 

<>=44  <Abb-8) 

r  7T  / 

und  da 

h  . 

P  =  y  ist> 

folgt 

f-Jl  A 

'  v?  h 

womit  der  Biegepfeil  f  in  Stabmitte  mit  der  Summe  der  spezifischen  Randfaserdehnungen  in 
Beziehung  gebracht  ist. 
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1. '  III  Cl  Zullll  H'll.lIlIlK1  *  Id  /  Mttdllll  111!  c  1  Hi  ‘  1m '*>1  1!  1  til  1 1 1 1  1  *1 IIIC  iMjillllllUIlj^  /j  tmd 

sprechetid  verschiedeiion  WVrten  der  Sumuic  der  -pt /ilin-ii.-u  Kandt'a-et  delmtmgen  }  PiUt  sj 


HrafrangriJ 

exzenlristft. 


Sinusinr 


srubaxe 

hrumm. 


Zweigder 

SiXblirw* 


i  I 


K/nifirdir-  m,*i  ,if  ,h 

!,« rii  in  turf  Sint  i. 


der  M<iWIltiirHCh  ™y?*Ulv  li',l,r  ,!r‘'  su, -rimiM.-,  f  l» ,  ,  die  Kurve 

<ki  M/-Wc*rfe  mis  fU*r  Ik*/n*htiii^ 

.1/  /-  .  r 

*  *  ■  h 

aufzeiclmen.  (Abb.  <j.) 

Boitmum  man  nun  die  Stridden  dr*  Stialdrnbmds.  ]-,  drr  Mumente  f 

Qk‘h'l'f  fur  vcrscluc.Ifiu*  Seldaiikliri!^r»„i.*  [  .  wubri  f  dwelt  dir  Snmmr  der  Kandfawr 


dehnungcn  A  aits  drr  IScziehung 


“i  •  >  au^gcdidekt  wild,  tmd  /iriu  euf>i*ree!it*nd  detn 


Strahlenbiischel  an  die  M;  -Ivurve  Tangenten,  so  geben  die  so  bestimmten  Beriihrungspunkte  die 
Gleichheit  der  Moments  der  attfieren  cxzcntrisch  wirkenden  Kraft  P k  —  ak  •  h  ■  l 

•  unci  des  inner cn  aufrichtendcn  Momcntcs 


Die  Kraft  Pk  entspricht  sotnit  der  Knickkraft,  welche  am  Hebelarm  /'  =  (p  +  f)  des 
verbogenen  Stabes  wirkt.  Die  Exzentrizitat  des  Kraftangriffes  wird  durch  das  Exzentrizitiits- 

mafi  m  —  JL.  ausgedriickt,  worin  p  —  urspriinglicher  Exzentrizitatshebel  am  unverbogenen 
Jc 

Stab  und  k  =  Kernweite  des  rechteckigen  Stabquerschnittes  ist. 

Tragt  man  fiir  verschiedene  ins  Auge  gefaBte  Grundspannungen  ak  und  fur  die  ver- 

schiedenen  angenommenen  Schlankheitsverhaltnisse  4-  die  entsprechenden  ExzentrizitatsmaBe  m 

als  Punkte  in  das  Koordinatensystem  -4-  (Abszisse)  und  ak  (Ordinate)  ein,  so  erhalt  man  durch 

z 

Verbindung  der  gleich  groBen  m- Werte  die  jeweiligen  m-Kurven,  z.  B.  fiir  m  =  o,S,  i,  2,  3,  4, 
5  und  6.  So  sind  die  T.K.V.S.B.-Kurven  der  Schwerpunkt-Knickspannungen  fiir  verschiedene 
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die  Auflagerverschiebungen  und 

die  Neigungsanderung  der  Auflagerplatten. 

Die  festgestellte  mittlere  Proportionalitatsgrenze  2,00  t/cm2  und  die  Quetschgrenze 
a.  =  2,67,  sowie  der  ganze  Charakter  des  Druck-Stauchungs-Diagrammes  (Abb.  12)  stimmt 


Ab  b.  12.  Drock-Stauchungs-Diagramme. 

praktisch  sehr  gut  mit  dem  den  theoretischen  Untersuchungen  zugrunde  gelegten  a-X-Verlauf 
der  Abb.  x  iiberein. 

Die  Ergebnisse  der  Versuche  vona  Schlankheitsgrad  —=65  und  Exzentrizitatsmasse 

m  =  o,  1  und  3,  sind  in  der  Abb.  13  zusammengestellt. 

Das  Endergebnis  der  Knickversuche  ist  in  Abb.  14  zur  Darstellung  gebracht. 

III.  Zusammenfassung  und  SchluBfolgerungen 

1.  Das  Knickproblem  wird,  als-  Gleichgewichtsproblem,  das  sich  nicht  auf  das  Erreichen 
einer  bestimmten  Randfaserspannung  zuruckfiihren  lafit,  von  einem  einheitlichen  Gedanken  be- 
herrscht. 


M.  Ros,  ZURICH 


2.  Das  T.K.  V.S.B-V erfahren  fur  die  Bestimmung  der  Tragkraft  zentrisch  und  exzen- 
trisch  gedriickter  St  jibe  besitzt  allgcmeine  Gitltigkeit  und  lafit  sich  auf  Materialien  verschieden- 
ster  Spannungs-Dehnungs-Diagramme  ausdehnen. 

3.  Die  Uebereinstimmung  der  Theorie  und  der  Versuche  ist,  vom  Standpunkte  der  Praxis 
aus,  eine  selir  gute.  Die  Abweichungen  von  +  12  %  liegen  innerhalb  des  Streuungsgebietes 
der  Festigkeitsqualitat  des  Stahlmaterials  selbst. 

4.  Die  Exzentrizitat  des  Kraftangriffes  vermindert  die  Knicktragkraft  bei  gedrungenen 

mul  mittleren  Staben,  ~  xoo,  viel  starker  als  bei  schlanken  Staben. 

t  ^ 

Der  verhangnisvolle  EinfluB  dcs  exzentrischen  Kraftangriffes  auf  das  Tragvermogen  der 
Stabe  gelangt  in  deutlicher  Weise  zum  Ausdruck.  Im  Kernrand  gedriickte  Stabe  (m  =  x) 

tragen  fur  Schlankheitsgrade  von -4-  bis  100  rund  die  Halfte  (55  %)  von  zentrisch  auf  Druck 
beanspruchten  Staben  (in  =  o). 

5.  Mit  wachsender  Exzentrizitat  nimmt  das  Tragvermogen  in  vergleichsweise  geringerem 
MaBe  ab  als  das  ExzentrizitatsmaB  selbst  zunimmt. 


Abb.  14,  T.  K.  V.  $f  B.-Kurven  flir  exzentrische  Belastungen,  m  =  o,i  und  3. 
Versuchsergebnisse  E.  M.  P.  A.  1926. 


6.  Da  Exzentrizitaten  des  Kraftangriffes  infolge  geometrisch  nicht  absolut  gerader  Stab- 
achsen  (Richten),  nicht  ganz  gleichmaBiger  Gefiigebeschaffenheit  (Unhomogenitat),  praktisch 
unmoglicher,  genauer  Zentrierung  des  Kraftangriffes  (Reibungen,  Einspannungen)  und  bei  Fach- 
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werkstiiben  infolgc  von  Xebt'HsfmnnuHgt-tt  r,'rnU't?t,-r  !< >:,.tcnpunkhu-i  Hntlun»ni  *\ 
vermdden  .sin,!,  ist  „  gmrhuVrtigt.  msl«..so,„!m*  mi.  kuckudu  a,.f  ,!i,  (;t  S  * 

Nebenspannungcn  von  -•«>  %  dcr  Grnndspannungcn,  l,,i  ,|„  kcululunr  dcr  wirklichcn  k-  •  , 

s  clu;,;l,dt  ,„it  da™,  H^M***'  ,US.  K„  ,  ;  ,U  v,vf; 

dcr  Kcnnveitc,  zu  rcehncn.  1,11  Vierte! 

7.  Hu  nuttclsddankcn  Stal.ni  ,|o  bis  inn  wird.  in,  Urgonsaiz  zu  dvn  andcrn  Schlank- 
l.c-itss-ra.k-,,,  ,li.  Hi.,. . . . -  S,al„„l™  . . .  ,.r|>. 

e  ...  Uniltf‘‘  N.ichgicbigketfvn  dcr  cmgrspaimtcn  Ntabendcn  guiiigui  b,i 

Slabcn.  urn  die  J£rtuMmnK  ,1,-r  TraKk,afl  i,i(„lK,.  ,|,.r  „irk  ,  k 

"r  report  ioiuilitats-  bmv.  .  .  ,V  ^ 

. . . . . 

r^:r:rr:f:;r 

niagranmi,  snid  dir  orWcrlr  drr  T  K  V  <  n  r.  •  gdogte 

k-; 

m..6ulid,t,  ,i»s  Verfaiimi  a1„«,l,M,m.11  «uf-  '  ”  '''  f“h“  "  '"«"»*  “W. 

*’  A"*Tu . .  Kick- 

)  .1,,  BMmmm"  *, TraKkn,f,  l,i  nach  .vs**  «***  . . sal,,,, 

C>  * . .  ""r  KnH‘* . .  n-A  •  ^  . i,  dir 

<!)  SnirkMal,.,,  ,V,., Ki„.., Himl.M.dir), 

.ici,,,-.,,.;,  "ic  K“ick- 

i  I!!1’  !'nein^'SChninkf<'  Vn-faJimts  von  Vianku.o 

mil  Vm  #Uf  Bi<‘KU,,K  ^rudm.,,  Kalkc  ohne  unci 

■  #  -  AC,WMWmk  '*■  &*W>™hmnvn  iihvr  dir  l*mJiortm„ali»a,sgm,zr. 

Bench,  der  Ontppe  ‘‘S'*.  T'^'T  Kmitenpunktr  t-tanicr  Fa,  hwerkbrilcken». 

«nd  Praxis*,  Septemlw  iy26.  ’  '  '  J  ’  U“'1  ■,s‘?,'*«terrfw 1m  rngmieurbauten  in  Thcorie 

^  "2u„;“2„  z  tirr 


Ueb  er  die  Knickung  von  Staben 
mit  Schneidenlagerung*) 

Von  P.  Fillunger,  Wien 


Man  pflegt  in  sehr  anschaulicher  Weise  von  «Spitzenlagerung»  oder  «Einspannung»  zu 
sprechen,  wenn  man  gewisse  Randbedingungen  cines  auf  Knickung  beanspruchten  Stabes  be- 
zeichnen  will.  Sie  fiihren  zu  den  gclaufigen  cinfachen  Knickformeln,  erschopfen  jedoch  die 
ganzc  Mannigfaltigkeit  dcr  moglichcn  nnclastischen  Stabbefcstigungen  nicht.  1st  zum  Beispiel 
ein  Fachwcrksstab  durch  ein  Knotcnblcch  festgehalten,  so  kann  sich  das  betreffende  Stabende 
parallel  zur  Ebene  des  Knotenbleches  nicht,  senkrecht  zu  dieser  Ebcne  aber  sehr  leicht  drehen. 
Aehnlichc  Verhaltnisse  konncn  auflretcn,  wenn  ein  Stab  an  einen  andern  mit  sehr  groBer  Biege- 
steifigkeit  und  geringer  Verdrchungssteifigkeit  angeschlossen  isl.  Eine  solche  Befestigung  mogc 
im  Grenzfall,  wenn  das  Stabende  in  eincr  Ebcne  sich  olmc  Wider  stand,  in  eincr  hiezu  senk- 
rechten  Ebene  hingegen  gar  nicht  drehen  kann,  als  « Schneidenlagerung»  bezeichnet  werden. 

Zunachst  sei  vorausgesctzt,  dafi  beide  Enden  des  Stabes  in  Schneiden  gclagcrt  seien, 
welche  senkrecht  zur  unverzerrten  Stabachse  stehen  mogen.  Ihre  Lage  ist  ferner  bestimmt 


it 


durch  die  Winkel  <p  und  (Abb.  i),  wobei  x  die  Richtung  des  grofiten,  y  die  des  kleinsten 
T ragheitshalbmessers,  z  die  Richtung  der  Stabachse  vor  der  Ausbiegung  angibt.  Es  genugt 


—  JL  (pf  <  +  “  un<^  $  ^  y 

2  sass  essss  2 

anzunehmen,  letzteres  deshalb,  weil  bei  isotropem  Material  Spiegelbilder  gleichwertig  sind. 
Dann  sind  noch  drei  verschiedene  Lagen  der  beiden  Schneiden  und  S2  moglich,  je  nachdem 
beide  Schneiden  in  den  gleichen  Quadranten  oder  in  verschiedenen  liegen  und  zwar  so,  daB 
entweder  die  ^r-Achse  oder  die  y-Achse  im  kleineren  Winkel  zwischen  den  Schneiden  zu  liegen 
kommt  (Abb.  2). 

Die  Gestalt  der  elastischen  Linie  wird  durch  jene  zu  beziehimgsweise  S2  senkrechten 
Ebenen  E1  beziehungsweise  E2  bestimmt,  in  welchen  die  Drehung  der  betreffenden  Stabenden 
bei  der  Ausbiegung  erfolgen  mufi.  Abb.  3  zeigt  dies  fitr  die  erste  der  oben  genannten 
Schneidenlagen  im  GrundriB.  Die  elastische  Linie  kann  sowohl  eine  rechtsgewundene  als  auch 
eine  linksgewundene  Raumkurve  sein  (I  und  II). 

Um  die  statischen  Gleichgewichtsbedingungen  des  ausknickenden  Stabes  zu  erkennen, 
betrachte  man  die  Gestalt  der  elastischen  Linie  etwa  in  einer  zu  Et  parallelen,  zur  ^-Achse^ 


*)  Siehe  auch  Zeitschrift  fur  angewandte  Mathematik  und  Mechanik,  Band  6^1926,  S.  294  u.  ff 
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geneigten  Richtung.  win  Abb.  4  dins  auduutul.  An  dur  Sclmuidn  s'  . . 

auftrefcn,  je  nacdnlum  !  odor  fl  fW  '  ,  »»-I  f- 

Dt  niv  Mrluilfung  dus  <  hu.Vhgnn  iolits  in  dur  K  his, «,»»,.  b,-„u  dn,  SHnu  id!* '  v * ' ’‘T  ' 

Grtmden  muli  ...  dur  durcl.  .V,  „nd  din  ,-Arhsn  vvUxL  Fbunu  ,  in  ,/•  *'  Auk  «Ieich^ 

Kriiftupaar  A'„  /  :  /,,  vorlmmlen  ,,i(,  W  ^  ^  . ,  " "  />,  Und  ei„ 

<IalH-r  von  <>bun  und  /war  ...it  dvn,  A, .griff s,„,„kt  in',  Snd'und!  ""‘’'TVl  ,;ilT 

»  '  I(tigundu  Knifte 


. ?<™ «  . . . . . ;.A„I%T. 

<Ii«  Kdmuidun  und  din  --AcIim*  gvlugtun  (•iinunn  li'-’sutl  "  1,1  ,iru  *H*itU*n  durch 

Ihn  «lic  Komjiounntun  dus  U  t  i  ,  *  *V  ",  f<,imulKn. 

man  din  Richiungskosinus  uinn.s  ubuwugliuhun."1! Ulikamrs  UU* */'  ‘.'“f /u  braucht 

«fustun»  Druikanf  x,  y,  ».  Buschrinkt  mm  i  •!  <  \v  °  11  g*<‘mhsimngun 

/•  *  Jill"™  v- V1?"  “mT  •" "" 

80  smd  jene  Richtungskosim.*  durch  das  Sciiu.ua  ’  *  *  ' ’  ‘  A1,U‘1,ull>;t'“  nach  a> 


h  ~/'  1  -/ 

driickung  allur  IVodukn"' ,f‘  »  KMtungun  b,  t  mil  Unter 

•l’  /.  a  ,  ,v  in  dur  hum 

+  *'  f**  ~/’w">,)  ~  *«■=  I  r, 

,/  =  V  a-'i.  1  I-  *V  («»*  |  /.» .(,1-, \lf  -/* 

1  ^  ^  "" ?  ■y' ftW  ?)  I  *»'  -w/  ¥  —  I'  <w  ¥  | 

X  +**  J—  ^♦-/«««  I  .1  |  ,  ,, 

1"}’  K*  im(i  M  Hiiissen  sohr  kluin  sum  W!ir,.„  «,*  ■  , 

wissc  Ghuder  streichen  und  es  wiirun  G  C  If  „  ,  ‘  ‘T  «mnlich  gc- 

haHig  unA  daher  «  NulI>  WWm  ^  S{ah  mr  /  !>  V°"  dcr  lM  P  una»' 

2  Und  W  schr  kIei«.  so  knnn  man  die  obigun  At.s.Lvi-u  v  ‘‘-‘‘f’"?  War*  Siwl  ic’<ioch 

g  Atiwiriukt  vurumfachun  tmd  man  uriialt  aus 

t  A ,  (1  s)  sin  tp  A‘,s  ,v/>/  <i  ,  {,.  />„ 


und  den  iiblichen  Naherungs-Beziehungen  der  Biegetheorie 

—  y"  =  G/B,  x"  =  G'jA,  f  =  HjC, 

worm  A  und  B  <  A  die  Biegesteifigkciten,  C  die  Verdrehungssteifigkeit  des  Stabes  bedeuten, 
die  einfaclien  Differentialgleidumgen  des  Problemes. 

Man  erkennt  zunachst  leicht,  daB  der  Verdrehungswinkel  f  eine  lineare  Funktion  von 
s  scin  muB.  Folglich  tritt  iiberhaupt  keine  Verdrehung  ein,  denn  f  muB  sowohl  fur  2  =  0  als 
auch  fur  2  =  l  verschwinden.  Die  Randbedingungen  fur  x  und  y  lauten: 

x  —  y  =  o  fiir  2  =  0  und  2  =  1; 

uberdies  muB  wegen  der  Schneiden 

in  2  =  0  x'  cos  cp  -\~y  sin  cp  =  0 

und  in  s  —  l  x'  cos  4>  -j-  y'  sin  <]j  =  o 

sein.  Diesen  sechs  homogenen  Randbedingungen  stehen  als  IJnbekanntc  vier  Integrations- 
konstante  und  die  beiden  Kriifte  K1  und  K%  gegeniiber.  Daher  wird  die  Knickbedingung  durch 
eine  verschwindende  Determinante  6.  Grades  gebildet,  welche  sich  leicht  nach  einem  der  beiden 
Winkel  cp  oder  auflosen  liiBt.  Durch  Interpolation  kann  dann  fiir  jeden  beliebigen  Quer- 
schnitt  und  beliebige  Lage  der  Schneiden  die  Knicklast  gefunden  werden. 

Aus  den  Ergebnissen  seien  nur  die  folgenden  hervorgehoben : 

Die  in  Abb.  3  dargestellten  Kurven  I  und  II  entsprechen  der  ersten  und  2weiten  Knick¬ 
last.  Die  hoheren  Knicklasten  fiihren  abwechselnd  zu  rechts-  und  linksgewundenen  Kurven, 
wobei  der  Winkel,  mit  welchem  sie  die  a-Achse  umgeben,  jedesmal  um  1800  stcigt  (Abb.  5). 

Fiir  besondere  Wertc  von  cp  und  und  von  A  :  B  wird  die  Ausbiegung  in  der  Richtung  * 
unabhdngig  von  der  Ausbiegung' in  der  Richtung  y.  Das  hciBt  mit  anderen  Worten:  Das  Zu- 
sammentreffen  von  zwei  gleich  groBen  Knickgefaliren  in  den  Hauptrichtungen  erlioht  die  Gesamt- 
Knickgefahr  nicht.  Bei  Stiiben,  deren  Quersclinitts-Tragheitsellipse  ein  Kreis  ist  und  deren 
Schneiden  zu  einander  senkrecht  stehen,  lautet  die  kleinste  Knicklast 

A 

P=  20-19  -jr 

und  gilt  als  erstc  und  2wcitc  Knicklast.  Sind  die  beiden  Haupttragheitsmomente  des  Quer- 
schnittes  von  einander  nicht  allzu  sehr  verschieden,  so  wird  die  Knicklast  am  grofiten,  wenn 
die  Schneiden  zu  einander  senkrecht  stehen  und  unter  450  zu  den  Haupttragheitsachsen.  Im 
Falle  der  Ausartung  lim  (B  :  A)  =  0  wirkt  eine  Schneide  wie  eine  voile  Einspannung,  wenn  sie 
nicht  mit  der  groBen  Achse  der  Zentralellipse  zusammenfallt.  Praktisches  Interesse  kann  der 
Fall  eines  gleichschenkeligen  Winkeleisens  beanspruchen,  wenn  beide  Schneiden  zu  einander 
parallel  und  auch  parallel  zu  einem  der  Schenkel  des  Winkeleisens  sind.  Die  Knicklast  kann 
dann  geschrieben  werden 

7->  o„  2  Ehc, 

P=  o-8 7  rc2-j5— 

wenn  I4B  das  Querschnittstragheitsmoment  beziiglich  einer  Achse  bedeutet,  welche  unter  450 
gegen  die  Haupttragheitsachsen  liegt. 

Ist  nur  ein  Stabende  statt  beiden  in  Schneidenlagerung,  das  andere  in  Spitzenlagerung, 
so  andert  sich  an  den  allgemeinen  Betrachtungen  nur  wenig.  Es  entfallt  dann  eine  Auflager- 
reaktion  und  eine  Randbedingung,  z.  B.  K2  und  x'  cos  <j,  +  y'  sin  ^  =  0,  so  daB  die  Knick¬ 
bedingung  durch  das  Verschwinden  einer  Determinante  5.  Grades  gegeben  ist.  Ist  aber  ein 
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Au  sujet  des  pulsations  critiques  de  torsion 

et  de  flexion 

Par  C  h.  P  1  a  t  r  i  e  r« ,  Paris 


Dans  un  travail  paru  dans  le  Journal  de  l’Ecole  Polytechnique  (1925,  page  93)  j’ai 
etudie  le  probleme  suivant  qui  est  une  generalisation  du  probleme  fondamental  de  Cauchy 
sur  l’existence  des  solutions  des  equations  differentielles,  savoir: 

Trouver  dans  un  domaine  donne  une  solution  d  une  equation  integrodifferentielle  lineaire 
telle  qu’il  existe  entre  cette  solution  et  scs  derives  en  divers  points  du  domaine  des  relations 
lineaires  distinctes. 

Apres  avoir  introduit,  suivant  une  methodc  bien  connue,  un  parametre  X  dans  l’equation 
de  Fredholm  a  laquelle  j’ai  ramene  la  question,  on  peut  conclure  immediatement  que,  sous 
certaines  conditions  de  continuite  des  fonctions  entrant  dans  l’equation  integrodifferentielle,  il 
est  en  general  possible  de  trouver  une  solution  et  une  settle;  qu’au  contraire  si  une  determinante 
D  (X)  de  Fredholm  est  nulle  les  valours  de  X  sont  critiques,  la  solution  devenant  infiniment 
grande  ou  autrement  dit  cessant  en  general  d’exister. 

Je  me  propose  d’indiquer  ici  quelques  consequences  physiques  des  resultats  precedents 
appliques  aux  problemes  de  tension  et  de  flexion  des  tiges. 

Dans  ces  problemes  le  parametre  X  s 'introduit  naturellement  et  a  une  signification  phy¬ 


sique  X 


1 


carre  des  pulsations  de  torsion  et  de  flexion  quand  les  efforts  de  torsion  et  de 


flexion,  consideres  comme  fonction  du  temps  t  sont  sinuso'idaux,  elliptiques  ou  hyperboliques. 

Dans  cette  communication  breve  nous  nous  limiterons  a  des  cas  tres  simples  en  ren- 
voyant  pour  plus  de  details  aux  travaux  suivants: 


VAN  DEN  DuNGEN 


Cours  de  Technique  des  Vibrations,  Universite  libre  dc  Bruxelles, 
Fascicule  i  (1926). 

Compte-rendus  de  l’Academie  des  sciences  de  Paris,  Tome  178  page  1685 
(1924) 


Charles  Platrxer 


Journal  de  l’Ecole  Polytechnique.  Sur  une  application  industrielle  de  la 
theorie  des  Equations  integrates  lineaires  (1925). 

Comptes-rendus  de  l’Academie  des  sciences  de  Paris,  Tome  178,  page  1685 
(1926). 


L  —  Pulsations  critiques  de  torsion  des  arbres  de  transmission 

Considerons  un  arbre  de  transmission  de  longueur  L  admettant  un  axe  de  symetrie  Ox 
et  appelons  tranche  infiniment  petite  de  cet  arbre  la  portion  comprise  entre  deux  sections 
normales  a  Ox  et  infiniment  voisines. 

Sur  chaque  tranche  infiniment  petite  nous  supposons  que  s’exercent  des  forces  exte- 
rieures  reductibles  a  un  couple  infiniment  petit  d’axe  Ox  et  servant  uniquement  a  tordre  l’arbre. 

Tous  ces  couples  sont  sinusoidaux,  de  pulsation  commune  -i,  de  meme  phase  qu’il  est 
loisible  de  choisir  nulle,  mais  d’amplitude  variable  avec  la  tranche  consideree. 
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Cn.  Platrier,  Paris 


Dans  l’hypothese  tout  a  fait  particulicre  ou  l’arbre  est  homogene  (K}  i  constants)  ces 
valeurs  critiques  sont  par  exemple:  dans  les  premier  et  deuxieme  cas: 

i  K 

X  =  ^  ~ 72,2  %2  (n  entier) 

dans  le  troisieme  cas: 


(n  entier) 


J’ai  d’ailleurs  etabli  des  tableaux  de  calcul  qui  permettent  de  determiner  les  X  = 

critiques  avec  une  approximation  aussi  grande  que  desiree  dans  les  cas  plus  complexes  (Journal 
de  l’Ecole  Polytechnique  1925). 

II  est  remarquable  que  si  dans  tous  les  calculs  precedents  on  remplace  les  sinus  ellip- 

tiques  par  des  sinus  hyperboliques  on  ne  trouve  plus  aucune  valeur  reelle  critique  de  ^  car  la 

transformation  revient  a  remplacer  T 2  par  ( — T2).  Nous  traduirons  ce  fait  en  disant  qu’il 
n’existe  pas  de  pulsations  critiques  hyperboliques  de  torsion. 

IL  —  Pulsations  critiques  de  flexion  d’un  pyldne  comprint^ 

Soit  un  pylone  de  grande  hauteur  L  tel  un  pylone  de  telegraphic  sans  fil  assimilable  a 
une  tige  mince  comprim6e.  Supposons-le  en  etat  d’equilibre  elastique  sous  Taction  des  haubans 
par  exemple;  supposons  en  outre  quun  vent  exerce  sur  lui  une  pression  unitaire  horizontale 

W  =  V  (0)  sin  vent  sinusoidal  elliptique  ou  W  =  V  (0)  sh —  rafale  sinusoidale  hyperbolique 

(T  constante,  t  variable  temps).  Proposons-nous  de  determiner  la  deformation  horizontale 
supplementaire  x  (0,  t)  qui  en  resulte  pour  la  tige  dans  les  hypotheses  habituelles  de  la  resis- 

fbxV 

tance  des  materiaux,  notamment  en  n6gligeant  les  termes  en  J  .  Soient  0  (0)  la  compres¬ 
sion  de  la  fibre,  E  le  module  d  elasticite,  p  la  masse  lineaire  unitaire  du  pylone,  I  le  moment 
d’inertie  de  flexion  de  sa  section.  Liquation 

S(^/S)+'^(0^)+p^=’PF  . (i) 

exprime  le  th<§or&me  du  mouvement  du  centre  de  gravity  suivant  l’horizontale  Ox  de  l’element 
dz  de  cote  z.  II  en  faut  trouver  une  solution  x  (z,  t )  telle  que  (quel  que  soit  t) 


,  ,  b*x(o,i)  ~  b*x(L,t)_ 

*(*>*)  =  *  — ^  =  °  ~ §^  =  ° 


o  .  (2) 


si  on  suppose  par  exemple  qu’a  la  base  origine  le  pylone  peut  osciller  autour  d’une  horizontale, 
cas  frequent. 

Cherchons  a  satisfaire  a  (1)  par 


t  '  t 

*  ( Z ,  t)  =  a  (z)  sin  ^  oil  *  (z,  i f)  =  a  (2)  sh  — 


. .  (3) 
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limiions-nous  a  lYxempie  sufiisant  pour  notnhiv  4‘a|»{ >ltca4 *. .u*.  indu-dt  ielles  oft  /{,  /t  ^  SQnt 
des  coiustantfs  el  I*  •;«  j  t<"  et  constants!. 

Dans  le  cas  de  la  rafale  sinusoidalc  Inpeihitliijur. 


a {p )  At^('  j  /!,'  |  f  V<o -f  ’  /*  <;•! 
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/t/.D  i  H  ,»•' 


Dans  le  cas  de  la  rafale  sinusoidal  li\pn huliqne, 

*(-)  ,'l'x9  '  i  /!-<l  s,,t  i  !  .  { •  fl  •  *  V  }*  11  ^  j  (5 a) 

(  t  (1  j  if)  etant  les  quatre  laciues  de  I  equation  en  \ 

/  /  D  :  H  t '  -j t  <t  .  . .  (6a) 
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flexion  du  pyldne, 
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Nous  eonelurons  alors  que  pom  tin  pyloite  de  lonptu  u»  doom'.  »  u  *  (ton  et  eumpression 
eoustante  du  type  etudie  ci  desstts,  il  exisle  toujour.  <|.  uni .  ntu.jti.  •  tmr  .ud  mx  elliptiques 


Ch.  Platrier,  Paris 


en  nombre  infini  et  des  rafales  critiques  sinusoidales  hvperboliques  en  nombre  fini  si  la  com¬ 
pression  est  suffisante. 

Ce  dernier  phenomene  est  particulierement  interessant  a  signaler;  il  met  en  evidence  un 

nouveau  genre  de  resonance  a  la  flexion;  une  rafale  V (2)  sh  dont  l’amplitude  V (z)  estfaible, 

mais  de  pulsation  critique,  peut  en  agissant  un  temps  tres  court  produire  une  deformation 
considerable  du  pylone  suffisamment  comprime. 

Signalons  en  terminant  que  des  consequences  de  merae  nature  que  les  resonances  ellip- 
tiques  de  torsion  et  les  resonances  elliptiques  et  hyperboliques  de  flexion  doivent  se  rencontrer 
analytiquement  dans  Tetude  de  tous  les  phenomenes  vibratoires  elliptiques  et  hyperboliques  en 
particulier  dans  l’etude  des  circuits  electriques  oscillants. 

II  serait  en  particulier  interessant  de  proceder  a  des  experiences  d’electricite  de  nature 
a  mettre  en  evidence  la  resonance  hyperbolique  qui  constitue  un  phenomene  sur  lequel  l’attention 
des  physiciens  n’a  peut-etre  pas  ete  encore  appelee. 
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kennen,  die  mcIi  bei  klwh't  t  Vhei  eiut  Hung  d>  .  vn  i.i  i'i  .r’.vm  j  n  siek*  i-itmulli.  Wenn 
es  welt  uur  tun  die  Rereelumug  del  t«i <*f>'  dra  Sa  titn'hrt.  i  «:»,  D  .  Mud-  It,  rynugi  <■*  bekauntlich, 
die  dastihehen  tifuudgleidnmgen  in  jutet  % •• » » tnur.Vrn  i  i,m,  du  b/i  br-elininkttHg 

auf  ilk  kleinen  (iliedei  i.  Uidmntg  ui  den  I  lenuiu  ii;»m  •'••■n  mi  u  in  i  !  >.i  dt>  •<•  Grund- 
gleidiungen  huitiogen  siud,  x»  bleibt  dubt  >  dir  bum  knid.rn  •  ■  Ring*'  -  anMn-irnde  Form- 

iinderung  unbet>tinuul,  1’utei  del  \  ruin  kb  Hint  i  -A. :  .*  bin  Hung  d*-.  t ,  kritisdien 

Druekes  liilit  .-idt  aim  cine  wilialiiii  tuning  eutku  D  \  i  'tit,;  t.  'k.vmt,;  us. grin  n,  die  /n  einer 
beijuemen  b'unnei  fur  tlie  bet  det  \  u  b!in;nin,  eut  Vn  Seta  li}<-ke,nj_eu  mbit  uml  liter 

mitgeteilt  wertieii  Mill. 


1.  Glelchung&n  des  (lielcttxewiehieK 

Wirtl  der  Ring  aK  »dtiun  mi  Aum>*  det  ni.dlt-  tit.i^s ..  hen  S  !.»  u  -tt ,i* ',?iieut  ie  fietradifet, 
so  gelten  fur  ein  Hugendeinent  >D  du  dr Ihhhj. -urn  Rntjau'b  d.i  .d  ■  .mikie  Ktafie  nur  die 
Normaldmeke  />  tie*.  Riuge*.  in  Ikuaeb*  Dm, mm,  b -Igre.  >*  »di  i.’bt;-  >,v  *,,  ht iebiiugeii  : 
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Hierin  ist  G'  das  Spannungsmoment,  fur  welches  gilt: 

G’  =  b(k—~ 


N,  T  bedeuten  die  Schub-  und  Langskraft  an  der  Stelle  S  des  Ringes.  Aus  den  Gleichungen 
(2)  und  (3)  wird  durch  Entfernung  von  T  die  Beziehung  gewonnen 


•  +  AT2iV"- 


_i_  dK_  I  dN 
K  ds  v  ‘  ds 


Da  zufolge  (4)  und  (5)  :  N  =  —  so  muB  gemaB  (6)  die  Kriimmung  K  der  Differential- 

gleichung  geniigen: 

&K-+1&  +  -LA— <n 

>  1  BK  its  ~  K  its  its'  ! .  v ’ 


5)  Aus  (I)  Mt  sich  durch  eine  einfache  Umformung  die  natiirliche  Gleichung  der  elastischen  Linie 
in  differentieller  Form  darstcllen. 

Fiihrt  man  anstatt  des  Bogens  s  den  Winkel  {f  (Abb.  1)  als  unabhangig  Ver&nderliche  gemaB 
Kds  =  dfr  ein,  so  geht  (I)  ilber  in 

(  ^3_  _L  JL\  (at2)  — —  (JL)  =  0 

vaa  “  jo  FJ  w  va.  \ir\ 


\  1  dfr  I  v J  B  dfr  \Kj 

woraus  durch  einmalige  Integration  mit  al  als  Integrationskonstante  folgt 


+ 1)  m 


1L  (JL 

B  \K 


Setzen  wir  nun  (AT3)  =  z,  so  entsteht  aus  (a): 
aw 

„  Jl.  2  A"3  —  ■ 


2  a{  K 


Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  mit  einer  neuen  Integrationskonstanten  a% ; 


oder  wegen  Kds  =  dfy: 


ds'zzz'  .+  ■ 


~v- 


2  ( A 2  ■ 


^2,dK 

a2  +  aiK*+^K- 


Dies  ist  die  natiirliche  Gleichung  der  elastischen  Linie  in  Differentialform.  Mit  Benutzung  der 
elliptischen  Funktionen  in  der  Bezeichnung  von  Weierstrass  lautet  daher  die  endliche  Gleichung 


—  (pv 


worinjpv  =  — iP'  v  = - — -  und  i  die  imaginary  Einheit  ist. 

3  B 

Die  Gleichung  {c)  kann  nun  als  Grundlage  ftir  die  strenge  Untersuchung  der  mdglichen  Einbeulungs- 
formen  dienen.  Die  Integrationskonstanten  sind  festgelegt  durch  die  Bedingungen,  da£  der  Ring  ge- 
schlossen  bleibe  und  seine  Lange  nicht  andere. 

6)  Diese  Gleichung  findet  sich  bereits  als  Sonderfall  der  allgemeinen  Differentialgleichung  filr 
die  Kriimmung  K  bei  beliebiger  tangentialer  und  radialer  Belastung  in  meiner  Arbeit :  „Zur  strengen 
Theorie  der  Bogentrager.“  Osterr.  Wochenschrift  f.  Off.  Baudienst,  1911,  Heft  33  u.  34. 
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Diese  Grundgleiehung  fur  die  K nimnumg  <\v>  drt<»i  min  ten  Ringn,  i>?  nun  in  riue  Glnchun 
fur  die  Versehielumgen  uber/.uftthrcn. 


2*  Ks  bczeicdute  u  die  radialt\  /um  KieKmiftrlfafiiktr  jm-utne  Vn  ndm  \mm*%  xv  die  in 
der  Kreisfangente  im  Si nne  wadiHmdn  flagenbuige  *  p»»:|tivr  VnMddebwig,  daim  hnben  wir 
die  Kriiiwmmg  K  dm  eh  dine  wegen  da  KMttltdi  /*  riwin.itl'*  kleinm  Werfe  iu  w 

eiusehlieBlieh  der  Gliedt  t  hiihna  a  Is  t .  (  hdmmg  aus/udi  nrkim,  Widen  uneli  u,  *v  dn  Itediugung 

der  Dehmmgsbsigkeit  geniigen  imusen  I  in  ibmkt  I*  i  \bb.  j  »  grlntgi  iiiiulge  da  Rmbetdtmg 

naeh  /"  mif  den  Kuordinaien 

•*  { */  u)  >  t  >,v  "  tr  'f 

.r  ■'  j*/  h I  »'///"'  i  ;<»  i  i'v  m.  . _  ^ 

Hiemit  wird 

I  <*  e, 

\V^ )  ”  ^  "  '  ,v  *  f  <*•"  •  *  >* 

Die  Mirage  Bedingung  der  DehmmgMosigkeit  l.mf«)  d.ihrr,  d«  ,/,  ,i,i  vin  m.II: 


0  ~  (ft. 


,  i<  -  j  «V  <  I  •  '  an 


Au..  dei  Funnel 


l  «'  r" 

P  («14  j  /V* 


errcchnet  sich  mit  Braut/tmg  der  Dleielitmg,  n  f~t  mtd  d»ien  AMnimigen 
*'  __  1  ....  5  ,  ?«•'  !  //"  .  j  I 


A'.- 

p  a 


<;e*  u  1 1  »* ■*  j  «"  !  |,v  a* *  ! ,v"  «<) 


vornit  die  Kiiiiiitiiung  der  elaMixhen  I.inie  sijeiige  dwelt  die  Vn  ,rln,|tfmge»  mid  ilire 
Ableihmgen  ausgedriickt  i»t.  Da  die  rlaMDelie  Dime  des  Rmgn,  M  Meinm  I  VI**, H-hreiiung 

,  rf  S?en  "UCk<'H  dm'  aiijuisehe  <  iestalf  hat.  also  jedenfalD  K  s  <>  wird, 

ann  i  h  mini  g  <  ichung  (I)  mit  Hit  ft*  von  in*)  itt  die  t<*Jge»i!e  fni  H  tibngefulirl  werden: 

md  k‘Vr,nte  fuf  %V  amh  an*  dm  Fommln  in  de«  ^  189,290 

53  des  urmrtchend  gcnarmten  I^hrburlieH  v,  n»w  |»t.*w«*Hne«  weideii. 
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6ni+  i  +  6'  =  a  (0TeT1 


J)  —  a.  0 01  (3  3  a  0  ™f~  ^  02 )  —  Q  (9)  •  (* 1 ) 


Vernachlassigt  man  die  kleinen  Glieder  hoherer  als  I.  Ordnung,  d.  h.  wird  Q  (<p)  =  0 
gesetzt,  und  beobachtet  man,  daB  dann  gemaB  (8)  und  (9) : 


wl  wl] 


wird,  so  lautet  die  vereinfachte  Gleichung  (1 1)  mit  n2  =  1 

wT1  +  (1  +  n2)  nfIV  +  n2  wu  =  08) .  (II) 

Da  der  Ring  geschlossen  bleiben  soil,  so  muB  w  eine  periodischc  Funktion  von  99  mit  der 
Pcriode  2  n  sein;  daraus  folgt,  daB  n  eine  ganzc  Zalil  ist.  Das  ldeinste  n  ergibt  sicli  mit  n  =  2 
(n  rr.  1  ftihrt  zur  deformationslosen  Verschiebung  des  Ringes) ,  der  zugehorige  kritisclie  Druck 

betragt  also  P  =  Rei  Beachtung  der  Grenzbedingungen 
k  a* 

W  (o)  =  W  1  =:  tv11  (o)  =  W11  =  O 

ergibt  sich  fur  die  Verschiebung: 


w  =z  c  sm  2  , 


...  (12) 


Der  Wert  von  C  bleibt,  da  Gl.  (II)  homogen  ist,  unbestimmt 


3.  NMhertmgsverfahren  zur  Bestimmung  von  C 

In  1.  Naherung  ist  u  =  wl  — 2c  cos  2cp,  womit  man  aus  (8)  den  verbesserten  Wert 

u  —  wl  4-  ■——  sin2  2c p  .  (T3) 

1  2  a  Y 

gewinnt.  Mit  Hilfe  der  Naherungswerte  (12)  und  (13)  konnen  nun  die  in  (9)  vorkommenden 

kleinen  Glieder  hoherer  als  1.  Ordnung  beriicksichtigt  werden.  Streichen  wir  dabei  die  Glieder 

von  hoherer  als  III.  Ordnung,  so  bleibt 

„  1  .  2^I4~z<Pn  3 6c2  27c*  ,  ,  v 

A=---h  — — ^ - \-*—r-cos  4® - '—Tsm4yszn2y  .  (T4) 

a  1  a2  a  T  2  a*  T 

Hiemit  wird  Gleichung  (1 1 )  ubergefiihrt  in  die  gegenuber  (II)  verbesserte  Gleichung  fur  w: 

+  (2  (1  6804^«»2<p— 1620  — — ?72^«»6cp  (is) 


wxl  -f-  ^2  \  i  zu11  =  6804 sin  2  c p  —  1620  — stn  4  cp  —  972  b  cp  (IS) 

wobei  in  alien  Korrektionsgliedern,  die  n  enthalten,  hiefitr  genau  genug  der  Wert  4  gesetzt 
wurde.  (n  ist,  da  p  pk  vorausgesetzt  ist,  etwas  groBer  als  4.) 

Die  Gleichung  (15)  laBt  sich  durch  den  Ansatz 

w  =  c  sin  2  cp  -f-  ct  sin  4  cp  sin  6  cp  .  (16) 

integrieren,  der  die  frither  angegebenen  Grenzbedingungen  befriedigt.  Die  Eintragung  dieses 
Ansatzes  in  (15)  und  Umformung  des  Gliedes  linker  Hand  liefert: 


c  [  — —  I  ]  sin  2  cp  —  80  c,  sin  49  —  1 1 20  c2  sin  6  9  —  189—  sin  2  cp  —  45  -  sin  4  9  —  2^— sin  6  9 
\pk  !  a~  a  a 


a)  Eine  andere  Ableitung  dieser  Gleichung  habe  ich  mitgeteilt  in:  Eiseabau,  Jahrg.  12,  p.  29] 
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Die  writ  err  Koefli/ientom  etKlrichut^  mint  /nr  KnmfttD  Avi  \Vi  tiit^vn  uM(|  c  . 
man  erhalt  2 

7  >  i-t 

li/"^  1  l:! 

Die  gesuehte  Losuutf  fiir  <Iie  taii^enfiulr  \  r?  "<rbmfu?m:  a*  ItniH  Kafirs ; 

?U  r.".:  C  j  .«>/  J  *4  I  I  J  ue  ,j  •,  u\  <  ‘4  | '  _ }  „■«  f »  4,  J  .  ^ 

I'Tir  die  radiale  Versdiidmuj,:  u  tigihi  •  idt  hi-  ma  e  i  1 4  t 

>t/s  ,  I  J , 

*v  rfi/  ;  -"i  ;  ’  e  i  j  ,  1  M*'  •»  v  ,  ’> r,y  .  (19) 


Ikts  Veffalurn  kimulr  mm  t’<it n:,  ' ,  s ,**  u»  t  leu,  su-l<-??t  hum  :ui:  i|»  ,<n  I *ff<tnnations- 
grttllen  eiiien  serbev.et tut  Writ  v«m  h  am.  -mi  I<n •  dtu**J  jih*!  *l.it  gu  duM*  1  im  Rrditmngsgang 
wiederholt.  I  He  Kutivergeuz  i*.i  sdu  gut,  u  udiMidi  niul!  nun  .■»*!«•  I*<*u  ietentwickhmg 
fiir  tv  uml  «  als  Fttuktinn  vuu  ,) . 

Aus  (,iu)  eutiiehtueu  wit  a!-  htnwu  h/ii-f/  Vdiu  ;.k;;  j-,«*  ,  mu  i,  >»}>dz  ,/,>r  /<•;„. 

bmhtng: 


\  #{o)w#(‘*}  •  i  *r|.(t.v*  \Z‘n,  1  •-*  f20) 

In  iilmlidier  Wrist*  lallt  «.ich  atidt  die  }*mh*  K tt *]>  ,  Kr<i*.tiiigeK  aus 

winer  Kbene  smvie  bei  den  Kitiek  un  i  t  .duinv.ngt u  :;ind«.g-u-.,  die  iti slier  inner 

slrengeti  I/wmig  nidit  zug«d'u!ut  vtmdeu,  brttdtitctt,  tivjhdi  Wfuirii  dir  m.twetidigen  Rech- 
mmgrn  ludiei  wet  tails  nuiiisauui.  Man  gdatud  Su*'h*u  Jr!  .  *ij  'Sum  i»  a  mal  giridten  I’lrgdinissCi 

(iaB  die  grbllte  Auslenkting  in  1,  \.ilin  img  « I *,  1 1  <b  <  im  st  \n a  VI  I  *Sat|(e4dll  ist*). 

worin  bet  Kttirkmclmitmni'nt  tin  Hriwnt  «*  mi!  driTi  Hni^hilhsnrx’,r$  »i  uml 

umiblmngig  von  tier  Sfeiiigkeif  ktt  u.tlutiei  n  Inn  ti Mr!i  smel«  abliimgi^  vom 

j 

Stei%kdisvt*rhriltiiisse  zeigt.  lU'itn  Kii*idmj;» ti  u in  tsatndi. it  n»v!<  -Is-  M»iiaiiKigkt*it  votn 

OdTuungswitikd  drs  Iktgrns  hirzti.  Mail  nkumt,  iali  «iir  Aw-(ii-su,n?v“-!)  tm  /•  t t  rschwin- 
<ien  uml  daB  IhtHik  kleim*  t  Vimtsdifritmig.-u  ,|u,  kt}»i,dsr»  hmek.-.  m  g.-.dm  V.*t sdiidiungen 
AnlaB  geben. 


«)  Man 
(v,  Misks,  Z, 


mgleiriiK  hiemit  die  anaf»gett  S»etm  Knwkett  unti  rine.s  geraden  Btebcs. 

f.  ang.  Math.  u.  Merit.  M  4,  j>.  44  s  mitl  thi.  •>,  j».  n  -4«.} 


Die  singularen  Punkte  und  ihre  Bedeutung 
in  den  Kraftfeldern  fester,  elastischer  Korper 

V on  T h.  Wy  B ,  Danzig 

In  jcdem  gcspannten  Korper  besteht  das  Kraftfeld  aus  drei  Scharen  orthogonaler, 
kontinuierlich  verlaufender  Hauptspannungslinien,  die  als  Kraftlinien  bezeichnet  werden  sollen. 
Diese  Linien  miissen  in  ihren  Schnittpunkten  miteinander  verkniipft  gedacht  werden.  Die 
Umgrenzung  des  Kraftfeldes  stimmt  mit  der  Korperoberflache  (therein. 

Die  singularen  Punkte  zeichnen  sich  nun  dadurch  aus,  dafi  in  ihnen  zwei,  oder  alle  drei 
Hauptspannungswerte  gleich  groB  werden,  wobei  sie  null,  endlich  oder  unendlich  sein  konnen. 
Dementsprechend  treten  sie  als  singulare  Kugel  —  Rotationsellipsoid  —  und  als  Kreispunkte 
auf.  Sic  nehmen  im  Kraftfeld  cine  hervorragende  Stellung  ein,  derart,  daB  wenn  ihre  Lage 
bekannt  ist,  der  Kraftlinienverlauf  bereits  in  groBen  Zitgen  festgelegt  werden  kann.  Durch 
sie  gehen  die  Grenzkraftlinien  hindurcli,  welche  die  verschicdenen  Kraftlinientypen  einer  Schar 
voneinander  trennen.  Unter  Umstanden  werden  durch  sie  lokale  Felder  abgegrenzt.  Meistens 
sind  in  den  singularen  Punkten  die  Orthogonalitatsbedingungen  nicht  mehr  erfiillt,  indem  in 
ihnen  oft  mehr  als  drei  Kraftlinien  zusammentreffen  konnen.  Im  weiteren  knicken  einzelne 
Grenzkraftlinien  in  den  singularen  Punkten  ein. 

Eine  besondere  Art  singularer  Punkte  sind  die  Kraftangriffspunkte,  von  denen  un¬ 
endlich  viele  Kraftlinien  ausgehen,  und  die  Unendlichkeitspunkte  an  einspringenden  Ecken. 
Die  ersteren  werden  bei  Druckwirkung  als  Quell-,  bei  Zugwirkung  als  Senkpunkte  bezeichnet. 

An  Hand  einiger  Beispiele  sollen  in  beiliegendcr  Tafel  die  wichtigsten  Eigenschaften 
und  ihre  markante  Stellung  im  Feld  gezeigt  werden.  Wir  beschranken  uns  auf  quasiebene 
Zustande. 

i.  Singulare  Nullpunkte.  Am  Kopf  einer  durch  eincn  Bolzen  gespannten  Lasche  treten 
nach  Abb.  i  zwei  Ecknullpunkte  N  auf.  Die  Grenzlinie  der  Kraftlinienschar  b-b,  die  mit  der 
Randlinie  zusammenfallt,  knickt  in  N  ein.  Auf  Grund  der  Orthogonalitatsbedingungen,  die 
auch  im  engsten  Bereich  der  Ecke  gelten  miissen,  ist  anzunehmen,  daB  die  Grenzkraftlinie  des 
punktiert  gezeichneten  Systems  den  Eckwinkel  cp  halbiert.  Die  Dicke  des  Kraftfadens,  begrenzt 
durch  die  Randlinie  und  der  dieser  unendlich  benachbarten  Kraftlinie  wird  in  der  Ecke  endlich. 

Die  Abb.  2  stellt  das  Kraftfeld  eines  kontinuierlichen  Balkens  im  Bereich  eines 
Momentennullpunktes  dar.  An  den  beiden  Randlinien  treten  die  singularen  Kantennullpunkte  N 
auf.  Die  in  ihnen  einknickenden  Grenzkraftlinien  schlieBen,  wieder  auf  Grund  der  Orthogo¬ 
nalitatsbedingungen,  dort  einen  Winkel  von  6o°  miteinander  ein.  Sie  grenzen  deutlich  die 
durchgehenden  Kraftlinien  von  denen,  die  auf  die  Rander  einmitnden,  ab.  Auch  hier  wird  die 
Fadendicke  in  N  endlich  groB.  Solche  Kantennullpunkte  treten  auch  am  Lochrand  in  Abb.  x  auf. 

Zwei  Flachennullpunkte  entstehen  nach  Abb.  3  im  Feld  einer  unendlich  groBen  Scheibe, 
die  durch  zwei  gleich  grofie,  zylinderformige  Korper  infolge  gleicher  radialer  Ausdehnung 
gespannt  wird.  Ein  Teil  der  punktiert  gezeichneten  Druckkraftlinien  verbindet  die  beiden 
Quellpunkte  U  direkt.  Ihre  Grenzkraftlinie  knickt  in  N  ein  und  trennt  sie  von  denjenigen 
Linien  ab,  die  nach  dem  Unendlichen  verlaufen.  Auch  hier  schneiden  sich  die  Grenzkraftlinien 
im  singularen  Punkt  N  unter  6o°.  Beachtenswert  ist  der  Verlauf  der  Zugkraftlinien,  nach 
denen  die  lokalen  Felder  I,  II,  III  unterschieden  werden  konnen.  Von  Interesse  ist  auch  der 
Vergleich  mit  einem  Quellen-Quellen-,  bezw.  Quellen-Senken-Feld  idealer  Flitssigkeiten. 
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m  Traqsysrem 
p-p  Verteiiungssysrem 
o-o  Oberiert&ysrem 


Th.  Wyss,  Danzig 


2.  Kreispunkte.  Ein  in  biegungsfesten  Tragteilen  haufig  auftretender  singularer  Kreis- 
punkt  ist  in  Abb.  4  dargestellt.  Die  Kraftlinien  in  dieser  Zone  sind  hakenformig.  Die  Haken- 
offnung  wird  um  so  kleiner,  je  niiher  die  einzelnen  Kraftlinien  an  den  Punkt  K  heranritcken. 
Bei  den  Grenzkraftlinien  fallen  die  beiden  Schenkel  des  Hakens  zusamnien. 

Ein  andcrer  Typ  von  Kreispunkten  tritt  in  Abb,  5  auf.  Es  ist  dies  das  Feld  zweier 
Einzelkrafte,  die  an  einer  unendlich  grofien  Halbscheibe  angreifen.  Es  hat  ahnliche  Eigen- 
schaften,  wie  das  in  Abb.  3  vorgcfiihrte  Feld,  ebenso  ist  das  gleiche  vom  singularen  Punkt  K 
zu  sagen. 

j.  U nendlichkeitspimkic .  Die  Abb.  6  zcigt  einen  singularen  Unendlichkeitspunkt  infolge 
Korperform.  Die  scharf  einspringende  Ecke  bewirkt,  daB  die  Randkraftlinie  dort  einknickt. 
Die  Dicke  des  Kraftfadens  ist  im  Knickpunkt  von  hoherer  Ordnung  unendlich  klein  als  an 
den  anderen  Teilen.  Charakteristisch  sind  diese  Uncndlichkeitspunkte  durch  die  starkc  An- 
haufung  von  Kraftlinien  in  ihrem  Bereiche. 

Das  Feld  einer  Einzellast,  die  nach  Abb.  7  an  einer  unendlich  grofien  Halbscheibe  an- 
greift,  weist  ini  Lastangriffspunkt  einen  singularen  Unendlichkeitspunkt  auf.  Er  zcichnet  sich 
besonders  durch  das  radiale  Ausstromen  der  Druckkraftlinien  aus.  Einen  ahnlichen  Kraft- 
linienverlauf  weist  das  Feld  eines  Quellpunktes,  Abb.  8,  in  einer  unendlich  grofien  Scheibc 
auf.  Dieser  Quellpunkt  kann,  wie  dies  im  Feld  der  Abb.  3  der  Fall  ist,  durch  einen  sich  radial 
ausdehnenden,  zyl i ndcr f or m igen  Korpcr  gebildet  werden.  Diese  Felder  der  Abb.  7  und  8 
zeigen  sich  liberal!  im  engsten  Bereich  der  Unendlichkeitspunkte  aus  Einzellasten,  nur  werden 
dann  entsprechend  den  Randbedingungen  die  Kraftlinien  allmahlich  abgelenkt.  (S.  Abb.  3,  5,  14.) 

4.  Die  Bedeutung  der  Page  der  singularen  Nullpimkte  geht  deutlich  aus  dem  Vergleich 
der  Abb.  9  und  to  hervor.  Die  Abb.  9  stellt  das  Stromungsfcld  einer  idealen  Flitssigkcit  in 
einem  vollig  glatten  Gerinne,  von  unendlicher  Ausdehnung  dar,  in  das  ein  Zylinder  eingebaut 
ist.  Entsprechend  der  Giiltigkeit  des  Kontinuitatsgesctzes  treten  die  singularen  Punkte  N  der 
Potential stromung  in  der  Mittelachse  auf.  Die  Abb.  ro  zeigt  ein  almlichcs  Feld  in  einer  cin- 
achsig  gezogenen  Lasche  mit  kreisrundem  Loch.  Hier  treten,  trotzdem  im  Schnitt  a— a  die 
gleiche  Resultierende  der  inneren  Krafte  zur  Wirkung  kommt  wie  in  den  anderen  Querschnitten, 
die  4  singularen  Punkte  N  auf.  Zwischen  das  Feld  der  durchgehenden  Kraftlinien  haben  sich 
zwei  lokale,  schraffiert  dargestellte  Felder  hincingeschoben.  Dies  ist  deshalb  mbglich,  weil  das 
Kontinuitatsgesetz  bezuglich  der  Konstanz  der  Kraft  kings  eines  Kraftfadens  im  allgemeinen 
nicht  gilt.  Die  Krafte  kbnnen  infolge  des  innigen  Zusammenhanges  der  sich  orthogonal  schnei- 
denden  Kraftlinien  aus  einem  Faden  ab-  oder  zuwandern.  Dementsprechend  kann  man  bezug¬ 
lich  eines  Kraftfadens  von  einem  Kraftanbau  bezw.  -Abbau  sprcchcn.  Solchen  lokalen  Feldern 
begegnet  man  xiberall.  Siehe  z.  B,  Abb.  1. 

5.  Das  Wandern  der  singularen  Punkte  kann  als  Folge  veranderter  Korperform  oder 
veranderter  Belastung  betrachtet  werden.  In  den  Abb.  it  bis  13  ist  das  Wandern  des  singu¬ 
laren  Kreispunktes  K  in  einer  Lasche  infolge  veranderter  Bolzenkrafte  dargestellt.  Die  genaue 
Lage  wurde  experimentell  durch  W.  STOLTENBURG-Danzig  festgestellt.  Deutlich  zeigt  sich  das 
immer  grofier  werdende  lokale  Feld  des  zweiten  Bolzens,  wenn  dessen  Kraft  anwachst. 

6.  Der  Zusammenhang  der  Quellpunkte ;  die  wegen  des  radialen  Ausstromens  von  lauter 
Drucklinien  so  bezeichnet  werden,  soil  an  Hand  von  Abb.  14  gezeigt  werden.  Beim  einfachen 
Balken  sind  die  singularen  Unendlichkeitspunkte  U  durch  Druckkraftlinien  miteinander  ver- 
bunden.  Durch  sie  wird  das  Tragsystem  gebildet.  Die  Mittelkraft  P  mufi  nach  den  beiden 
Auflagerpunkten  ubergeleitet  werden.  Infolgedessen  rniissen  alle  Krafte,  die  in  den  Faden 
p — p  des  Verteilungssystems  enthalten  sind,  vermittels  der  Zugkraftlinien  0— 0  auf  das  Trag¬ 
system  ubergeleitet  werden.  Dies  ist  auch  deshalb  notwendig,  weil  entsprechend  den  Rand- 
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Biegungsprobleme  ernes  durch 
Querrippen  versteiften  orthotropen  Plattenstreifens 

Von  M.  T.  Huber,  Lwow  (Lemberg) 


Eine  orthotrope  Platte,  d.  h.  eine  elastische  Platte  von  orthogonaler  Anisotropie,  kann, 
abgesehen  von  physikalischer  Bedeutung,  als  das  geeignetste  mechanische  Modell  gewisser 
wichtiger  Konstruktionselemente  der  Technik  angesehen  werden1).  Mit  den  Elastizitatsachsen 
X,  Y  als  Koordinatenachsen  in  der  urspriinglichen  Plattenebene  hat  die  Differentialgleichung 
der  Biegungsflache  einer  orthotropen  Platte  die  Gestalt: 

*>■-&-+*  ai*y!+ .  (,) 

wahrend  die  entsprechende  Gleichung  fiir  die  isotrope  Platte  bekanntlich  durch  die  Formel 

+  +  .  (i.) 

ausgedriickt  wird.  Hier  bezeichnet  w  =  F  (x,  y)  die  Ordinate  der  Biegungsflache  und 
p  —  f  (.v,  y)  den  Belastungsdruck.  Die  drei  Biegungskonstanten  Bv  B2  und  H  gehen  im  Falle  dei 

m2  F  h% 

Isotropic  in  eine  einzige  iiber,  welche  den  Wert  der  Platt  enbiegungssteifigkeit  B  .  — 

hat.  Analog  bedeuten 


■  Eiyx  und  ... 

1“/1  2  .  mxm%  —  i 


die  PlattenbiegungssteiHgkeiten  der  clementaren  X-  und  Y-Streifcn  der  01  thoti open  Platte 
(bezogen  auf  die  Einheit  der  Querschnittsbreite) ,  Die  dritte  Konstante 

ff  =  l(lLA- .  ...  . .  (3) 

2  \m2  ‘  mxJ  1 

besteht  aus  der  Querbiegungskonstante,  welche  durch  Bv  B2  und  die  reduzierten  Querdehnungs- 
zahlen  m,  und  m2  ausgedriickt  wird,  d.  h.  j  (A  _(_  und  aus  der  Plattendrillungssteifig - 


dy  (4) 


keit  2  C.  2) 

Fiir  die  innere  Energie  der  verbogenen  Platte  erhalt  man  den  Aus d ruck. 

,  /32n2  I  ,  rr^L  .  ^  aC\— ■?-%-(  l  dx  dy  (4) 

Li~  dx2 )  "P  H  dx2  3j/2  '  2\dy2)  4  [  3^2  3/  \dxdyj  Jj 

Falls  die  Platte  bei  entsprechenden  auBeren  Kraften  als  eine  elastische  orthotrope  Scheibe 
wirkt,  konnen  wir  das  betreffende  ebene  Problem  der  Elastizitatstheorie  auf  die  Losung  der 
Differentialgleichung  der  Spannungsfunktion  (p: 

i)  Zu  derartigen  Elementen  gehfiren  z.  B.  Holzbretter  (abgesehen  von  den  Unregelmafiigkeiten  m 
der  Faserstruktur),  dichte  Tragerroste  in  Wanden,  Decken  und  Briicken,  femer  Wellblechtafeln  und 
vor  allem  die  kreuzweise  bewehrten  B et onplatten. 

2)  In  der  strengen  Theorie  der  homogenen  orthotropen  Platte  sind  zwar  die  Konstanten  mL  und 
nicht  voneinander  unabhangig,  aber  dieser  Umstand  spielt  in  der  Theorie  der  allgemeinen  Biegung 
keine  Rolle. 
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zontal  eingespannt  wird.  Die  einzelnen  Plattentafeln  werden  aber  nicht  nur  auf  allgemeine 
Biegung  beansprucht,  sondern  wirken  auch  gleichzeitig  als  elastische  orthotrope  Scheiben,  indem 
sie  zu  beiden  Seiten  einer  jeden  Rippe  die  Druckgurte  der  Plattenbalken  vom  T-formigen  Quer- 
schnitt  bilden.  (Die  entsprechenden  Scheibenspannungen  werden  dabei  desto  ungleichmafiiger 
im  Querschnitt  X  Z  verteilt,  je  groBer  a  im  Verhaltnis  zu  b  ist.) 

Dadurch  wird  die  Aufgabe  recht  verwickelt;  jedoch  unter  ahnlichen  Annahmen,  welche 
gewohnlich  der  Balken-  und  Plattentheorie  zugrunde  gelegt  werden,  liifit  sie  eine  strenge  theo- 
retische  Losung  zu.  Diesen  Annahmen  (lineare  Verteilung  der  Biegungsspannungen  in  der 
Z-Richtung  usw.)  muB  allerdings  noch  die  Voraussetzung  einer  im  Vergleiche  zur  Rippenhohe 
sehr  kleinen  Platt endicke  h  hinzugefiigt  werden3). 

Das  Problem  zerfallt  in  folgende  zwei  Teilaufgaben: 

1.  Bei  beliebig  gegebener  Verteilung  der  Randspannungen  in  der  Mittelebene  YZ  jeder 
Rippe  und  zugleich  in  den  angrenzenden  Plattenrandern,  den  (ebenen)  Spannungszustand  im 
ganzen  (als  elastische  orthotrope  Scheibe  betrachteten)  Plattenfeld  zu  fmden.  Hiezu  muB  die 
Gleiclnmg  (5)  integriert  werden.  Die  Losung  erlaubt  die  elastische  Nachgiebigkeit  der  Rippe 
als  Auflager  eines  b-Randes  des  angrenzenden  Plattenfeldes  zu  bestimmen. 

2.  Bei  bekannter  elastischer  Nachgiebigkeit  der  Stiitzung  der  beiden  fr-Riinder  eines 
jeden  Plattenfeldes  die  Gleiclnmg  seiner  Biegungsflachen  durch  Integration  der  Gleichung  (1) 
bei  der  eben  erwahnten  Belastungsart  zu  finden. 

Die  vollstandige  Losung  dieser  beiden  Teilaufgaben  fuhrt  mittelbar  zur  theoretischen 
Beantwortung  einer  wichtigen  Frage  des  Eisenbetonbaues,  welche  die  Praxis  folgendermafien 
formuliert: 

,, Welche  Plattenbreite  c'  soil  beiderseits  der  Rippe  in  dem  T-formigen  Querschnitt  des 
Plattenbalkens  als  «mdltmrkench  belrachtet  werden,  so  daB  bei  gegebener  Belastung  die  ubliche 
elementare  Berechnung  des  Plattenbalkens  eine  richtige  Abschatzung  ihrer  Beanspruchung 
lief  ert  ? » 

Bezeichnet  man  mit  g  die  (obere)  Rippenbreite,  so  diirfte  (2 c'  +  g)  die  praktische  mit- 
wirkende  Plattenbreite ,  oder  kitrzer  die  reduzierte  Plattenbreite  genannt  werden. 

Von  dieser  GroBe  ist  aber  die  theoretische  mitwirkende  Plattenbreite  (2 c  -f-  g)  scharf 
zu  unterscheiden.  Diese  wird  durch  die  Verteilung  der  Scheibenspannungen  im  Plattenfelde 
bestimmt.  1st  aA»  die  wahre  Nonnalspannung  in  der  horizon talen  Linie  des  Rippenquerschnittes, 
deren  Verlangerung  in  der  neutralen  Schicht  der  Plattenbiegung  liegt,  und  L.  die  innere 
Energie  der  Scheibenspannungen  eines  Plattenfeldes,  so  wird  die  einseitige  theoretische  mit¬ 
wirkende  Plattenbreite  c  aus  der  Bedingungsgleichung 


c  h  p*  Or  2 

2  Jo  Er 


(11) 


berechnet  (mit  zulassiger  Vernachlassigung  der  Energie  der  S chubspannungen  gegen  die  Energie 
der  N ormalspannungen  in  betrachteten  Rippenteilen). 

Man  darf  im  vorhinein  erwarten,  daB  c  meistens  viel  kleiner  als  cr  und  nur  in  gewissen 
Grenzfallen  gleicli  cr  sein  wird.  Denn  die  Arbeitswirkung  der  Belastungen  beruht  erstens  auf 
der  ebenen  Biegung  des  Plattenbalkens  von  der  oberen  Breite  (2 c  -j-  g)  und  zweitens  auf  der 
raumlichen  Biegung  der  Plattentafel.  Daraus  folgt,  daB  dieser  Plattenbalken  so  beansprucht 
wird,  wie  wenn  er,  losgelost  von  dem  ubrigen  Plattenstiicke  nur  einen  Teil  der  Gesamtbelastung 

t)  Diese  Voraussetzung  ist  in  Wirklichkeit  meistens  nicht  erftilit,  was  jedoch  nur  sehr  geringftigige 
Fehler  verursachen  diirfte. 
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triigt,  wiihrend  tier  andere  Toil  gewisscnnaBen  von  joju-m  3  Mat  Joust  ticko  getragen  wire!  Will 
man  dagegen  an  tier  Kiktiun  cities  die  GesamtlaM  tragenden  Plattenhalkens  festludten  (wie  in 
tier  Praxis  gesdiiehi),  so  mitUle  oii'enbar  ihre  Hreite  t ’  !  gj  grdlier  ausfallen,  dainit  die 
berechnete  Biegungsbcansprudmng  den  riduigen  Wert  erhalte. 

Die  folgerule  Losung  tier  zweiten  Teilaufgabc  Iiil.lt  nbige  Sehli.sso  quantifativ  m., 
verfolgen.  u 


Wenn  wir  vorliitifig  annehmen,  dali  die  Hreite  <■  gegelten  sei,  mi  setzt  sieh  der  Ausdruck 
fiir  die  innere  Knergie  der  Rippenpkute  aus  zveei  Teileji  zusammeii.  Der  erMe  Teil  in  der 
Gestalt  (4)  driickt  die  Hiegungsenergie  eines  I ’lattentVldrs  au>;  der  /weite  hat  die  Korin: 

UV  3 ''=■■’ (<.")!  *  .  («0 

und  stellt  die  Smmne  aus  tier  Hiegungsenergie  tier  kippe  ttnd  tier  v*.«  der  Mit wirkung*  be- 
dingten  Diuekencrgie  tier  Platte  dar.  Dabei  hczeiehitet  /I1  die  Hicgungssieitigkrit  ties  Plattcn- 
balkens  von  der  olieren  Hreite  Jf  |-g.  Man  gelangt  /»r  l.tAmg.  went.  iu  der  sehon  friihei 
gefuudeneti  (ileichung  tier  Ilieguiigsiladie  t  iner  kings  tier  h  Rant  lot  tmnaehgirbig  eingospamiten 

1  latte  unbestinmite  Knclliyicnten  (0,.  in  . )  eiiigeftih* t  weid.-n,  tieren  Werte 

aus  der  Bedingung  ties  Minimmns  <ler  t.italeu  Knergie  .Httv-dte  Moth*«lo t  /u  ftestiimnen  siml 
Wir  bekonmieu  an f  diese  Weise: 
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Das  Biegungsmoment  ties  Plattenhalkens  lu-rechnet  sieh  jet/,  nueh  dor  Funnel 
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M ,  _  M-W32  „  (M2,72) 
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B*  sin 


q  ^8 


B*-'r2B,a[{FH(£)-{] 
Dabei  gelten  die  abkitrzenden  Bezeichnungen  (i6a): 


4  r$ 

y  ~  (das  reduzierte  Seitenverhaltnis) 
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Bei  nicht  zu  groBen  Rippenabstanden,  wenn  namlich  o  <  e  —  ,  darf  ftir  Fw  (e)  ge- 

niigend  genau  der  Wert  %  gesetzt  werden.  Falls  noch  bt=b2=zb,  yx=y2=  angenommen 

wird  (Belastung  der  ganzen  Rippenlange  und  Plattenflache),  so  reicht  das  erste  Glied  jeder 
Reihe  aus,  um  einen  fiir  technische  Zwecke  geniigend  angenaherten  Wert  des  Mwax  im  Platten- 
balken  von  der  oberen  theoretischen  Breite  (2 c  +  g)  zu  finden.  Setzt  man  noch  naherungsweise 

32 
3 


TC 


i,  so  ist 


B* 


__  -  ——  (M'  *  -(-  M,)  (fiir  ziemlich  kleine  Rippenabstande)  (17) 

B  "“jp"  jl>2  ^  (I  —  2  C  j  (l)  ^  Q 

In  einem  anderen  Grenzfalle,  wenn  der  Rippenabstand  sebr  groB  ist,  wird  geniigend  genau 
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q  q  A 


B*sin ^ 


n  »  t,  a,  3 . , 


72* 


•  1,032 


(»,  ^2.72) 


B*sin^ 


(16  a) 


1 

Daraus  folgt  in  erster  Annaherung  (die  ftir  praktische  Zwecke  immer  ausreichen  diirfte) : 

[i-(r,3^)^  + j?'  3*1-5* 

L  (ftir  selir  groBe  Rippenabstande)  (1  ja) 


Mm 


5* +  ^(1,25  $^-2*) 

Hier  bezeichnet  brea  ==  b  |^/ die  (auf  isotrope  Platte)  reduzierte  Spannweite.  Da 

in  diesem  Grenzfalle  c  ungefahr  —  0,1  *bred  ist,  so  kann  im  Nenner  statt  (1,25^ — 2c)  ein- 
fach  i,o$bre(i  gesetzt  werden.  Von  der  unmittelbaren  Rippenbelastung  wird  daher  in  diesem 
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Palle  bloB  ein  Toil  im  Verhiilt ais  />H  ;  t/H  j  i  a >5  *  auf  den  ihe< urtisehen  Platlenbalken 

iibertragen.  Dieses  Yerhaltnis  niihert  sieh  deiu  Wei  to  i  bei  -Du  MritVn  Nippon  und  sehwacher 
Platte.  Dana  iibertritft  die  praktisehe  mit w irkeude  Birin*  A  mu  srln  wvnlyi  'lie  theoretische 
GrbBe  r.  Wenn  dagegen  die  Rippen  sehwaeh  und  die  Platte  m  In  Meif  Dp  so  wird  auf  den 
Plattenbalken  von  der  oberen  Breite  far  *  g  i  mtr  ein  kleiuet  lb  indited  der  umuittelbaren 
Belastung  der  Kippe  iibertragen,  In  diesrti  Fallen  inuBte  i *  virl  gibber  als  r  angenonimen 
werden.  Die  redusierte  Dlattenloeite  A  hdn^i  «i/,va  im  aU%iememen  an  hi  nut  vow  liehien  Rippen 
ahstami  a  tout  der  Spanmveiie  b  ah,  sender  n  an  eft  von  Jem  I'ethnilnu  der  l in *g u wg-w t ei figkeiten 
der  Rippe  und  der  l  Hath*  (Jut/tere  he/ugen  aitf  die  Einlitit  det  Uttrrseiintff  sbfriteb 

Die  Ausreelmung  von  A  wurde  sieli  sehi  mttlimoll  innl  vei  \v  iekelt  grAaltrn;  gliieklieher 
weise  ist  $ie  after  uherllusMg,  da  die  cm  f  admit  (diimriii  ?  i;r  n;\n  vullkommen  ausreichen 
uni  die  Beansprudntiig  tier  Rippe  gentigriid  grttan  /tt  best  ttniiirtt  \dmlidies  lailt  sidi  aticli 
fiir  die  itbrigen  Teite  tier  Konst rukf ion  atit  Dmitd  det  totgrftihf  ten  ! Among  atisieelmeir  die 
Knappheit  der  Zeit  verbietet  jedoelt  diem**  vobfri  /tt  o-i  tblgeii  fsltrtiomrttfg  katin  liter  die 
Lasting  der  ersten  Teilaufgabe  daigestell!  westing  ton  mi  mein ,  da  the  drndm/ngljehen  Reeln 
nungen  noeb  nieht  abgeseltiussen  sind,  Id  ittnge  inn  dutan  to  nmn  t  wrtdrti,  daft  die  Kpanmmgs- 
verteiltmg  in  Gurtplatten  beieits  von  den  llenen  hoof  v*i  m\  u  nr  ittupp  Buium  n  tdpii) 
und  v,  KAkmAn  tipa,|)  flirurrfivdt  unfeiMirld  wordru  bp  allot  dint: *  bet  dn  VoiuusMd/tmg  t*ines 
isotropon  Materials  und  fiir  eintaelie  Spe/iatlalle  Die  utn  turiurit  belt  irdgpiidr  Lusting  llmlet 
man  in  der  v.  KAtUiANaehen  Abhandhmg  « PrAM*!u  in  ins  A  bippP  ,\tnud*en  lua.f  g  Dieerste 
angemiherte  Lusting  des  Yerfasmi s  fiii  mfhotnoge  i  an  tplatie  imei  t  bat  mdi  /tun  Teil  nieht  be* 
wiihrt;  sie  lehrte  alter*  dafl  die  umgekehrle  Rrilimtolgr  dm  Brliaitdltiitg  bidder  Teilaufgabon 
gewisse  Vor/Aige  m  tiaben  selieinb 

Allenlings  glatibt  tier  Vei  fanner  dtireb  dir  daigrbuebfeii  \fn%eitdttiiueii  rnirr  strengen 
Losung  der  omten  Teiliinfgabe  line  Wiebtigkrit  tnr  d.i  gritinr  hrr<oii  drr  statischen 
Wirkung  einer  Rippenplatte  erwieseit  /«  Irnbeii 

Lt  itdnVH  iu 

M.  F,  Huber,  I.  Die  ( ftundlaf*en  einer  latktueilrn  lleno  Irntm^  4rr  ia^irbitrn  Kiseultetonplatten. 

Ztitsrlm  der  Hester,  lug,  m  An  h,  Ver,  |t#ir^  Hi  40,  mUv  die  itr.pitiiieJk  tie  llearbeitung 

In  polwiHt  her  Sj oat  he  nut  han/ndst  bei  /AVuinmmiU'omm  1 !  a  ltd  *  air  generate  des  hourdis 
trn  beton  mine  ,  ,  ( Vao *pism«»  Pi  inn*  mrt  fa*  A*  tyip 

2.  leoija  i#lyt  .  .  ,  .  t  Kw»<w  ^Pemt»rigi  io/t«  im  Vni  drt  fioln  fiattk  tSenelWaft 

(in  KitmmiHsitm  ltd  imhtupmu/  j  vyn,  taudi 

3  -5'  Drei  Nolen  in  *  (.nmjttea  imdns  . , ,  .  dr  bA* adrtnie  %\r%  Airmen »,  ltd*  t?o  (U)20i 
K$fi  und  1305;  ifd,  1  Ho  f to* Ah  S.  1243.  ^ 

Vier  im  <  tkmiugeiiiem  o  H  12  0  Pi;,  hip,  11  u  u.  10;  1^25, 

lb  t  u.  2  j  Itpo,  II,  h  H  in  y.  .  ^  ' 

io»  Eitiige  Anweiultmgen  tier  llillm  '/nt%  hr,  t  ang*  Math. 

«•  Merfiaiiik*  npb#  tki  ilf  l{rft  4, 

Man  atidi  die  IWuimllung  drt  Tlmode  <S«  Kssrnt#eb#np|fiiirn  in  fnlgendeti 

Verdflenltn  Imngim ; 

li  Ldte,  Eisenbewehrle  Ilaiieti  tm  Mmnmmm  Hu^nn^m%Undt  lluile*  Imih  toe  p  K  155* 
IlMareus,  Die  Them  in  elastbtier  Gewbe  *  *  ,  *  Itioiim  Kpiineei  !>,».},  >,  i>»,  ie»  luS, 


Ueber  die  Torsion  von  Schrumpfverbindungen 

Von  G.  Eichelberg,  Winterthur 


Schrumpfverbindungen,  die  durch  ein  Drehmoment  auf  Torsion  beansprucht  werden, 
kommen  etwa  vor  bei  Dampfturbinentrommeln  und  -Scheiben,  bei  zusammengesetzten  Kurbel- 
wellen  und  bei  Kupplungsflanschen. 

Eine  erste  Frage  nach  dem  Zusammenhang  zwischen  Schrumpfzugabe,  Umfangs- 
spannungen  und  Anpassungsdruck,  also  zwischen  Dehnungen  und  Spannungen,  gehort  rein  in 
das  Gebiet  der  Elastizitatslehre  und  hat  dort  ihre  Beantwortung  erfahren. 

Die  nachste  Frage  nach  der  Sicherheit  einer  Schrumpfverbindung  gegen  Losen  wird 
die  Elastizitatstheorie  allein  nicht  beantworten,  da  offenbar  jede  Schrumpfverbindung  gegen 
Losen  einzig  durch  die  Reibungskraft  in  der  Beruhrungsflache  gesichcrt  ist.  Die  Sicherheit 
hangt  also  vom  Reibungskoeffizienten  ab,  dessen  Kenntnis  einen  Versuch  voraussetzt. 

Eine  dritte  Frage,  die  hier  ausschlieBlich  erortert  werden  soli,  ist  die  nach  dem  Verlauf 
der  Torsionsspannungen  in  einer  auf  Verd rehen  beanspruchten  Schrumpfverbindung.  Wie  er- 
folgt  die  Abgabe  des  Drehmomentes  vom  Zap  fen  an  die  Nabe? 

Aus  der  Vorstellung  heraus  wird  folgendes  zu  erwarten  sein:  In  einer  auf  Torsion 
beanspruchten  Schrumpfverbindung,  bestehend  aus  Welle  und  Nabe,  werden  die  Mantellinien 
der  Welle  auBerhalb  der  Nabe  schraubenformig  mit  einer  dem  Drehmoment  entsprechenden 
konstanten  Steigung  verdreht  sein.  Beim  Eintritt  in  die  Nabe  kann  nicht  sprungweise  das 
ganze  Drehmoment  an  die  Nabe  abgegeben  werden,  vielmehr  wird  in  einem  ersten  Abschnitt 
nur  ein  durch  den  Reibungskoeffizienten  begrenztes  Moment  fibertragen.  Der  Rest  muB  bis 
zu  einem  folgenden  Abschnitt  noch  durch  den  Zap  fen  weitergeleitet  werden,  was  voraussetzt, 
daB  dieser  auch  im  Innern  der  Nabe  verdreht  wird.  Die  schraubenformige  Mantellinie  der 
freien  Welle  geht  nur  allmahlich  in  eine  fur  Zapfen  und  Nabe  gemeinsame  Steigung  fiber. 
In  welchem  MaBe  wird  nun  bei  groBem  Drehmoment  noch  bevor  eine  bleibende  Verschiebung 
auftritt,  im  ersten  Abschnitt  der  Schrumpfflachen  ein  Gleiten  zwischen  Zapfen  und  Nabe  ein- 
treten  konnen? 

Die  Frage  in  dieser  ausffihrlichen  Form  stellen,  heiBt  sie  im  Prinzip  schon  beantworten, 
denn  was  die  mathematische  Formulierung  betrifift,  so  folgt  der  Verlauf  der  Torsionsspannungen 
den  allgemeinen  Gleichungen  ffir  die  Torsion  in  Rotationskorpern.  Die  partiellen  Differential- 
Gleichungen  dieses  Problems  sind  der  Elastizitatslehre  bekannt.  Sie  sagen  aus,  daB  in  einem 
Langsschnitt  die  in  der  Richtung  der  resultierenden  Schubspannungen  verlaufenden  Spannungs- 
trajektorien  zusammen  mit  den  Linien  gleichen  Verdrehungswinkels  ein  orthogonales  Netz 
bilden,  dessen  Maschen  bestimmten  Bedingungen  unterliegen,  und  das  den  Randbedingungen, 
wie  sie  hauptsachlich  durch  die  Form  des  Korpers  vorgeschrieben  sind,  zu  genfigen  hat. 

Bei  der  Schrumpfverbindung  kommt  als  besondere  Grenzbedingung  hinzu,  daB  in  der 
Schrumpfflache  das  Moment  der  Umfangsspannungen  den  Betrag  des  Reibungsmomentes  nicht 
ubcrschreiten  kann. 

Die  Ermittlung  eines  die  Differentialgleichungen  unter  Einhaltung  der  Grenzbedingungen 
erfullenden  Liniennetzes  ist  fur  Rotationskorper  im  allgemeinen  nur  durch  Naherungsrechnung 
moglich,  ausgehend  von  einem  angenommenen  Liniennetz.  Einen  geeigneten  Weg  zur  schritT 
weisen  Korrektur  hat  F.  A.  Willers  1907  in  seiner  Gottinger  Dissertation:  «  Die  Torsion  von 
Rotationskorpern  »  eingeschlagen.  Nach  einigen  Korrektur en  laBt  sich  damit  schlieBlich  ein 
den  Bedingungen  genugend  genau  entsprechendes  Liniennetz  als  Naherungslosung  finden. 
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Ohue  hier  hoi  Kinzolhoiton  zu  vonvoilon,  soi  in  Fig.  i  d>m  Ro>uhat  oilier  Milohen  Durch- 
redlining  gozoigt. 

Hs  handolt  sioh  uni  oino  Sehrumptvoi bindung,  boMidumd  aus  viiwiu  \i»Uou  ZaptVa  der 
in  eiuo  Sdioiho  oingeselirumpft  ist>  dio  a  In  >ich  all>oitig  in*,  t  'uomllicho  orMt  ockond  gedacht 
werdon  kanm  dm  don  hall  zu  prazisierem  is!  dio  Schnisiipllangr  gldeh  dom  Zapfenradius 
gowahlt.  1m  tihrigcn  gilt  das  Bild  fur  holiohigon  Mathfalo  l*A  /oigt  Tut  Voi  lam  dor  Torsions 
spannungen  fur  maximal  mugliehos  Prehmontotih  hoi  dom  horotm  (deafen  auf  tin*  ganzen 
Zapfenliinge  eintritt.  In  dor  Boriihmngsflaclu*  wordon  in  die*em  hail  in  ghdehen  Ahsdmiften 
gleiche  Drehmomonte  iihortragon*  namiich  dio  dom  krilnmgTot  tag  enisjif  reltondem  loir  die 
Nabe  bodoutot  diesos  gloidmuilSig  fiber  dor  gan/,ou  Lange  angietiVmle  Moment  otiVnbar,  dafi 
die  Fliichen  gleiehen  Verdrohungswinkols  koaxiale  As  lindm  And,  Ido  da/ti  roehtwinkligen 
Sparmungslinien  vorlaufon  somit  radial.  In  dor  IV die  Hi  in  gonagmdea  Hut terming  von  der 
Sdirumpfstdle  das  Liniennetz  ohno  writ  ere*  gegehen,  Ido  Kinteilung  i|or  Spawnings- 
trajektorien  (a  r,  const)  ist  naeh  iTomiten  dos  ttbrt  iiagnitia  I  hriimt*meutr<>.  \orgeuoimnen, 
das  im  zylindnsehen  Toil  mit  der  4,  Lotenz  dos  Kadiiu*  uuMrtgP  hi  dn  Soluumpftliioho  weist 
das  Linionnotz  infolgo  dos  oingotrotonon  Gkdtnis  oino  1  'mief  igkou  mi,  dm  ah  K nick  in  den 
Spawnings-.  und  Yordrehungslmien  /urn  Auxltuck  koinuit, 

(iorado  in  lotztoror  1  t  jumoIu  andet  t  holt  d;m  Ibid,  \\rnn  da'*  1  b  ohm*  mient  kloiner  a  Is 
maximal  zuliissig  gowidilt  wink  In  Fig,  a  i^f  dio  glriehe  SelmtmpiAeihimluiig  nur  mit  der 
Hfdfto  dos  maximal  mdglichou  1  hvlmwmniir**  braimptiidi?  \m  tin  emoi*  Absdmitt,  wo 


das  Reibungsmomeiit  erreicht  wir.l,  tin, 1**1  (licit™  /wi.rh.-u  Zapfei.  und  N.,U  durt  is!  das 
LinieimetK  in  yen  1  kbergatig.ssteHen  nwb  unMctig,  Wcitn  iun.-n  uadi  tivva  I  ,  der  Sdirumpf- 
langc  tritt  kein  Oleiten  mdir  ein,  da*,  i.iiik'inid/  wird  >.tr»ig,  Du-  S.thv  wild  nidi!  mdir  voll- 
kotnmen  gkichmaflig  verdreht,  die  Kcke  an  dt*r  Kinuninduug  win!  \<im  gruUtrn  erfaflt 

und  erfahrt  die  sciuirfsto  Versdiiebung  in  der  I  nifaiigMiclitung 

luir  nodi  gr<ilk*re  Sidierkei!  limv,  gei  iugei  e*.  1  k  i  liniuiurm  u  ikb  inrif  sidi  der  Ab- 
sdmitt  dtr  l  nstetigkeit;  primdpiell  wird  er  alter  nidi!  \»i  sekw  inden.  da  trfienhat  uhne  (ileiten, 
dwa  wenn  Welle  und  Xabe  aus  einem  Stuck  herge»te!!t  vvami,  in  del  •.rfwrtYn,  eiiispiingentlen 
kcke  die  Torsiousspanmmgen  unendiidi  gruB  wtirden,  uls«i  auf  jedeu  l-'all  die  Heihuugsspanmmg 
uberschreiten  imiUten.  Der  (niahr  eines  Amides  wie  *i>-  in  di»*‘.em  !m!!  bedelien  wiirdc, 


G.  Eichelberg,  Winterthur 


weicht  die  -Schrumpfverbindung  aus  durch  ein  geringes  Gleiten  in  einem  ersten  kurzen  Ab- 
schnitt,  der  bei  etwa  sfacher  Sicherheit  kiirzer  als  i  %  der  Schrumpflange  wird. 

Aus  solchen  Spannungsbildern  lassen  sich  2  Zusammenhange  herauslesen: 

Zunachst  kann  langs  der  Beriihrungsflache  die  iibertragene  Umfangsspannung  ermittelt 
werden,  da  jeder  Abschnitt  zwischen  zwei  Spannungstrajektorien  (Linien  u  =  const)  je  10  % 
des  Drehmomentes  iibertragt. 

Ferner  lafit  sich  die  Deformation  der  Mantellinien  aus  den  Linien  gleicher  Verdrehung 
(V  =  const)  ablesen.  Fig.  3  zeigt  die  Verteilung  des  Drehmomentes  fiber  die  Schrumpfflache. 
Die  Schrumpfverbindung  ist  dabei  stets  mit  dem  gleichen  Torsionsmoment  beansprucht,  dafiir 
aber  mit  verschiedenen  Sicherheitsgraden  ausgefiihrt  gedacht,  also  etwa  mit  verschiedenen 
Schrumpfzugaben.  Aus  den  drei,  aus  gerechneten  Liniennetzen  entnommenen  Kurven  fiir 
Sicherheit  1,  2  und  5  lassen  sich  weitere  Werte  leicht  interpolieren.  Bei  2-facher  Sicherheit 
tritt  im  ersten  Viertel  ein  Gleiten  ein,  nachher  fallt  die  Schubspannung  im  Umfang  rasch  unter 
den  Reibungsbetrag.  Das  Rechteck  fur  Sicherheit  1  gibt  dabei  den  Mittelwert  fiir  diese  und 
fiir  alle  iibrigen  Kurven.  Bei  1,5-facher  Sicherheit  kann  das  Losen  nicht  weiter  reichen  als 
bis  %  der  Zapfenlange,  weil  bis  dahin  schon  das  ganze  Drehmoment  durch  die  Reibung  fiber- 
tragen  ware  und  im  Restabschnitt  plotzlich  nichts  mehr  fibertragen  werden  mufite.  Offenbar 
findet  ein  Losen  nur  rund  bis  zur  Halfte  der  Schrumpflange  statt,  wie  aus  der  Interpolation 
mit  der  gestrichelten  Grenzkurve  hervorgeht;  auch  lafit  sich  so  die  mittlere  Flache  mit  dem 
charakteristischen  Verlauf  der  Kurven  in  Uebereinstimmung  bringen. 


Die  deformierte  Mantellinie  des  Zap  fens  ist  in  Fig.  4  aufgetragen  und  zwar  eine  halbe 
Schrumpflange  vor  der  Nabe  beginnend.  Mafieinheit  fiir  den  aufgetragenen  Verdrehungswinkel 
ist  derjenige,  den  die  freie  Welle,  bezogen  auf  eine  Schrumpflange,  erfahren  wiirde,  wenn  sie 
mit  dem  fiir  die  Schrumpfverbindung  maximalen  Drehmoment  beansprucht  wiirde.  —  Bei 
Sicherheit  1  erfahrt  die  Mantellinie  der  Nabe  keine  Verdrehung  (nur  eine  Verschiebung),  die 
des  Zapfens  geht  aus  der  Steigung  im  freien  Wellenende  allmahlich  in  die  verdrehte  Lage  iiber. 
Die  starke  Verschiebung  zwischen  den  im  unverdrehten  Zustande  zusammenfallenden  Mantel¬ 
linien  von  Zapfen  und  Nabe,  macht  sich  vor  allem  bei  grofien  Drehmomenten  geltend;  bei 
doppelter  Sicherheit  ist  die  relative  Verschiebung  schon  wesentlich  kleiner.  Diese  relative  Ver¬ 
schiebung  entgegen  der  Reibungskraft  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Reibungsarbeit,  deren 
Grofie  offenbar  gegeben  ist  durch  die  zwischen  den  Deformationslinien  gelegene  schraffierte 
Flache. 
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Dieser  Reilumgsarbeit  konmit  offenbar  besonderes  I  utmost-  datm  zu,  wenn  die  Schrumpf 
verbindung  ein  stark  wechseludes  Drehmotmmt  zu  iibrriiageii  hat,  rtwa  im  Falle  von  Leistungs 
schwankungen  oder  von  Torsionsschwingiingen,  Man  win!  sich  fragett,  was  mit  cittcr  solchen 
wechselnd  beanspruchten  Sdtrumpfverhindung,  dir  bis  unite  an  die  S idler heit sgrenze  gegen 
Glciten  beansprucht  wird,  geschieht.  Sivher  1st,  da!.!  in  dvr  Sehntmpfverbindtmg  Reibungs- 
arheit  aufgezehrt  und  deren  Aequivalent  ais  Warme  frei  win),  Daritber  Itinaus  kamt  zweierlei 
eintroten.  Iiinmal  kbnneti  die  gleitenden  Flhdien  sich  festfressen,  was  m  lokal  erhbhten  Um 
fangsspamutngen  an  den  betrell'enden  .Stelien  ftthmt  wiirde  tmd  wohl  attdt  Am  ism-  in  der  Langs- 
richtung  zur  Folge  haben  kbmite.  Audi  smveit  dies  itidtl  rintritt,  brMeht  die  Mnglidtkeit  finer 
gegensdtigen  Abniitzung  von  Zapfen  tmd  Nalw  in  -Urn  gleitenden  FUdten,  Hs  w.Hre  damit 
offenkundig  ein  « Alt  era »  der  Sclirumpfverhiudtntg  im  Finite  eim-t  abiidmumden  Sicherheit 
gegen  Verdrehen  verbintden, 

Wie  weit  eine  solche  Gefahr  l»e*teht.  kbmttr  etwa  .lurch  I  kmerversuche  festgestellt 
werden,  was  ltd  kleinen  Abniessmigeu  mil  den  Mittdu  dot  Matm  i.dpi  nfmig-ansialten  durch- 
ftihrhar  wiiro. 

Der  Maschinenbau  wird  die  Fdirympfverbiitduftgen  auf  gettttgendi’ti  Sidinhdtsgrad  be- 
redinen,  um  hrsdieinutigen  win  don  geschiidcrtrn  Misziiwcichett 
I)ati  das  konst ruktive  Drtuhl  mit  deni  gekeiuueichiu’tcii  VVrlauf 
der  Deformation  sich  s  ertiam  mnehni  Millie,  sei  iinch  ktnz  an 
Hand  der  Fig,  5  gezeigt.  June  Trommel  Ft  ,mf  run  n  \\  rll.-n 
strumpf  aufge/ogeit  und  /war  die  gloidirtt  Snteke  in  u-i<.dm- 
detter  \V vise,  Kraftein  tmd  -Attsit itt  iirgrit  rumuf  am  gbtelt^n 
Knde,  das  andere  Mai  ant  eutgegengeset/len,  Dio  Folge  id,  dall 
bei  Uebertragung  ties  nntximalen  Mnmente*  im  ei  det.-n  f;,tll  lie 
relative  Versdtiehung  zwiscbeit  Zapfen  tmd  TtominH  gibbet  wild  tmd  damit  die  Reibungs- 
arbelt  attf  den  4-faeben  Met  rag  sleigt.  Die  Mom-lmwig  wild  ubtig.-n*  in  alien  Fallen,  wo  wie 
hiet  die  radiale  I  rommeldicke  kleitt  Ft  gegcuiibet  den  ttbiigrn  Mum  •  itugm,  eleuteutar,  so  dnfi 
sich  der  Met  rag  der  Reibtmgsarbeit  obtte  weiteres  amehtrihni  lath 


Method  of  Analysis  of  Statical  and 
Dynamical  Stresses  in  Rail*) 

By  S.  Timoshenko,  East -Pittsburgh  (Pennsylvania,  U.  S.  A.) 

With  the  constant  tendency  in  railway  practice  to  increase  the  loading  per  axle,  the 
problem  of  stresses  in  the  rails  becomes  more  and  more  important  and  means  have  to  be  found 
for  their  determination.  In  this  paper  a  method  is  developed  for  calculating  the  vertical  and 
lateral  deflections  of  rails  under  the  action  of  statical  loading.  The  dynamical  effects  on  the 
rail  of  a  moving  wheel  due  to  unbalance  or  to  low  spots  on  the  rail  are  also  discussed  in 
the  paper. 

L  Vertical  Deflection  of  Rails 

The  following  theory  of  vertical  deflection  of  rails  is  based  upon  the  assumption  that  the 
rail  can  be  considered  as  a  long  bar  continuously  supported  by  an  elastic  foundation.  Experi¬ 
ments  have  shown  this  assumption  to  be  a  good  approximation  and  the  results  obtained  on  the 
basis  of  this  theory  are  in  very  good  agreement  with  experimental  data.  In  the  simplest  case 


of  a  single  load  P  acting  on  an  infinitely  long  rail  (fig.  i)  let  K  =  modulus  of  foundation,  i.  e. 
the  load  per  unit  length  of  the  rail  necessary  to  produce  a  deflection  of  the  foundation  equal 
to  unity.  El  =  flexural  rigidity  of  the  rail  and 


P-l/— 

P  V  4  EI 

Then  from  the  known  differential  equation  of  the  deflection  curve 

jSS!  ^4 

77  T  ■  J  - 


...  (I) 


we  obtain 


•  e  $x  ( cos  $  x  sin  (3  x) 


The  corresponding  deflection  curve  is  shown  in  Fig.  2.  The  maximum  deflection  takes 
place  under  the  load  and  is  represented  by  the  equation 


*  =  «--•  =  Tk 


.  (3) 


This  equation  is  usually  employed  to  calculate  the  modulus  of  foundation  K  provided 
the  deflection  of  the  rail  under  the  known  load  has  been  measured. 


*)  The  analysis  here  presented  was  carried  on  in  connection  with  research  work  on  track  stresses 
now  being  undertaken  by  the  Westinghouse  El.  &  Mng.  Co.  for  the  purpose  of  obtaining  data  for  the 
design  of  electric  locomotives. 
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ilie  wave  length  of  the  deflection  curve  depends  on  the  matfittf u« !«•  of  rt  It 
decrease  of  modulus  h  and  with  increase  of  ilexura!  rigidity  /•/  a  t,p<  lb,  ,njj  ,/  „  ,  x  .  ‘ 

and  good  track  conditions  we  may  take  K  1500  lbs.  p,  i  %,j,  in,  ail«l  J  ;  ,u.-m  ,>,  . 

Knowing  the  values  of  these  constant",  the  Itemlim;  moment  can  easily  he  ,-.,t,.,  1  ,  . 
from  equation  (2).  This  gives  '  l‘Uu,!at«l 

1/  /’ 

~hI,ix*  .  (4) 

which  moment  is  represented  graphically  in  Mg,  ,p  The  maximum  1  lending  moment  will  be 

M  l'  ...  ' 

4,1  (S) 

Remembering  that  *  has  the  dimension  of  a  length  and  the  section  modulus  tin-  dimension 

of  a. (length)8  it  can  he  concluded  that  for  gentneti teally  simil.u  cues  M-etiuns  the  maximum 
bending  stresses  will  he  inversely  proportional  to  the  cut-  ,  *i..n,d  a  tea-. 

Haying  the  solution  for  the  simplest  case  of  a  ..ingle  lo.»d  am!  using  the  princinlc  of 
superposition,  tin*  deflection  curve  and  (.ending  moment  diag.-uu  Co,  am  system  of  verticil 

loads  can  easily  be  obtained  * 

The  inverse  problem  i.  r„  of  calculating  the  u-itica!  pte-aum.  poulticed  hv  locomotive 
wieels  on  the  rad  provided  either  the  deflections  01  the  in  the  tail  have  been  determined 

by  experiment  can  also  he  solved  without  an.  diftienl?.,  The  application  „(  ml,  calculations  to 
out  experiments  has  always  shown  veiv  good  agnmient  «,  between  the  stun  of  the  calculator! 

pressures  and  the  actual  weight  of  the  I . motive  n>.,-d  *iho  indicates  that  the  fundamental 

assumption  made  winch  considers  the  rail  as  a  bar  mi  an  elastic  foundation  »..  satisfactory, 

H.  Lateral  Deflection  of  Ralls 

not  onlit vert M,nklf*<tT1  lllU,  ‘f1'1"  m1ain  '  !«'‘-o.Ho»ivr  wheels  p„«lnee  on  the  rail 

such  corn! t U  n  !  m':i\  1:lU'ral  •«»-!  ’t.dv  .d  latnal  detlec.iun  of  rails  under 

"  "h  ’S  ('f  I,nu',u''1  I!»lH«’t.-HHV,  I  .el  a  single  latetal  load  1/  be  acting  on  the  rail 


!iI3«»a 


<  f  t .  ill  ,'\T, «*•  . . .  •.  . .  -I...,  a  la . I  .Mrtfc. 

and  1-  ‘‘  “i"‘  (,,r  ,',"K  '»l»oi"."l  0.  I  la-  a,-,,,,,,  !,f  two  eqoal 

and  orooutc  ,„,S„„K  . . .  . . .  . . . . 

v.  i 

ft  *  f . . . .  ...  ...  .  (6) 

in  which  C  r.-  the  torsional  rigidity  of  the  raii-’t 

«)  A^UCtmTint  shim-eTo^  !‘,mI  tteigllt  never  exceeded  It, 

c  »  i40,  •  . .  tBW  ,n  t,M*  Kmt  "r  *****  **•«  kt«*wti  «*.  Vrxm's  approximate  formula 

.  '  71  ‘U,,t  t*Kf  * ruM*  n  ..  innduhi*.  of  rigidity  and  />  »  polar  moment  of 

inertia,  gives  too  large  values  for  C 


S.  Timoshenko,  East-Pittsburgh  (Pennsylvania,  U.  S.  A.) 

If  the  ends  of  the  rail  are  kept  fixed  and  a  torque  moment  2MTis  applied  at  the  middle 
cross  section  (Fig.  5)  the  twist  of  the  rail  will  be  accompanied  by  a  bending  of  the  head  and 
base  of  the  rail. 

At  any  cross  section  at  a  distance  x  from  the  middle,  the  torque  moment  Mr  will  be 
transmitted  partially  in  the  form  of  simple  twist  and  partially  by  bending  of  the  head  and  base 
of  the  rail.  Let  M1  and  M2  represent  the  first  and  the  second  parts  respectively  and  0  denote 
the  angle  of  twist  shown  in  Fig.  6,  then 


. (7) 

The  part  M.%  is  represented  in  Fig.  6  by  the  couple  Qh}  in  which  Q 
denotes  the  shearing  force  due  to  bending  in  the  head  and  base  of  the  rail 
and  h  is  the  distance  between  the  centers  of  the  head  and  base  sections. 
Neglecting  bending  of  the  web  the  position  of  the  center  of  twist  0  will 
be  determined  by  the  distances 


A  +  A’ 


A  +  A 


in  which  Ix  and  /2  denote  the  moments  of  inertia  of  the  head  and  of  the  base  sections 
respectively. 

The  shearing  forces  Q  will  then  be  determined  from  the  known  equation 


which  gives 


If  we  make 


d*y  r  r  d*  0 

Q  -  E/1  —  EIx  hl  dx’i 


Mt=Qh  =  m  -ArV 

2  A  +  A  dx 


Eh  A  _  n 
A  +  A 


the  differential  equation  of  twist  becomes 


Mt  =  Mx  +  M%  =  -  C  +  Dk?  ■ 

The  solution  of  this  equation  for  a  very  long  rail  is 


■(1— ... 


in  which 


In  order  to  check  equation  (9)  experiments  were  made  on  the  twist  of  rail  sections.  The 
general  arrangement  of  these  experiments  is  shown  in  the  photograph  (Fig.  7,  Plate  XVII),  from 
which  it  is  seen  how  the  torque  moment  was  applied  at  the  middle  cross  section.  The  angles  of 
twist  were  measured  optically.  The  tests  gave  results  which  were  in  good  agreement  with  the 
equation  (10). 
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Combined  Bending  and  / sv/.t/  oj  Rail.  The  combined  bending  au<!  twist  of  ;i  r;tj(  pr0(i 
by  a  single  lateral  force*  //  ( Fig.  4)  will  now  he  consider v.l.  This  force  can  he  replaced'  1 
force  //  at  the  center  ot  twist  <)  and  by  a  couple  He.  (  onsidoring  again  the  rail  as  a  \ 
attached  to  a  tinitornt  elastic  inundation,  a  ci uiti minus  distt ihution  of  the  reactive  forces  t  ^ 
reactive  moments  m  along  the  base  of  the  deflected  rail  takes  place.  In  the  following  dj^.  T' 
it  is  assumed  that  (1)  the  angle  of  twist  of  the  tail  at  am  ctoss  section  is  proportional  "to  ^ T 
and  (g)  the  lateral  deflection  of  the  rail  base  is  positional  to  q.  (  )„  the  basis  of  ti 
assumptions  we  have  the  equations  “  '  U,ese 


. .  ...  (I2) 

in  which  h\  ss  the  modulus  of  foundation  with  respect  to  twist,  i,  «...  the  (onpte  moment  tier 

unit  length  of  the  rail  necessary  to  produce  a  rotation  of  the  jail  aiioui  the  lougitudiml 
equal  <0  one  radian.  M  ,,H*“  <lMS 

K2  ~  modulus  of  foundation  with  respect  Jo  late. a!  deflection,  i.  e..  the  lateral  load  tier 
unit  length  necessary  to  produce  a  lateral  deflection  of  the  base  of  the  nil  equal  to  unity. 

y  .  •  deflection  of  t he  center  of  twist  of  t}je  ntil, 

Other  not  at  ions  are  as  shown  in  Pit*,  j, 

Considering  otte  elemetd  of  the  rail  of  length  < h'ig.  the  following  equation  of 

equilibrium  against  twist  will  be  obtained  )10t 


q  f  »ix 


or,  by  using  the  equations  (9),  (u)  and  (u) 


-  r rm  d%i  ~  Aa t.r  »-./**»/  a,«  .  (I3) 

In  considering  the  lateral  bending  of  the  rail,  the  known  equation  of  the  deflection  curve 
rrd'v 

/if  (/t  i  —  A’,,  (  1*  v»>  ...  ...  ...  . .  ( 

can  be  written.  These  two  simultaneous  emrnioits  im  ™i  /,  A  1, 
lateral  hemU,,,,  s,.,t  «  ■  .•  ,  ,  upwiiotis  Ujt  and  ti  p,  defmnme  completely 

ateral  bending  and  twisting  of  the  rail  under  the  action  of  the  force  //, 

In  the  section  of  application  of  the  force  //  the  following  conditions  must  he  satisfied. 

M  =0  i„ 

I**)#-.  2  ,  0  (  'tfx  }‘  hh*  —  J  He 

tt.  JaJZ'TZ,?  . . .  * . .  . . .  . «  »■>■' »f 

the  calctStbn  nf  ^m?sion8  of  the  rail  given  and  the  moduli  A*,  and  A*,,  are  known, 

made  By  taking  £C  dt:fl‘‘ct,0,,K  »»d  stresses  from  the  equations  <13)  and  tip  can  easily  be 
mane.  By  taking,  for  instance,  130  lbs.  rail 

fEL  7ooT^lIkM* 5n”  7  W  ,oT  ***+  «*..  I>  H.o  Ibs/sq.  in.,  t,  ...  5.3  h 

expression  for  the  angle  of  twist  has  been  obtained  »)  K  ’  ^ 

}  t.ioe ,,,,.0538.,  »<* »  ,0538*) 

*  ThCS€  ca,cuIati0M  wcre  ^  by  Mr.  J.  P.  Dk.v  JlAirmu,  «*f  R««r«h  Department. 


The  lateral  deflection  of  the  head  of  the  rail  will  be  as  follows: 
y1=j/-\~Be  =  Bio-1  (28.6  e--09ix  —  Il.4^--179*  -f-  24.2  e~  *0553  x  sin  .0538  x 

-f-  24.9  e  “  •°553  ■*  cos  .0538^). 

The  lateral  deflection  curve  of  the  head  of  the  rail  and  the  diagram  for  the  lateral 
bending  moment  are  shown  in  Fig.  8. 

It  should  be  noted  that  the  bending  of  the  head  of  the  rail  is  of  a  highly  localized 
character,  therefore  if  several  lateral  forces,  such  as  lateral  pressures  produced  by  locomotive 
wheels,  are  acting  on  the  rail  the  maximum  stress  produced  in  the  head  of  the  rail  by  one  of 


these  forces  will  not  be  substantially  affected  by  the  other  forces.  This  makes  it  possible  to  use 
the  measurements  of  rail-head  stresses  during  the  motion  of  locomotive  for  calculating  the 
lateral  action  of  locomotive  wheels  on  the  track. 

Applications.  In  order  to  obtain  the  vertical  and  the  lateral  components  of  the  pressure 
of  a  wheel  on  the  rail  in  the  field  it  is  necessary  to  take  stress  measurements  in  three  fibres 

as  shown  in  Fig.  9.  It  is  easy  to  see  that  the  average  of  the  stresses  at  a  and  b  — is  not 

affected  by  lateral  bending  or  twist  and  can  be  used  for  calculating  the  vertical  load  P.  The 


stress  at  c  will  depend  on  both  P  and  II.  Subtract iiiu  the  effect  of  t\  tin-  n-maiimm  • 

n  »*  ,  ,  ,  h lait’ Vlz' 

F)  - - —  can  be  used  for  the  calculation  of  the  lateral  force  //. 

In  order  to  obtain  sufficient  data  for  calculating  from  the  aboyc  theory  the  vertical  t 
lateral  actions  of  a  moving  locomotive  on  the  track,  it  i>  onlv  m-eessarv  to  make  two  folk  ^ 
preliminary  statical  tests  in  tin-  field.  A  measurement  of  the  wrtieai  deflection  and 
produced  by  the  load  /’  at  the  points  a.  b  and  c  (see  Fig.  ,,i  m„st  be  made  together  wM^ 
measurement  of  the  lateral  delleetion  and  stresses  produced  b\  tin-  lateial  force  II  -o  m, 
points  a,  b  and  c,  the  rail  being  still  vertically  loaded.  '  '  Sanie 

Lxpenments  made  in  the  field  have  shown  that  tin-  scheme  of  .stress  measurements  as 
shown  m  h,g.  <;.  together  with  the  method  of  calculating  m-tticnl  and  lateral  fo.ces  base,  I 
use  measurements  is  very  satisfactory  for  obtaining  a  complete  j.ictme  of  the  action  of  a 
locomotive  on  the  track.  0  4 


III.  Dynamical  Stresses  in  Track 


.  !'  ,,;'”;mura!  deflection  of  the  laif  and  the  du, arnica!  -Messes  under  ,|u.  ;u.tion  ()f  .. 

novmg  wheels  ol  a  locomotive  may  become  much  huger  than  those  calculated  o„  the  has  s  0f 
d>e  s  tic  forntu  a  dtscussed  above.  11, ere  are  vaiious  causes  which  mav  piodttce  such  an  tml 
<ldKtl°"  m>d  Mr‘,ss*  »'»“*  ()f  which  are  discu-sed  below  in  three  giotips.  h  ami 


(u)  Variation  in  flu*  forces  act  inn  on  tin*  r*dl  4*,m^***i  i  *  .,,***  .  , 

»  ,1*  , »  i  ”  tail  i.mstii  fi\  %  a i  taf 4c  m a  mtf  forces  on  the 

"""• - "»■  - . -L-  - . 

on «.  Z'ZXZ  :r  r;;;1;:;;:,:  **  -  - - 

(c)  Vibiatum  of  the  rails  under  moving  loads, 

periodica,  SlTbl'ilT""  . .  •<« .  . . . 

. . . . . - . -  '«■ 

Stresses  produced  in  railway  track  by*  tin*  effect  ».f  t, ,«  ,  ,  ,  ,  , 

Let  «  -  van'ski,,  a  . ,«  ,  ' ,  ,  'V  ”  "ul  "  lmv  %{«ds  can  be  calculated  as  fo  lows: 

bey  ^  variable  depth  of  the  low  spot  (see  Fig. 

^  =  dead  mass  per  wheel 

y  deflection  of  the  rail  under  the  wheel 
2A'_  .  ‘  .  , 

«  -  y- the  vertical  load  necessary  to  produce  a  deflection  equal  to  unity  (wo  liq.  3). 
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The  differential  equation  of  motion  of  the  wheel  in  a  vertical  direction  then  becomes 


W  d2  (  y  -f-  rj) 


-}-  ocf  =  o  or 


W  d 2  y  , 

7^  +  ^- 


W  cPy 
*  df- 


When  the  shape  of  the  low  spot  and  the  speed  of  the  locomotive  are  known  r\  can  easily 
be  expressed  as  a  function  of  the  time.  Assuming,  for  instance,  that  the  shape  of  the  low  spot 
is  given  by  the  equation 

X  /_  2  7T  X  \ 


ri  =  ^\1-C0S—rj  .  ^ 

in  which 

l  =  length  of  the  low  spot 

X  ==  depth  of  the  spot  at  the  middle  of  its  length  and  that  at  the  initial  moment  (t  ==  o) 
the  point  of  contact  of  the  wheel  coincides  with  the  beginning  of  the  low  spot,  then  denoting  by  v 
the  constant  speed  of  the  locomotive,  we  have  x  =  vt.  Substituting  this  in  equation  (16),  we  get 

XI'  2  7CVt\ 

^=7 11 

W  d*  71  11’  1  4I!D!  2  7 X  vt 

~~  ~J  ~dF  ~  ~  Y  Y  ~~ Z5  eos  ~ 


Now,  from  equation  (15),  we  obtain 


2  IT  t  2  It  t 

COS - COS - 


In  which 


=  27 r  V  ^  =  the  period 
V  a/ 


of  vibration  of  the  wheel  on  the  rail 


=  —  =  time  it  takes  the  wheel  to  cross  low  spot. 
1  v 


ssaiss  a 


imiBSffE&i 


_ ISSI^ESlHiHKMillSKl 

QBJEZSQESZiSESIHmd 


/vy.  // 

It  is  seen  that  this  additional  dynamical  deflection  is  proportional  to  the  depth  of  the 
spot  X  and  depends  on  the  magnitude  of  the  ratio  -L.  The  variation  of  this  deflection  of  the 

rail  under  the  wheel  in  the  interval  0  <  t  <  xt  for  different  values  of  the  ratio  -L  is  represented 


in  fig.  ix. 


It  should  be  noted  that  at  the  instant  the  wheel  readies  the  edge  of  the  Imv 
pressure  on  the  rail  and  the  deth-etion  begin  to  diminish  while  the  wheel  beiZ  "  T  ^ 
m  a  downward  direction.  The  retardation  of  this  movement  then  begins  and  with,!  mte 

. .  “*  *  —  »"<"  tl,r  <km,:  Tin-  v,lu,s  „f 

calculate!  „7>  . . . .  =,  _  M,  ( . „  ^  ^ 


X 

-’X, 

_ 


o.33 


% 

o,(n; 


i.-'t 


t.dt 


*  »4J 


% 


*45 


14 

'*33 


t,  . . . -  .*  x. ~ .  «  . . . . . 

I  n“’S  “  am'l'ara,iv'',v  .  at  r. . . .  „„  ^ 

.lyraimc  dim  whirl,  |„.  ,l„.  cala.l;,,,,!  . 

Similar  , ran  l„.  . .  fa,  I„w  . . .  1%  .1). 

tn  the  general  ease  given  by 


«//» 


in 


f  mm. v 


.  $  if#  ■" 

,vr  ohtaij,  Mtei,,,  „f  ,,,,  ■,  . . 

■r  ir  A  J  A r>'"  .  (18) 

Th,  clrul„ions  fa,  arvrral  .lift ,1, „(  |ta(  ^ 

*lor*  ,M  , I, »0k»tam«lly  „„  ,1„.  ,|,,,|K.  ^  hy  a 

. . .  'aM-  « . .  Wata...,  ralrulalinns 

;",7"  T  r*;;  vil'raii"B 

to  pass  over  the  spot  is  hum  enotmh  b,  A,!*.  •  ,  ,m,‘‘  T»  ***!**** r*.l  for  the  wheel 

°f  free  vibration  of  the  rail  on  the  ehsti*  (  ''V  Un  W’1  1  ,!w’  *>f  «br  fundamental  tvpe 

simfilr  by  ,aklllK  im„  ,™T7’  T . .  ?ld"a,‘-'  ™  “  Wy 

A  ntotltilu-,  (ul„„latta,  ta  . . .  (Sii  (J 

fa„„a  ^  r“  '"fc'i0"  'ai'  h’  ^  “-Wa  S  l  aii.l  ,„W  t,  „« 

fundamental  type  of  vibration  will  be  ^ 

Ts  ss:  2  X  i/_JL»  ...  ... 

•  ¥  IT  Jk*  •  #  *  «»t»  »  *  «  | 

Taking,  fa,  a„  ,3„  ^  ^  ^  ^  ^  ^ 


(«9) 


2  ft 


130 


386  x  36  x  1 500 


.0157  seo*. 


Only  for  cases  in  which  is  large  in  comparison  with  this  value  of  is  the  above 
theory  of  the  dynamical  effect  of  a  low  spot  accurate  enough. 

Now  the  vibrations  produced  by  a  periodical  vertical  disturbing  force  P  =  P0  sin  o)  t 
acting  on  the  rail  at  a  given  point  (Fig.  i)  will  be  considered. 

The  differential  equation  of  vibration  of  a  bar  on  an  elastic  foundation  is  4) 


dx± 


+  Ky: 


By  taking  the  forced  vibrations  of  the  rail  in  the  form 


y  =  X  sin  o)  t  .  (a) 

in  which  I  is  a  function  of  x  only,  and  substituting  (a)  in  equation  (20)  we  obtain 

if/A-xv  +  (A'-^)x  =  o 

It  is  seen  that  the  deflection  of  the  rail  under  dynamic  condition  can  be  calculated  in  the 
same  manner  as  in  the  case  of  statics  (see  Equation  1)  it  is  only  necessary  to  take  instead  of 
the  modulus  of  foundation  K  a  smaller  quantity 


2  7T 

in  which  t3  = - =  the  period  of  the  disturbing  force.  When  the  period  t3  of  disturbing  force 

0) 

is  large  enough  in  comparison  with  x2  the  difference  between  the  static  and  dynamic  deflections 
will  be  small  and  can  be  neglected. 

The  deflection  of  the  rail  under  the  action  of  a  constant  vertical  force  P  moving  along 
the  rail  with  a  constant  speed  v  will  now  be  considered.  Assume  that  the  rail  is  supported 
along  the  length  by  a  continuous  elastic  foundation  and  at  the  ends  by  rigid  supports  as  shown 


in  Fig.  12.  The  general  expression  for  the  deflection  curve  can  be  taken  in  the  form  of 
trigonometrical  series  as  follows: 


.  7C  X  ,  2  7T  X  .  .  XTZ  X  .  ,  . 

y  =  cpi sm  — — i™  ¥2  sm  — 1 - r  Ts sm  — 2 - r .  (2I) 

in  which  cplf  cp2  anc*  Ta  are  generalized  coordinates  of  the  system.  The  kinetic  energy  of 
the  system  will  be 


/ 


4)  The  mass  of  the  vibrating  foundation  is  neglected  in  the  following  consideration. 
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1  \  <n  ■  '  ,i  .  ,  ,  ••  ...  f2?1 


and  of  energy  of  deformation  of  elastic  foiindalm 


I ,  I  *‘f  1 


a;  ••  * 

V  , 

■  -  V* 


Substituting  this  in  I.agtangrs  . IiHetnin.il  npun, -n 


,/  f,l/  | 

<i:  l  0  ■*.,  | 


<*  r  ,i  v 

*>  1  n  }„ 


and  taking  into  consideration  the  fact  that  she  .diced  t,(Uv  i*mi  us,J(),tdmK  to  the 


coordinate  is 


we  obtain 


#„  /  *  Utt 


H  It  }’i 


T*  ‘  tfl  \  ,!/>  ;  • 

The  corm>i«mding  form!  vihatton  a.  j% 


**•'•  (/,7”‘w‘  .  -‘-i  .  „  't, 


ti  S  Vt 


.!  ft*  ■  ‘ 

liisi  *♦  |  Mi  ,  *"■* 


»;  /  /  # 3 


of  ,.»■  . .  . . *  . . .  *« . «■  *«* 


*  t*h\  » 

*  *  %% 
hftti  ~ 


W  ;  ttf}  ^ 

A  i%  H  *f  /’4 

1  r  Ms* 


w 


BV‘kil!f  *'  "  :“'>l  •  > . .  .  . .  ....  . . .  load  r 

distant  c  from  the  left  Mtpjmtt  .see  i  u,  tt.ii  }„■  .drained, 

deflect  to!!  .r'11,  U>  mak!  ,*  *  Cl  '*h  al«*nt  the  *  It « at  ,,j  tjj,  j»rr,j  .•  ,,j,  j}lr  magnitude  of 

p:  .  ,,  ^  111  ‘l< '  ‘i101*  tn  *,v  s*,r  » -  »‘Mtnjne  *.«-«}  ftv  f«*tt.T.s  S  Hh  shown  in 

/.,,v  i}]'  l  *  U*  Wt"‘ra*  Ui .)  *>(  the  ih'tln !t.<ti  I'liHi’  ,m>!  njuatiuHs  (43)  and 

(-24)  the  potential  energy  of  defurmatimi  Uvitmes 


(/  f./tt*  "  ,  k !*-•*• 


...  ...  (27) 


not  o^,  here  It  is 
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The  work  done  by  the  compressive  forces  5  during  the  deformation  will  be 

l 

S  rtdy\*  7  S 7T2  «  =  oo 

fe)  dx  =  -^T  Jit  “8<p-a  . 


Applying  now  the  principle  of  virtual  displacements,  we  have 

ns  .  nnc  .  Sit  2  dF  I  El  it*  , 

i  S  cp„  ««  — - \~  -i-n2  <p„  5  ep*  =  - =  — —  n*  . 

*  2/  T  T  d(p„  \  2  /d 


from  which 


2P/3 
El  T* 


Kl * _ SP_ 

El  re *  El  it'1 


Substituting  in  equation  (21),  the  following  equation  for  the  deflection  curve  will  be 
obtained : 


2P/»  °°  / 

Eln*  „=l  Kl* 

^  EIx* 


.  nn  c  .  n n x 
szn  — - —  sm  — - — 
L  L 


.  (2  9) 


Comparing  this  with  equation  (26)  of  the  forced  vibrations,  it  can  be  concluded  that 
the  effect  on  the  deflection  of  the  speed  v  of  the  moving  force  P  is  the  same  as  that  of  an 
additional  compressive  force  A  determined  by  the  equation 

.  (30) 

o 

This  conclusion  will  hold  also  in  the  case  of  an  infinitely  long  bar  and  can  be  used  in  the 
case  of  rails  as  follows:  It  is  well  known  that  in  the  case  of  a  long  bar  on  elastic  foundation  by 
a  gradual  increase  of  longitudinal  compressive  force  S'  the  condition  can  be 'reached  in  which 
the  straight  form  of  equilibrium  of  the  bar  becomes  unstable  and  lateral  buckling  takes  place. 
This  critical  value  of  the  compressive  force  is  °) 

Scr-2{WW  .  (31) 


The  effect  of  the  compressive  force  S'  on  the  deflection  of  the  long  bar  under  the  load  P 
(Fig.  13)  depends  on  the  ratio 

S :  Scr  =  y 

and  the  following  equation  for  maximum  deflection  instead  of  equation  3  can  be  obtained: 


8  =  _ L_ 

d  2  K  |/T—  r 

®)  See  Author’s  book,  Theory  of  Elasticity,  Vol.  II,  p.  135. 


-  (32) 


27 


417 


s.  Tim  osh  k  n  ko  ,  Hast.  I*i  r  1  "»>»**“»  -I’r  .ur.v  i.vv,  i  \ .  1.  S.  A.) 


I-Vum  the  previous  discussion  and  e.jiuit.m  »t  )-51..h  .  •  ■  q;:.,  M<|)  ^ 

be  used  also  for  calculating  deflection*  jn-ducd  n  •  }»,  sail  U  viue.il  (...e,  / 1  moving  with  the 
velocity  v,  it  is  only  necessary  to  substitute  m  it 


whore 


It  .should  be  noted  that  rf  hroane  u  -u.db  '..-n  l.iuv  m  •  ‘•mjMti  -m  with  the  speed  v 
of  motion  and  the  diiteienee  between  the  dttl- d»<  >;  "bt.o.,e  I  tuan  *>putt.>j|  g  a  -  *  and  statical 

deflection,  given  by  equation  t,t I,  will  he  a  »*■*. *  m-dl  *<n>  I  •*!■  >><>;.  n >r  in  •s.mei’.  a  yo  lb.  rail 

and  assuming  K  •  1500  Ibs>«j.  in  «»■  ‘-biam,  ',u  u\  •  u  <•  ••  .  j  t*  i<<  tWt  per  second, 

i.  e.,  about  ten  times  la  1  get  than  tlu  Ingle- o  -5.  «•  I  •<:  h  ■  •><<  *’n  •  ,  .0.  1  'h.  1*  * < *3 **  the  difference 

between  the  deflections  t.tc >  and  ».t*  will  l»-  dw.r.  .  I  ..  ‘o.oj  ‘  »u  I  .i.oua!  eijn.it  ions  can 

ho  ummI, 


Stress  Concentration  Produced  by  Fillets 

and  Holes 

By  S.  Timoshenko,  East  Pittsburgh  (Pennsylvania  U.  S.  A.) 

(See  Plate  XVIII  for  figures  8,  9,  10) 

It  is  well  known  that  holes,  sharp  reentrant  corners,  and  rapid  changes  of  section  produce 
high  stiess  concentration  in  machine  parts.  This  stress  concentration  is  particularly  undesirable 
where  materials;  undergo  reversal  of  stress,  because  under  the  action  of  such  stress  a  progressive 
crack  may  start  from  the  regions  of  high  stress  concentration  and  fracture  ensue.  The  majority 
of  fractures  in  service  can  be  attributed  to  such  kind  of  cracks.  The  study  of  such  stress  con¬ 
centration  is  therefore  of  great  importance.  This  study  can  be  carried  out  in  several  ways;  either 
by  analysis,  photo  elasticity,  LOders’  lines  or  by  fatigue  test.  All  these  methods  are  discussed 
in  the  following  paragraphs. 

Analytical  Method.  The  analytical  method  has  been  successfully  applied  in  the  case  of 
a  plate  with  a  circular  1)  or  an  elliptical  2)  hole.  For  these  two  cases  an  exact  solution  of  the 
two  dimensional  problem  of  elasticity  was  obtained.  By  applying  the  usual  elementary  theory 
of  bending  of  curved  bars  an  approximate  solution  for  a  circular  hole  with  bead  (fig.  1)  can 


Fig.  1  Fiq.2 


also  be  obtained.  This  method  is  based  on  the  fact  that  a  hole  produces  only  a  local  effect 
on  the  stress  distribution  in  a  plate  such  as  shown  in  Fig.  1,  and  in  points  distant  from  the  hole 
the  stress  will  be  about  the  same  as  in  a  plate  without  the  hole.  Imagine  now  that  a  circular 
ring  is  cut  from  the  plate  by  a  cylindrical  surface  of  diameter  D  and  that  D  is  large  in  com¬ 
parison  with  the  diameter  d  of  the  hole.  The  action  of  the  remaining  part  of  the  plate  on  the 
ring  is  shown  in  Fig.  2.  The  stress  on  the  outer  surface  of  the  ring  at  any  point  m  will  be 

f=fasmi p  .  (i) 

where  p0  =  tensile  stress  uniformly  distributed  over  the  ends  of  the  plate. 

The  problem  of  stress  concentration  produced  by  the  hole  is  now  reduced  to  the  cal¬ 
culation  of  stresses  in  a  circular  ring  subjected  to  the  action  of  known  external  forces  and 

*)  Kirsch,  Zeitschr.  d.  Ver.  Deutsch.  Ing.  1898. 

2)  G.  Kolosoff,  Dissertation  (1910)  Petrogradand  C.E.Inglis,  Trans.  Inst.  Naval  Architects,  1913. 
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_  5.  Timoshenko,  East  Pittsburgh  (Pennsylvania  U.  S.  A.) 

solution  is  available,  it  can  be  concluded  that  the  approximate  method,  described  here,  has  an 
accuracy  sufficient  for  practical  applications.  The  method  can  be  applied  also  in  other  cases, 
for  instance,  in  the  case  of  an  elliptical  hole  reinforced  with  a  bead  or  in  the  case  of  reentrant 
corners  in  a  frame  such  as  shown  in  figure  3. 

Photo-elastic  Method.  The  investigation  of  stress  concentration  in  the  case  -  of  two 
dimensional  problems  of  elasticity  can  be  made  experimentally  by  using  models  of  transparent 
material  such  as  celluloid  and  by*  studying  the  colored  effect  produced  in  such  models  by 
stressing  them  in  the  field  of  polarized  light.  As  an  example  of  such  an  investigation  some  data 
on  the  stress  distribution  at  the  tooth  root  of  a  gear  are  given  below4).  By  using  a  simple 
bending  formula  the  linear  law  of  stress  distribution  as  shown  by  the  line  sos  in  figure  4 
will  be  obtained. 


In  reality  considerable  stress  concentration  takes  place  at  the  fillets  at  the  root  of  the  tooth 
and  the  actual  stress  distribution  over  the  cross  section  nn  will  be  as  shown  in  figure  4  by 
the  curve  mom.  The  ratio  of  the  maximum  stress  at  the  fillet  to  the  stress  calculated  from 
the  simple  beam  formula  will  be  called  in  this  case  the  factor  of  stress  concentration.  In  order 
to  obtain  the  factors  of  stress  concentration  for  various  tooth  proportions  some  experimental 


F19.5  Fig.  6  Fig.7 

work  was  carried  out  in  which  the  photo  elastic  method  was  employed.  The  models  used  in 
this  investigation  are  shown  in  figures  5,  6  and  7.  The  first  model  (fig.  5)  was  designed 
according  to  proportions  widely  used  in  U.  S.  A.  The  second  model  (fig.  6)  was  designed 
with  a  fillet  radius  which  may  be  considered  as  the  minimum  radius  of  fillet,  according  to  the 

4)  This  investigation  was  made  in  collaboration  with  Mr.  R.  V.  Baud,  who  is  at  present  in  charge 
of  photo  elastic  work. 
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report  of  the  Tooth  Form  <  'ommittee  oi  the  \met  ie.tn  <  o  .u  M.nmt.ieHii  ei  •*  \'>Mieiation,  The 
third  model  (tig.  7)  had  the  same  knout  a-  the  m  Instead,  i.f  tvvn  iitlets  a  semi- 

circular  arc  was  chosen.  Those  models  urn  made  (mm  !  f"  thick  celluloid  and  subjected  to 
bending  by  a  load  applied  at  the  end  as  i>.  sfii iw»i  in  tignic  }  The  dresses  .dong  the  fillets 
were  measured  by  the  compensation  method  developed  In  Cud  i*  <  1  t  <>m  k.  The  variation 
of  stress  alonpj  the  edges  of  the  fillets  at e  lepie.ettted  gt.iphtealh  In  eunes  «  n  in  figs,  5.™.^ 
Unit  stress  was  taken  as  the  maximum  bending  - f  1  *  -  obtained  bv  the  usual  beam  formula 
for  the  cross  section  X  X  tangent  to  the  von  king  depth  mei.  and  of  the  width  These 
factors  of  stress  concentration  as  found  fin  the  Hut  mode!-,  tested  f tin*.  5,  n  ami  7)  areas 
given  in  the  table. 

T.vttt.K  II. 


It  is  seen  that  these  factor.  dej*rnd  pi meip.dh  011  thr  1  ,uu>  ^  m  wlneh  A*  denotes  the 

radius  of  fillet  and  <  ‘  the  thickness  of  the  tooth  In  Hu*  t  a  >>\  .1  do.  trie  mateii.d  the  weakening 
effect  of  stress  concent  t  at  ion  is  diminished  In  ch>>  \t<  Idmg  of  tin-  mat*  1  i.d  at  points  of  highest 
stress,  hut  in  the  case  of  gnu s  which  have.  In  .evn*  .pirmbuig  obtained  a  high  degree  of  i 

hardness,  the  material  at  the  tooth  toot  m;n  not  have  nltinent  dnctdiH  and  the  full  weakening 
effect  of  the  stress  concentration  as  given  alsivr  uni  t  be  taken  into  account  10  design. 

I  Aiders’  l.ines  Method,  If  11  mild  ’feel  ieu.de  let  ■  p«  rmt»  n  be  btgltlv  polished  and 
subjected  to  an  increasing  load,  very  definite  tnrlmed  hue  will  appear  «>n  the  surface  as  the 
load  approaches  the  yield  point.  These  fines,  known  a  l  t  in  n  ,  lute..,  ate  well  defined 
(fig,  8)  and  can  be  used  to  establish  the  teg  ton*  of  login  t  tomeintati*  in  in  a  model 

of  any  machine  part  as  well  as  the  approximate  magnitude  of  tfi.-  t.»<  >..i  . .f  tin ,  stress  ermcen 
tration.  To  establish  this  magnitude  the  following  ptiwedme  w .1  •.  ad* ipt*  I  \n  otdmat v  tensile 
test  of  a  polished  specimen  was  made  to  a  seen, on  tin-  >,tsf  .  at  who ti  the  . lutes*  appear  for 
a  particular  material,  Models  of  the  same  material  having  demote  itlb-t •.  m  eiicular  holes 
were  then  loaded  until  the  I, talers’  lines  became  enable  m  tin*  *ort  .tji  -  rd  regions 

By  this  means  an  indication  is  obtained  of  tin-  pomt*  «*f  fiighr  a  tie  s  eomrntiatimi.  In 

photographs  9  and  to  ( Plate  XVIII  t  the  Under*.’  burs  at  the  tdlet  ,m*l  at  tin-  edge  of  a  circular  hole  I 

in  a  plate  under  tension  are  seen.  In  order  to  obtain  the  magnitude  <d  tin-  factor  of  ‘dress  concern  j 

tration  it  was  only  necessary  to  divide  the  “limiting  sties*,,  at  which  tin  I ,nd>*i  s’  lines  apjieared 
in  the  ordinary  tensile  test  specimen  (fig,  K,  Hate  XVIII)  bv  the  maximum  stress  in  the  model  as 
obtained  by  usual  formula  of  strength  of  materials  hot  instance,  in  thr  r«*.r  of  a  plate  with 
a  circular  hole  (fig.  to)  the  #limiting  stress,  mm-t  be  divided  In  the  average  tensile  stres- 
over  the  cross  section  through  the  hole,  The  factor  of  xt»»*.*,  com  rut  tat  ion  obtained  in  this 
way  is  usually  lower  than  that  given  by  thr  photo  elastic  method  Thi ,  r*  mainly  dm*  t" 
the  fact  that  the  region  of  stress  concentration  is  u  ii.dlv  small  in  order  to  observe  easily  the 
lines  at  the  moment  they  are  formed,  ( Vutsideiablr  time  therefore  rlap.es  fiorn  theit  h>rinning 
before  they  become  clearly  visible.  In  order  to  get  great**!  aeenracv  in  calcmlatitig  tT*  factors 
of  stress  concentration  large  models  with  huge  radii  id  imir  ,»nd  :dh  >  !;.» i  >.<  !»•  used.  In 
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our  case  these  radii  were  as  large  as  y2"  and  the  factors  of  stress  concentration  obtained  by 
the  Liiders’  lines  were  about  25  %  lower  than  those  given  by  the  photo  elastic  method.  It 
must  be  noted  that  this  method  of  testing  is  not  confined  to  any  particular  type  of  problem 
and  has  the  advantage  over  the  photo-elastic  method  in  that  it  is  applicable  to  three-dimensional 
problems. 

Fatigue  Test  Method .  In  considering  the  weakening  effect  of  stress  concentration  on 
the  ultimate  strength  of  the  structure  it  is  necessary  to  keep  in  mind  that  the  factors  of 
stress  concentration  obtained  either  analytically  or  by  using  the  photo-elastic  method  are  true 
only  within  the  elastic  limit  of  the  material.  Beyond  this  limit  the  effect  of  stress  concentration 
depends  on  the  type  of  loading  and  on  the  ductility  of  the  material.  For  ductile  materials,  as 
for  example  mild  steel,  with  an  increase  of  loading  beyond  the  elastic  limit  the  local  stresses 
in  the  overstressed  region  will  not  increase  in  the  same  proportion  due  to  yielding  of  the 
material,  and  in  the  case  of  tensile  tests  of  bars  with  holes  or  notches  the  stress  distribution 
over  the  weakened  cross  section  at  the  moment  of  break  can  be  considered  as  uniform.  This 
means  that  stress  concentration  in  this  case  will  not  have  a  weakening  effect  on  the  ultimate 
strength  of  the  bar. 

If  the  ultimate  strength  is  calculated  on  the  original  area  of 
the  cross  section  some  increase  in  the  ultimate  strength  may  be 
expected  due  to  the  fact  that  the  lateral  contraction  at  the  weakened 
cross  section  will  be  to  some  extent  prevented.  In  order  to  prove  this, 
several  tensile  tests  on  notched  bars  of  carbon  steel  were  made.  The 
test  bar  had  the  form  shown  in  fig.  n.  The  results  of  these  are  given 
in  the  table  below. 

Table  III. 


From  this  table  it  is  seen  at  once  that  the  strength  of  the  notched  bars  depends  on  the 
width  of  the  notch,  i.  e.,  on  the  degree  in  which  the  lateral  contraction  is  prevented.  A  further 
point  brought  out  by  these  tests  is  that  the  appearance  of  the  fractures  depends  entirely  on 
the  allowable  contraction.  For  the  case  of  test  bar  with  x/32"  notch  the  fractures  are  always 
lustrous  in  appearance  and  must  have  been  intercrystalline,  whereas  the  fractures  of  test  bar 
with  1"  notch  are  typical  of  a  ductile  material  as  shown  by  the  standard  test  bar  fractures. 
Quite  another  effect  of  stress  concentration  will  be  obtained  in  the  case  of  a  brittle  material. 
In  this  case  plastic  deformation,  allowing  equalization  of  stresses  over  the  weakened  cross 
section,  does  not  occur  and  the  break  will  start  from  the  points  of  highest  concentration  of 
stress.  For  a  material  such  as  glass,  holes  and  notches  will  diminish  the  ultimate  strength  in 
a  ratio  which  agrees  approximately  with  the  factors  of  stress  concentration  calculated  or 
obtained  by  the  photo-elastic  method. 

The  most  important  effect  of  stress  concentration  obtains  however,  in  the  cases  where 
a  reversal  of  stress  takes  place.  In  such  cases  the  stress  concentration  produces  a  weakening 
effect  not  only  in  brittle  but  also  on  ductile  materials.  Due  to  reversal  of  stress  at  points  of 


Kind 

of  specimen 

Ult.  Str.  on 
original  area 

Ult.  Str.  on  the 
final  area 

Standard 

1"  slot 

1/  " 

/4  ” 

If  " 

/32  » 

70,000  lbs./sq.  in. 
70,000  „  „  „ 

88,000  „  „  „ 

124,000  „  „  „ 

170,000  lbs./sq.  in. 
156,000  „  „  „ 

149,000  „  „  „ 

141,000  „  „  „ 
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which  were  obtained  from  tests  on  standard  fatigue  test  specimens  where  the  action  of  stress 
concentration  was  excluded.  In  column  7  the  endurance  limits  are  given  for  specimens  with 
fillets  (fig.  12b)  calculated  on  the  basis  of  the  simple  bending  formula.  The  ratio  of  the  figures 
given  in  columns  6  and  7  represents  the  weakening  effect  of  the  fillets.  It  should  be  noted  that 
this  effect  is  always  less  than  the  factor  of  stress  concentration  for  the  corresponding  two 
dimensional  problems,  as  found  by  photo-elastic  experiments.  This  quantity,  for  the  same 
fillet  proportions  as  in  fig.  12b,  should  be  about  2.50.  In  the  case  of  cylindrical  specimens 
the  stress  concentration  is  not  so  pronounced  as  in  the  two-dimensional  and  this  can  partially 
explain  the  compartively  low  figures  of  column  8.  Another  reason  for  this  can  be  seen  in  the 
fact  that  in  the  case  of  specimens  with  fillets,  the  section  of  fracture  is  predetermined  due  to 
highly  localized  stress  concentration  while  in  the  standard  fatigue  test  specimens  the  maximum 
stress  remains  constant  along  a  large  portion  of  the  specimen  and  the  crack  begins  in  the  weakest 
cross  section.  It  should  be  further  noted  that  there  is  no  definite  relation  between  the  weakening 
effect  of  stress  concentration  and  the  ductility  of  material  as  given  by  the  elongation  of  the 
standard  tensile  test  specimens.  It  is  interesting  to  note  also  that  in  the  case  of  manganese 


Fig.  13- 


steel  the  heat  treatment  which  considerably  raises  the  proportional  limit  and  the  endurance 
limit  of  the  material  does  not  strengthen  the  specimens  with  fillets  and  the  weakening  effect 
of  stress  concentration  for  this  material  becomes  higher  than  for  any  other  material  tested. 

As  another  example  of  weakening  effect  of  stress  concentration  some  fatigue  test  data 
were  obtained  on  cylindrical  specimens  having  two  different  kinds  of  grooves  (fig.  13),  will 
now  be  given. 


1.  similar  to  Whitworth  thread  and 

2.  similar  to  ’United  States  Standard  thread. 

In  both  cases  the  dimensions  correspond  to  10  threads  per  inch, 
in  these  tests  had  the  following  mechanical  properties : 


The  material  used 


=  00  70 


Proportional  Limit 
Yield  Point 
Ultimate  Strength 
Extension  in  2  in. 

Reduction  of  area 
Endurance  Limit 

On  the  basis  of  these  two  series  of  tests  it  was  found  that  the  endurance  limit  for  a 
Whitworth  thread  groove  is  equal  to  15,000  lbs./sq.  in.  while  that  for  the  United  States 
Standard  is  equal  to  13,500  lbs./sq.  in.  These  values  were  obtained  by  applying  the  usual 
bending  formula  and  by  using  the  cross  section  at  the  bottom  of  the  groove.  The  ratios 


37.500  lbs./sq.  in. 

40.500  „  „  „ 

72,000  „  „  „ 

33  ~ 

54% 

29.500  lbs./sq.  in. 


29500 

15000 


1.97 


and 


^5“  =  2.18 
13500 
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Vereinfachte  Berechnung  der  Biegebeanspruchung 
in  dunnwandigen,  kreisrunden  Behaltern 

Von  P.  Pasternak,  Zurich 

Bei  kreisrunden  Behaltern  in  Eisen-  und  Eisenbetonkonstruktion  treten  infolge  der 
monolithischen  Verbindung  der  Wand  mit  den  gewolbten  Boden  und  Decken  hauptsachlich 
Meridianbiegcmomente  als  Zusatzkrafte  auf.  Ihre  Berechnung,  die  besonders  bei  Eisenbeton- 
behaltern  zur  Bemessung  der  Biegebewehrung  in  den  Knickstellen  von  Wichtigkeit  ist,  kann 
nach  der  baustatischen  Methode  der  Elastizitatsgleichungen  auf  zwei  Wegen1)*  erfolgen: 

i.  nach  der  Kraftmethode ,  ausgehend  von  den  gegenseitig  frei  drehbar  und  verschieblich  ge~ 
lagerten  Einzelschalen  oder  auch  2.  nach  der  Dcf ormationsmcthode ,  die  als  Grundsystem  die 
an  den  Randern  gegen  Drehen  und  Verschieben  festgehaltenen,  also  starr  eingespannt  ge- 
dachten  Einzelschalen  wahlt.  Die  zweite  Methode  ist  besonders  dann  von  Vorteil,  wenn  die 
Boden  und  Decken  an  die  Wande  durch  besondere  FuBringe  (Zugringe),  deren  grofiere  Steifig- 
keit  im  Kraftespiel  beriicksichtigt  werden  soil,  angeschlossen  oder  auch  mehrere  Schalen 
im  gleichen  Knotenkreis  monolithisch  miteinander  verbunden  sind.  Es  treten  dann  nur  zwei 
Ueberzahlige  auf  —  Ringdrehung  und  -Dehnung  — ,  wahrend  nach  der  Kraftmethode  in  diesem 
Fall  an  derselben  Knickstelle  mit  vier  Ueberzahligen  zu  rechnen  ist,  * 

Im  Prinzip  gestaltet  sich  also  die  ErschlieBung  der  statischen  Unbestimmtheit  in  kreis¬ 
runden  Behaltern  ganz  einfach;  in  der  numerischen  Durchfiihrung  wird  sie  aber,  schon  im 
einfachsten  Falle  konstanter  Wandstarken,  sehr  zeitraubend,  wenn  zur  Bestimmung  der  Ein- 
fluBzahlen  der  elastischen  Schalenrandbewegungen,  bezw.  Festhaltungskrafte  (die  als  Summanclen 
in  die  Matrixvorzahlen  der  Elastizitatsgleichungen  treten)  die  strengen  Reihenentwicklungen 
von  O.  Blumenthal  2)  oder  E.  Meissner  a)  beniitzt  werden. 

I ch  habe  deswegen  schon  friiher  4) ,  aus  dem  Bediirfnis  der  Praxis  heraus,  ein f ache, 
bei  konstanter  Schalenwandstarkc  giiltige  N aherungsf ormeln  fiir  die  EinfluBzahlen  der  Kugeb 
und  Kegelschalen  aufgestellt,  die  nun  auf  beliebig  geformte  Schalen  mit  nur 
schwach  sich  dndernden  Schalenabmessungen  erweitert  werden  sollen.  Der 
Nachsatz  bildet  fitr  die  praktische  Verwendung  der  mitzuteilenden  Formeln 
keine  Einschrankung,  da  die  dunnwandigen  Behalter  in  Eisen  und  Eisenbeton 
in  der  Tat  der  genannten  Bedingung  entsprechen,  bis  auf  die  in  den  AnschluB- 
kreisen,  aus  statischen  und  praktischen  Griinden,  gebrauchlichen  voutenartigen 
Verstarkungen,  die  aber  zu  den  FuBringen  gerechnet  und,  wie  schon  erwahnt, 
leicht  nach  der  Deformationsmethode  im  Kraftespiel  Berucksichtigung  finden 
konnen.  (Abb.  1.)  Es  wird  gezeigt,  daB 

1.  die  von  Geckeler  6  vorgeschlagene  und  nur  fiir  sehr  dunne  und  nicht  flache  Schalen 
giiltige  Naherungslosung  auf  einfachstem  Wege  unmittelbar  gewonnen  werden  kann  und  sich 
aus  ihr  sehr  einfache  Ausdriicke  fiir  die  EinfluBzahlen  ergeben; 

2.  aus  den  allgemeinen,  in  Erweiterung  der  REissNERSchen  Entwicklungen  e)  zuerst  von 
E.  Meissner  7)  aufgestellten  Diiferentialgleichungen  des  Schalenbiegeproblems,  fiir  die  eine  an- 
schauliche  Ableitung  gegeben  wird,  allgemeiner  giiltige  Naherungs formeln  fiir  die  EinfluBzahlen 
f  olgen ; 

3.  wird  das  von  O.  Blumenthal2)  bei  der  Kugelschale  konstanter  Wandstarke  zuerst 

*)  Diese  Ziffem  beziehen  sich  auf  das  Literaturverzeichnis,  siehe  jeweils  dort  bei  der  betreflenden 
Nummer. 
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AUgemi'iner  gnlli^*-  .Vila-I  \  ',W,\  till  r-.i  M.  o  '  j  /id  ■’  "•'■■  l!  'v'^’  ^al^K'’ 

mir  gt-woumu,  w«*,ik*n.  «nm  u<u  !»-»  .-JU;.  *.iui  >•,,  s... .. .  •.  -‘i,n  ,< aiuigci  vt,n 

K.  Mkissxkh  auvgi‘g.tugru  wi,-l  !■’  u-s  <h  -.»■  ■  ;v, .  !->■  -  ■ '  *,  ’  •,*  te/uiru  /tmiidist 

Hue  juisdumlidie  urn!  vm-i»t’adi,<-  s*vmi;;  -.iuu  u* 
t.  Statin /»  bMtmml.’  Urw 

Man  ernet/.t  vt«»  voiuHsen-tn  ■!;»  r,  *.  '  i  u  U»-  .vbaMase 

fallcndc  Result n-reilde  der  ula-i  , Iki/iidlio  *'lei  grgelhWB 

Uutk'ien  Kdifte  «lurcli  die  dau-d,  )«•  Muiddeu  , ,  4-. 

*)  Unter  VernadtiJb'.iguitK  d>-s  *,<!»  idr'issaon; 


P.  Pasternak,  Zurich 


Tt>  = 


2  tc  R9  sin2  a ? 


Zoa  —  i?o 


.  (4) 


Samtliche  weiteren  Beziehungen  hat  man  nun  nur  fur  die  am  Rand  belastete  Schale 
aufzustellen:  man  erhalt  die  inhomogenen  aus  den  homogenen  Gleichungen,  wenn  Tx  und  T2 
durch  Tx  —  T10  und  T%  —  T20  ersetzt  werden. 


2.  Gleichgezvichtsbcdingungen  fur  das  homogene  System. 


Tt  =  -  ctg  a<  N,T2  —  —  ,  ( G,  R%)'  -  (Gt  R2 

3.  Elastizitatsbedmgungen.  Mit  J  = - - 


-  6'2  Ry)  ctg  oc  =  —  N  Rx  R2 
gilt 


(S) 


4 .  V ertrdgli chkei ts bcdingung. 

Da  ex  und  e2  vcrschwindend  klcine  GroBen  sind,  muB  zwischen  ihnen  ein  linear er 
Zusammenhang  bestehen,  der  durch  Superposition  gewonnen  werden  kann  und  zwar  am  un- 
mittelbarsten  auf  geometrischem  Wege  aus  den  Abbildungen  3  und  4,  die  keiner  weiteren  Er- 


lauterung  bediirfen.  Durch  Summenbildung  der  Meridiantangentendrehungen  $v  $2  inf.  ev  e2 
erhalt  man  in  derselben  Form  wie  bei  E.  Meissner  7) 

+  (£2^2-6!^)  .  (7) 

5.  Die  Meissner schen  Diff erentialgleichungen. 

Sie  folgen  mit  d  =  Eft,  a  =  ,  k  =  §  aus  dem  Momentengleichgewicht  untcr  (5) 

ft  -A-j 

und  der  soeben  abgeleiteten  Vertraglichkeitsbedingung  (7) 


if[d"  +  d'  (j  ctg “  +  hr) ~d-f\ 


•d-j-d0 


fv  f2  sind  beschrankt  sich  andernde  Funktionen  von  a ,  h ,  k.  Die  Storungsfunktion  d0  in  der 
zweiten  Gleichung  ergibt  sich ,  nach  der  oben  gemachten  Bemerkung  ilber  den  Zusammenhang 
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I\  Pastkknak,  7as  n  t  v  a 


mvischen  den  homonenen  ttnd  iniumn^enen  uteichungeiu  ah  /'  fuAie  aUttheh  hestimmte 

M eridian  tangent  emit  eh a ng  aits  tier  I  ertrdgin'hi'etisluuhn g  a  a g  nut  /  Ut  ttnd  /  „tl, 

<i¥  al/lgemeine  Xdhentngsfanneln  fur  die  liwth$ft::akien, 

Do,  MiussNKKsehe  I litiermtinloperatur  /eigt  die  bigmtOmdiehkeit,  * luli  tier  mit  tp  be- 
z.eiehnete  Klammerausdruek  au.s  der  Summe  drriri  logai  ithmi  alter  i  bttmentialquotienten 
bestehk  Man  kann  deswegen  durdt  die  Ansb/e 


tf  p  *  /  ’,0  p  "  y*  v «**•***'•*  r  l  #  ♦  ,»*  (0) 

r  "  \  #v  ’  a 1  v#  a  w 

die  erste  AI>Iciiun|jf  in  beideit  « ileidnmgrn  /um  Wi  mlm  itideit  in  imjrn,  Ve<»;udtlii.ssigt  man 

ferner  in  den  sich  ergebenden  veieinfaetileii  <  ilen'lumgen,  grgemibn  dm  /weifen  Ableilungeii 
{/",  J/",  die  mit  bendtrankt  ttnd  \venig  Arh  andeindeit  bakliarn  ui  urliAettfen  M*hr  kleinen 
Stammfimktkmen  P,  l  \  ebetiMn  bei  Bilduitg  do  ir  .nbnneiideii  *  deidnmg,  dir  Veiainlerlkhkeit 

der  Seludtmabmessungem  so  erhatt  man  fin  T  wirdri  dir  mnlmlir  I  HlUa  ms talglrtrhtmg  vierter 
Ordnung 


p*  K  wo  sohr  emfneh  p 


iAblriUmg  inieti  dei  Bogmkmgr  | 


uml  ams  ihr,  mit  den  enOja  tvlirndeu  Uandbrdmiumgrin  dtr  g*1  nmbn  u  .dfgememeren  fine 

HuBzahlen 


mt  *  A;  </rJ 


A1  Mttf% 


v  * <  « 


«*1/k 


i  —  Jvi/A>  a)  , 


numerix(th‘  Hamit  hat  abu  t  i  thb 


"O  -'v  «r' 


...  eo) 


Diw  Kunitcln  enthalti'ii  ilii*,  fm  <lir  KuntUluSr  Sa-ic-t, »»’«-?  \Y.nt'i'.i.nJ.«-,  sfltun  frtther 
mitj'i'tt'illni  AH'.* Ii  ficki*  al»  Sumlci  I'.illi’  *  t.  Matt  Linn  an*.  ilnint  n.«*;n  Sh  Ii  lmdtt  atudi  die 
Fonmdn  fiir  <lii'  A  cyylM  halt-  u  i.ni'li  iln  iiri  V\  ,ni>I  t.n!*r  ril*„»4m  Man  tmiJJ  /itnat'hfct  die 
UiifcrentialgU'ielnutj'en  (Hj  atif  dir  Mn  ).tunl«v;nil.>n;,;.-  j  .4  ■  nn.i!'Lnij;tt:r  \  aiialdr  Irann- 
forrnieren  umi  linrch  iunfuliruni;  drr  iirtim  Var >y  \  >  k  m-  \5d  -nnm*  u>in  auf- 
tretciidim  iniklor  t  iH-firinii.  1  Vt  «i  itrtr  lama  Iijhuh;-  1:4141  Idrila  i.inn  *U  1  .« Hu-  wit1  nberi. 
Man  erhalt  dann  Kiiiilutl/aliWn  tin  >ltr  Krnvl  1  iulr  m  *li  1  *  lion  I  <•!»»,  %%n  nun  alw-r  « 


i  |»  ,»v  , 


v  s  tfg  a 

t  -  V  y  ‘ 


..  ...  (m) 


.1  .  e  -4 


Die  geftmdmm  Inn  mdn  tut  Mild  itmaiin  4b«  dn  i  i.ii  ?t  in  dm  f\i#rr 

koeffkienten  der  v«m  dn  V«  randeitieljkri?  do  ^diatemPuu  n  ungni  la-rnifimvir  Faku#r 

btzw,  trill.  *), 

A 

%  Outer  Annafime  immr  veidmtefiieber  Ux^m  ir^Ji  $rmmrw  |.niiirlti  tin 

Einflnsszalilen  gewiimen,  wit*  in  rincr  Immmlrnn  Ablniiiiltiiiiif  wepl eu  uirrl  -‘d 


t: 


■— 


P.  Pasternak,  Zurich 

III.  Nachpriifung  der  Formeln  fur  den  Fall  der  Kugelschale  konstanter  Wandstarke 

Zu  diesem  Zweck  werden  die  genaueren  EinfluBzahlen  mit  Hilfe  der  asymptotischen 
Integration  der  entsprechenden  Differentialgleichungen,  unter  Beniitzung  von  fiinf  Reihengliedern 
ermittelt.  Der  Berechnungsgang  sei  hier  kurz  skizziert,  da  er  sich  gegeniiber  den  bisherigen 
Darstellungen  bei  O.  Blumenthal  2)  und  E.  Schwerin  8)  wesentlich  vereinfacht. 


—  .  ft  =  p .  £/ ;  N  —  p  ■  V;  p  —  (sin  a) 


.  (I2) 


und  Beriicksichtigung  der  MEisSNERschen  Zerfallsbedingung  3)  wird  die  Berechnung  zuriick- 
gefiihrt  auf  die  Losung  der  einzigen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

U "  —  t  «  U  =  X2 *  U;  t  =  3/4  «  ctg%  a  —  1/2  \ 


■V-4-V' 


+  1  (I-V2)- 


00  ±  (l  ±  2)  4  -  J  S  : 


°>?6- V~r 


Durch  Einfiihrung  des  BLXJMENTHALschen  asymptotischen  Reihenansatzes  2) 

U=^-*  [I  +  AA + h A2  +  h As  +  /4A4  •  •  •  ]  .  (14) 

in  die  Gleichung  (13)  erhalt  man  fur  die  Bestimmung  der  v  freien  Zahlerfunktionen  f(a )  die 
sehr  einfache  Rekursionsformel 

fn  =  ft  fn-l-K-J*  .  (15) 

aus  der  sich  auch  die  im  folgenden  notigen  ersten  und  zweiten  Ableitungen  der  f  schrittweise 
ergeben.  Man  erhalt  bis  auf  die  mit  v  vervielfachten  Glieder  dieselben  Ausdriicke  wie  bei 

Schwerin8)  (nur  muB  es  in  I/3  auf  S.  11  in  der  ScnwERiNschen  Arbeit  anstatt  — 

heifien) .  Ich  lasse  deswegen  raumhalber  diese  Formeln  weg.  Fur  die  numerische  Berechnung 
ist  es  zweifellos  einfacher,  den  Ansatz  (14)  und  seine  drei  ersten  Abteilungen  in  reelle  Form 
uberzufiihren.  Man  erhalt 


T  cos  +  (cos sin)  s  sin 
L  sin  —  (cos  —  sin)  2  1  —  cos 


—  (cos  —  sin)  s‘d 

—  (cos  -j-  sin)  4  '3 


U'i+i  =  ez 


> [ {cos— sin) l+cos  - j- {cos  +  sin)  s.  ,,  ,  -\-sins*  ,  - 

licos sin)  s sin  1  —  {cos — sin)  2  '/l  '  '2  ' —  cos  2  '2  '  'SL 


■{cos— sin)  £» 

-  (cos  +  sin)  4  1/8 


U"\+ 4 


,±4> [—  2_  +  {cos  —  sin)  I _f+cos  + 

L-f  cos  v2  +  {cos  +  sin)  sfl-j-st»'(  T  ~r™  — 

—  (cos  ~{- sin)  2_  — sin  2_  +  (cos  —  sin)  + 

L  -j-  (cos  —  sin)  v3  -|-  cos  s2  1  -j-  (cos  -)-  sin)  s^1  ‘  '  2‘  -j- 

+ csZ^fi" + 3/2' + ^—(Z—ss?J)ii3f 2" + 3/s' + fi} 


(in  den  Klammerausdrucken  ist  t|>  weggelassen) . 
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Die  /-Klaminerattstlnicke  liaite  ieh  fiir  den  Hmieh  n  M>  uu"  cm  tiir  allemal  in  cine 
Zahlentafel  gehracht;  fiir  die  '  l,-.w  <|i  u. f.  *dnd  Zah!.  nt.uVIn  u a hau.l.-n, 

Zur  Bestimuiung  drr  liintlnti/ahlen  de«  iat  Sen-  iu  l  i,;r-el)ii  !•>  .eiuai  Sehule  geniigt 
uhrigens  «l»e  Auswertung  tier  Klanmirnm-dnickr  in  me  <h.  tnit  i.lt  iuru  a  hc/auelmd  werden 
sullen. 

Mil 

**i  ’ '  (  t  '  '<r  *  ■  .  (17) 

folgen  diese  IntegratiniisIvonManlrn  au**  den  UandBi  dingmigeii 

i,.’ --  'A  •  *>::  •  -'it -h  I'-/  11  ‘  vt.  *;,  •«] .  I..  l/„ 

(//,"  t «,»•./,  ■  U,r  /'ut  *n  S . 07a) 

uml  hierauf  die  EinilulJwdilen,  al»  Nui/ahlen  i!u  und  A,,.  an  d.  1  A  tnrhen  Rauddreliung 

j !'  il1  A,!  Add  .  (18) 

uml  tier  .//i  faelien  hut  i/uutal  radialeu  Randvu  .rns'dinuj; 


it* 

'jH-V  ruftm-  " 


wubri  /‘„  am 


-  -  (30) 


au  hedimnsrn  M  AK  K*rSjtit|»t oU  rn.ilo  adt  4m  *  A  mhh»  e  * *  a  **  .>  mm  uKt  tnnl  (19), 

Atif  dew  gc*childcrten  Wrgr  habe  §di  dir  gritaiinrii  lunlliiil/aliiiii  fur  eiuigc  praktisehe 
Milk*  bertrlmel  und  Me  mil  den  am  den  1  omh*  !u  M1  nud  mj*  ,d  h  * ?  1,  A  *mdrn  Werten  ver- 
gtiehwi,  gdm  ieii  die  /awimmeimm  Ihm:  1  4  i  m  A»m  -a  tm  « mr  ins  KKentnlon- 

Imu  a!s  flach  741  gdnmde  KiigrKrlwlr  ini!  n  Jmh  t  fj  ®y 


hmn*hm,!l 

veriiiilldi! 


Frlilrs1 


I!  fill  r  5 

It.  11  m 


i  Fritter 

tn  **/t* 


:  <  1,1  A  |H  1 

1  <*,«-«  >1  ; 

?  "  * 

*  r  -  * '/  M  I 

o>u 

•  s*  a  ■; ;  . 

I'l^J 

hv  -1M  j 

'  d 

^  «  •*  r 1  i  i 

0,4 

'  ; 

ot » 

i  !„•  e 

« v,:i 

;  <\  *  •*  A  * ; 

ci 

<  '/  «  A',;f,S  : 

0 

;  *  v—;;'  i i  ' 

0 

j 

J  i 

;  : 

HA* 

j  < ..  «■  u  ? ;  •  t 

| 

;  f  ! 

M 

1  I*  r  *  -  a 

1 

t,'*5 

i  ,.jr.s.w-w. 

(Jrottm*  Write  fit!  a'  kernsMi  hiiunir  \  ti  *1  *  .1  An?  hrtrjfiatmtt  riicht 

gnvEhlt  wcrdrn.  liniiinliiii  rrkmisf  nmn  mm  dm  h,  n  «  -Am  j ikillcit,  <kjl  ■ 

man  die  lumneln  (111  ah  fv^irw  ih.ti  n , •  A  >>  fr?  a,  l/ri’iAiiiKfftffi 

Ihduiltern  mil  & 'WtdhU'n  Ihnien  nmi  Vhuh^n  ;  v  iu  re.i'rtt  le*  fl# 

luirmdfi  (j)  in  der  Ini  wir  unj  uh*  dumi,'  ,  ;  *  r  *nh!  A'  rn  nm/i  A 

IV*  Die  Belastiiiigsgleder  In  den  I'iasitDJtll^Elel^tiiiiiifii 

tl.  ^  die  kitinltlrdiiiiigeii  mid  \  n  |  <  un  nAfWdrr  Vtilk 

frlahltiisg  knmiiii  gniiigrinl  gnwti  mil  /  4#(  imA  I  ,H  :*d>  -n?  ki4«igtniM  (||| 

mid  tier  Kingddiimitg  lifu  knivliiirf  I  hr  ^  !/;  *  ^  : 

Schwhkin  If,  a.  enfisf feltiii  VmrihihimU‘$n4h  11 


_  P-  Pasternak,  Zurich _ 

V.  Dickwandige  und  sehr  flache  Schalen  konnen  wohl  am  einfachsten  nach  dem  von  mir  be- 
schriebenen  Differenzenverfahren  *)  berechnet  werden.  Bei  Vemachlassigung  der  Stamm- 
funktionen  gegenuber  den  zweiten  Ableitungen  erhalt  man  immer  in  guter  Annaherung  und 
bei  Erfullung  der  MEissNERschen  Zerfallsbedingung  i)  in  oiler  Strenge  funfgliedrige  symme- 
trische  Diff er  enzengleichungen. 
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Uebcr  die  Bednspruehungen  unregelmd&iger 
TrdgerquerscimiUe 

V  u  u  A  <1.  K  K  f4  v  n  s  c  li  \v  >  1  f  »•  .  /mi  f  h 


1.  Biegung  und  Querkrait 

Die  allgfitmiim  Uki'.miiHoHurl 

J/, 

T-  •;  . .  * .  (>) 

J  i 

folgt  aus  dm  I’roimrthmalitats^.sct/  uu-i  dm  Atm.dum  <•!«■»  l.U  *1- u-U  *  < jimi  -dmiile  uml  gilt 
fiir  unrcK'elmUUige  Qimr.M.'hiiitti\  Abb.  i,  K»t  m  •"*  •■uimmti  i  vhr  \u-.  thr  und  Griin- 


AM».  I 


den  ties  itinru-n  (UiudiK*  within  ful#  Jnti.  i,  d.»»l  dm  N  bub  j-.auituor  ■  bdmbigrit  (Juer- 
schuitt.s[>unktes  detit  In'kauntett  Wettr 


enthprcdieii  uml  parallel  /ti  den  AulJrtiibmlmtt  dr.  di.i*;*  »  •  >.r»km'bi  .>»  dm  l.iuiui  tt  —  a 

gerichtet  sent  muB,  Dm  Kruilt  teieudr  ;*!!*  »  Vbitb',jf.mjauiu:<-ii  -!.  -  <  e>-> '* biuMr-.  id  dk  (Jutr- 

kraft.  FaBt  matt  die  Sclmlepatimiiif'ett  t  /»  dm  l-ntu:  -  d*-t  Mm»  Hinm  >«  »»  de**  . ^ 

wirkertden  Tvilkraften 


Ad.  Eggensch wylek,  Zurich 


zusammen,  dann  lconnen  diese  durch  ein  Kraft-  und  ein  Seileck  zu  ihrer  Resultierenden  zu- 
sammengesetzt  weiden.  Teilt  man  den  Querschnitt  in  lauter  gleich  lange  Stiicke  von  der 

Lange  dm,  dann  kann  man,  da  der  Faktor-— ■  fur  den  ganzen  Querschnitt  unveranderlich  ist, 

an  Stelle  von  dQ  auch  die  statischen  Momente  S^als  Krafte  liings  der  m  —  m- Linie  wirkend 
denken  und  ei  halt  durch  ihre  Zusammensetzung  Lage  und  Richtung  der  Querkraft,  ohne  deren 
GroBe  zu  kennen. 

In  Abb.  i  ist  der  Querschnitt  in  lauter  gleich  lange  Elemente  von  der  Lange  dm  geteilt. 
Nimmt  man  ihre  Flacheninhalte  als  wagerecht,  bezw.  senkrecht  wirkende  Krafte  an,  dann  er- 
halt  man  mit  dem  Krafteck  i a  die  Seilecke  i b  und  ic,  deren  SchluBlinien  sich  auf  der  wage- 
rechten  bezw.  senkrechten  Schwerachse  schneiden  und  deren  einzelne  Strahlen  auf  den  Schwer- 
achsen  die  statischen  Momente  und  S },  abschneiden.  Mit  ihnen  erhalt  man  vermittelst  der 
weiteren  Kraftecke  id  und  xe  die  Seilecke  if,  ig  und,  sofern  man  die  Strahlen  von  id  um  90° 
dreht,  ih,  deren  SchluBlinien  auf  den  Schwerachsen  die  Tragheitsmomente  J  und  J  ,  sowie  das 
Zentrifugalmoment  Jxy  abschneiden.  Ferner  sind  die  statischen  Momente  S'x  und  Sy  als  Krafte 
langs  der  Linie  m  —  m  aufgefaBt  und  durch  die  Kraftecke  1/  und  ik  und  die  der  Uebersicht- 
lichkeit  wegen  wieder  ausgewischten  zugehorigen  Seilecke  zu  ihren  Resultierenden  zusammen- 
gefafit,  die  nach  Lage  und  Richtung  mit  den  Querkraften  Q'x  und  Q' y  iibereinstimmen. 

Der  Schnittpunkt  von  Q' x  und  Q'y  ist  der  Schubmittelpunkt x).  Er  ist  ein  Festpunkt  des 
Querschnittes  und  hat  die  Eigenschaft,  daB  die  Querkraft  immer  durch  ihn  gehen  muB,  wenn 
der  Trager  in  einer  beliebigen  Richtung  drehungslos  auf  Biegung  beansprucht  sein  soil.  Fiir 
punktsymmetrische  Querschnitte  (I-  oder  Z-Eisen)  fallt  er  mit  dem  Schwerpunkt  zusammen. 


Abb.  2.  Abb.  3. 


Besteht  der  Trager  aus  drei  ebenen  Tragwiinden  (Abb.  2),  dann  setzen  sich  die  Schub- 
spannungen  der  Flanschea  zu  den  resultierenden  Schubkraften  Q0  und  Q„  und  diejenigen  des 
Steges  zu  der  Schubkraft  Q ,  zusammen.  Zerlegt  man  Q0  und  Qu  am  Uebergang  zwischen 
Flansch  und  Steg  in  ihre  x-  und  y-Komponenten,  dann  wirken  im  Steg  die  Gesamtkraft 

Qy  —  Q»y  H“  Qs  +  Quy 

und  in  den  theoretischen  Kanten  senkrecht  dazu  die  Krafte  Qox  und  Qux  und  man  findet  fiir 
drehungslose  Verbiegung  in  Richtung  y,  daB  diese  drei  Krafte  sich  zu  einander  verhalten  wie 
das  Tragheitsmoment  Jx  des  ganzen  Querschnittes  zu  den  Zentrifugalmomenten  1xyo  und  1  xyu 
der  Flanschen  in  bezug  auf  Stegebene  und  v-Achse.  Fiir  drehungslose  Verbiegung  in  Richtung 

')  Die  Bezeichnung  stammt  vom  Maillart.  Der  Referent  hat  ihn  friiher  als  »Biegungsmittel- 
punkt»  und  Herr  Konstantin  Weber  als  «Querkraftsmittelpunkt»  bezeichnet. 
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2.  Drehung 

Unter  Torsionsmomenten  seien  in  der  Querschnittsebene  wirkende  Kraftepaarc  und  unter 
Drehmomenten  auBere,  belastende  Momente  verstanden.  Das  Torsionsmoment  ist  dann  eine 
Summation  oder  Integration  von  Drehmomenten,  gleich  wie  die  Querkraft  eine  Summation  von 
senkrecht  zur  Stabachse  wirkenden  Lasten  darstellt.  Es  ist  gleich  der  Transversalkraft  multi- 
pi  iziert  mit  ihrem  Abstand  vom  S chubmitt elpunkt . 

Die  durch  das  Torsionsmoment  erzeugten  Drehungsbeanspruchungen  sind  zweierlei  Art. 
Wenn  in  einem  aus  drei  ebenen  Platten  bestehenden  Trager  (Abb.  4)  der  Querschnitt  z  +  dz 
sich  gegeniiber  dem  benachbarten  Querschnitt  z  verdreht  und  in  die  gestrichelte  Lage  iibergeht, 
dann  ka mi  diese  Verdrehung  zerlegt  gedacht  werden  in  eine  Ver drehung  der  drei  einzelnen 


Abb.  4. 


t, 


Abb.  5. 


Querschnittsteile  um  ihre  Einzelschwerpunkte  Sv  S2  und  Sz,  wodurch  sie  in  die  strichpunk- 
tierte  Lage  iibergehen  und  an  den  Kanten  ihren  gegenseitigen  Zusammenhang  verlieren,  und 
in  eine  Parallelverschiebung  der  einzelnen  Platten,  wodurch  sie  ihren  Zusammenhang  wieder 
gewinnen.  Durch  die  Verdrehung  der  einzelnen  Teile  entstehen  dann  wirbelformig  iiber  den 
Querschnitt  verteilte  Schubspannungen  tv  die  wir  als  Drillungsbeanspruchungen  bezeichnen 
konnen  (Abb.  5).  Durch  die  Parallelverschiebung  miissen  die  einzelnen  Tragflachen  einen 
Biegungswiderstand  uberwinden,  wodurch  Normalspannungen  a  und  Schubspannungen  X2 
erzeugt  werden  (Abb.  6).  Das  auf  den  Querschnitt  einwirkende  Torsionsmoment  MT  zerfallt 
in  zwei  Teile  MT  und  Mr ,  von  denen  der  erstere  die  Drillungsbeanspruchungen  x1  und 
der  zweite  die  Spannungen  a  und  t2  erzeugt. 

Dabei  dreht  sich  der  ganze  Querschnitt  um  einen  bestimmten  Punkt,  der  nach  Weber 
mit  dem  Schubmittelpunkt  identisch  ist. 

Bezeichnet  den  Verdrehungswinkel,  dann  ergibt  sich  aus  den  wirbelformigen  Drillungs¬ 
beanspruchungen  die  Verdrehung 

dty  _  Mtx 

wo  Jd  den  sog.  Drillungswiderstand  bedeutet,  der  durch  einen  Drillungsversuch,  Abb.  7,  bestimmt 
werden  kann  und  fur  den  Foppl  und  de  Saint  Venant  die  Naherungswerte 
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Mt2=  h  *  Qox  —  h  r2-d- dm  •  -=—  = 


dz  h  d  ot 


dm  c  dz 


'  a 

j  J(df-y-x)- 


J  (dfxy2)  J 


W-*-y)\ 


h 


f(df-  x2y)  j 
f(df  ■  x  -y2)\ 


.  (16) 


wobei  das  Zentrifugalmoment  Jxy>  das  Tragheitsmoment  Jx  und  die  Flachenmomente  hoherer 
Ordnung  j (df  x2  y)  und  f(df*x*y2)  auf  Symmetrieachse  und  Stegebene  und  nur  auf  eine 
Querschnittshalfte  zu  beziehen  sind.  Daraus  folgt 

ffi  = _ Mt*'c _  (I7) 

dz  h(Jxy  —  Jx-S(dfx2y\  .  U7J 

f  (dfx-y 2)  J 

d  °V~  CTl-  -  -j - ^4^ - r  .  (18) 

x 2 -y)  -  +fj(df- x  -f)  [ 

r  Mn\Sxa-f{df-x-y*)-Jx-%ya\ 

2  ‘  h\jX}.f(df-x.f)-%-f{df-x2.y)\ 

Die  Verdrehung  infolge  der  Drehungsnormalspannungen  a  ist 

d 2  4>i  _  g2~  <>i 

dz 2  E  •  c  *b 


d%  t]>,  _  d  (a2  —  a,)  j 
dz*  dz  E-c-b 


E*  h*  j /(df-  **  -y)  -  *  •/) ! 


und  diejenige  infolge  von  r2 

d’h  _  2Q0X  _  2  MTs  (21) 

dz  ~  k-G-Ff~~  &G-Ff  .  3 

wobei  Fj  den  Flanschquerschnitt  bedeutet.  Da  die  Verdrehung  infolge  von  MTx  gleich  der  Ver¬ 
drehung  infolge  von  Mrs  >  also 

4>  =  4»x  +  «1»2 

bezw. 

d*  _  d*  ,  d 8 

dz 8  dz *  '  dz 8 

sein  muB,  so  folgt 

d?  _ _ 

ds*  ~  E.k\ftdf.x*.y)-^.f{df-x.f-)\ 

d?  I  Mtx  MT%-2\_d?\MT  Mt.2(  i  {_2_\\  ^ 

~  dz2\G-%  W  G  ■  Fj)  dz2\G  -Ja  G  \Jd^  k2  Ff)  J  1  ‘ 

eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades  zur  Bestimmung  von  MTt  als  Bestandteil  von  Mr, 
die  mit  der  Abkiirzung 
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odor  fiir  Triiger  mil  langsam  vrnmderitdttiti  Hurt  ndmift  ludbrimltm  written.  Sir  i,st  liier  ftir 
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und  als  Gesamtverdrehung  des  Tragers 


tytnax  — 


A4'f 


(2  7) 


Das  erste  Glied  in  der  Kammer  entspricht  dem  Fall  der  reinen  Drillung,  das  zweite  gibt 
die  Abminderung  der  Verdrehung  infolge  der  Spannungen  a  und  r2  an  und  tritt  je  nach  dem 
Schlankheitsverhaltnis  gegeniiber  dem  ersten  mehr  oder  weniger  zuriick.  GroBe  Tragerlange 
und  dicke  Wandungen  bedingen  cin  Ueberwiegen  von  MTl  und  tv  diinne  Wandungen  dagegen 
ein  Ueberwiegen  von  MT^  a  und  r2. 


Fur  unregelmaBige  Belastungsfalle,  Abb.  10,  wird  Gleichung  (24)  besser  graphisch  auf- 


gelost.  Man  trage,  Abb.  10  a,  die  Werte  - 

x 


derart  in  zwei  Teile  MT2  und  y  = 


A4x 
"  WPf 


— als  Ordinaten  auf.  Diese  zerfallen  nach  (24) 
2% 

"  h*Ff 

—  daB,  wenn  man  die  Flacheninhalte  Mx2  \dz 


als  Krafte  betrachtet  und  mit  der  Poldistanz  A 2  ein  Krafteck  zeichnet,  das  zugehorige  Seib 
polygon  die  Ordinaten  y  abschneidet.  Am  eingespannten  Elide  muB  y  =  o  sein.  Man  wahle  die 
erste  Polygonseite  1 — 2  beliebig  und  erhalt  dann  mit  dem  Krafteck  10  b  zwangslaufig  den 
weiteren  Verlauf  der  y-Linie.  Ergibt  sie  am  eingespannten  Ende  nicht  die  Ordinate  Null,  dann 
andere  man  die  erste  Polygonseite  und  wiederhole  das  Verfahren  mit  den  Kraftecken  xoc,  10  d 
usw.,  bis  y  am  eingespannten  Ende  gleich  Null  wird.  Die  Berechnung  der  Beanspruchungen 
selbst  macht  dann  keine  Schwierigkeiten  mehr. 


3.  Versuche 

Durch  Versuche  des  Referenten  an  einem  8-zolligen  amerikanischen  U-Eisen  ist  die 
Lage  des  Schubmittelpunktes  sehr  schon  bestatigt  worden.  Dagegen  blieben  die  gemessenen 
Verdrehungen  bei  Belastung  nach  Abb.  8  urn  ungefahr  20  %  hinter  den  erwarteten  Werten  zu- 
riick,  was  wahrscheinlich  hauptsachlich  durch  die  Unsicherheit  des  Drillungswiderstandes  7  d 
zu  erklaren  ist.  Es  waren  deshalb  weitere  Versuche  sehr  zu  begriiBen  und  zwar  diirfte  es  sich 
jeweilen  empfehlen,  zunachst  durch  einen  Drillungsversuch  nach  Abb.  7  und  GL  (25)'  den 
Drillungswiderstand  J d  und  darauf  durch  Belastung  z.  B.  nach  Abb.  8  und  Gl.  (27)  den  Wert  A 
zu  bestimmen,  der  dann  fur  beliebige  Belastungsfalle  in  (24)  einzusetzen  ware. 
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C.  SEKTION  III 

HYDRO*  UND  AEROMECHANIK 


Vorsitzende  in  den  Sitzungen  die  Herren 

BaeS'-Bruxelles,  Reissner^-Berlin,  Oseen-Upsala, 

Burgers-Delft 


— 


Sur  la  vitesse  de  propagation  de  l’onde  solitaire 

Par  A.  Weinstein,  Rome 

L’onde  solitaire,  observee  pour  la  premiere  fois  par  Scott  Russeix1),  consiste  d’une 
seule  elevation  qui  se  propage  sans  changement  de  forme  avec  une  vitesse  constante  c  dans  un 
canal  a  profondeur  finie  h,  le  mouvement  reel  des  particules  (de  vitesse  petite  par  rapport  a  c) 
ayant  lieu  dans  des  plans  verticaux. 

La  vitesse  c  est  sensiblement  liee  a  Televation  maximum  a  au-dessus  du  niveau  moyen 
par  la  relation  remarquable 

c2  =  g  (h  -f  a) .  (i) 

Rayleigh  et  Boussinesq  ont  retrouve  ce  resultat  experimental  par  un  calcul  d’approxi- 
mation  en  se  servant  d’un  artifice  ingenieux. 

Nous  nous  proposons  d’etudier  le  probleme  de  l’onde  solitaire  par  la  methode  de  M. . 

Levi-Cxvita2);  et  nous  etablirons  dans  cette  note  une  relation  (voir  liquation  (xo)  )  qui  est  uney 
approximation  d’un  ordre  plus  el  eve  que  (i),  notre  intention  etant  d  aborder  ensuite  la  solution 
rigour euse  de  la  question.  - 

Position  du  probleme.  —  Admettons,  en  nous  plaqant  dans  un  plan  vertical  parallele 
aux  parois  du  canal,  que  la  ligne  /  qui  limite  super ieurement  le  liquide  ait  une  Crete  unique 
et  tende  asymptotiquement  a  l’infini  vers  la  droite  horizontale  d  hauteur  h  au-dessus  du  fond. 

La  ligne  l  se  deplace  avec  une  vitesse  constante  horizontale  c  par  rapport  a  un  obser- 
vateur  fixe,  le  mouvement  reel  etant  irrotationnel.  Le  mouvementi  devient  permanent  par  rapport 
a  un  systeme  d’axes  Oxy  invar iablement  lies  a  Oy  etant  dirige  vers  le  haut  et  passant  par 
la  crete,  tandis  que  Ox,  comcidant  avec  le  fond  du  canal,  a  un  sens  oppose  a  la  direction  de  c. 

On  aura,  d’apres  la  nature  meme  du  mouvement  ondulatoire,  pour  les  composantes  u,  v 
de  la  vitesse  relative  les  relations  suivantes: 

lim  u  =  c  ,  lim  v  =  o, 

X — >-oo  X — *-oo 

(u _ c)2  -f  w2  restant  toujours  voisin  de  o  et  v  s’annulant  rigoureusement  pour  y  —  o. 

Sur  l  nous  avons  l’equation  dynamique  fondamentale 

T-(k2  -f-  v2)  -\-gy  h  .  (2) 

ou  la  constante  au  second  membre  a  ete  determinee  par  les  conditions  a  l  infini. 

Designons  par  cp*  et  le  potentiel  et  la  fonction  du  courant.  On  peut  alors  etablir 
une  representation  conforme  faisant  correspondre  biunivoquement  au  champ  du  mouvement  la 
bande  indefini  S*  comprise  entre  les  droites  t})*  =  o  et^*  —  ch  du  plan  /*  =  9*  +  ity*  et  cela 
de  maniere  que  les  axes  se  correspondent  entre  eux. 

En  posant  f*  =  c  hf  =  c  h  (<p  +  i  ty),  (ou  cp  et  tji  sont  des  nombres  purs)  on  obtient, 
au  lieu  de  S'*,  la  bande  S'1  du  plan  f  limitee  par  les  droites  t|i  =  o  et  4>  =  1. 

t)  Voir  par  ex.  Lamb,  Hydrodynamics  (Cambridge,  1924),  §  252. 

2)  Determination  rigoureuse  des  ondes  permanentes,  «Mathematische  Annalen»,  93  (1925). 
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Dupres  le  pmeede  de  M.  1j\i  t  iur\  taut**  all* m-’  i:tf  minor  !  euimnc  variable  ind* 
pendente,  en  preuaut  pour  iniuiiun  iueomme  la  giumlrtn  m  d  ;  drumr  par  1 ‘equation 

*Y  |Y  'W  idr  c“* 

oil  u*  *  design**  la  vttesse  complex*-  u  ;  r 
a  S 

Kn  reprenant  le  raiMmurmem  dr  M  law  |Jntf  \t  uuuut  nox  imv  enuipte  «|<.  la  natur  » 
qualitative  dr  noire  plnuomrue,  imm  ai  t  imm  a  \  *e  m  pom  bmdr  ^ 4moi  .■  !«•  pud4eme  fmida 
mental  Muvam: 

Determiner  lex  function*  mi!\  M'pnluu r*  dan  la  Dm  1>  ^  »•?  uullr*.  4  I'intmi,  qut  satis 
font  aux  condition*  n«\  limit MshunU  ■», 

it*  o  ,  pour  ’L  ut  , ,  ,  i .v 


■  i  j>t  •  w#  it* 


jiinir  f  1 


p  etant  uue  eouslauU*  a  priori  tndrfn  mitre  ipn  r  Y  ||rr 


la  irlafiitn 


Pour  obfentt  uue  solution  uppt ocher  d*  >r  rr  .dkr  .  v  rrmptuirr  y*  pur  tes  trek 

t/tp* 

premiers  let  met*  d  dm  dcudopprmeuf  Miittmm  ripmo  qor  M  Pu  1  mi  1  a  ultirmi  d  en  ana- 
lysant  I  art  hire  employe,  pat  R  avi  non  <«  f*m  l  >pj  Yarn!  pro  e^'  dr. Suit  dan-  unfit' cas  de 
la  maniere  suivaute; 

&  -  l)  j  tx  etant,  putt!  u,  tqpiir  a  nsr  qo  tirer  i  moo.  n*  luiaoinaiie  £  on  a  (en 
faisant  usage  <lu  symholbmr  nitplmr  jmo  M  {  1  vi  »  iuro  pm  D  rr  de  J  ntmit 

*»*  H  >  *  1  *  -* "  b 

(fi  % 

Oil  li*  syinliulc  l>  «>if,!llitlf  I'l |( U’l.itit .u  ’  t  ) 

On  t*n  tin* 


*M'f  ,0  "  *"«  O  v, 

doit  il  v it'ii t  «t  cliiniictut  x., 


f  ■  -  .  / <  1 , , 


J'  /O  />..*;  />W  »f  •  ?  /i‘,*  ;  A',. , 

1c  moduli*  (ic  h'n  ctaut  inft  i n  tu  ;»  i;i  Imiiu-  ..nj,rurm<  dr  1  //-  t* 

*1- 

Kn  m*Kli««ui»  Nn  nutn  aituir*  '.sdt.lifu*»  1 1 *■  \  .«*«  tu  >!»■  -  J  J  i.«i( .  iV.itiulion  (4),  cc 

tf  f 

qui  nous  donni'ni  IV'qiuition  ajqnuditr 

*•'  ^ »  » .  ‘  ^  m  ,  |««ir  <{.  ». 

J  4  S 

1!)  espn^mw  <M  mu>  in  umt  ufmmium  fumm,Mir  umtn  da  h.,A  b’uiflrinh,  * R**«d,  Arc 

jo,  I  (iqu),  Jl.  60, v  01  j  J  * 


A.  Weinstein,  Rome 


On  obtiendrait  (comme  on  va  le  voir)  Fapproximation  de  Rayleigh  en  negligeant  encore  le 

terme - —  D 4 

45 

Pour  pouvoir  estimer  dans  tous  les  cas  l’erreur  commise,  nous  conviendrons  (ce  qui  est 
d’ailleurs  suggere  par  la  nature  du  probleme)  de  considerer  comme  petite  quantite  du  premier 


ordre  la  valeur  maximum  v  de  |  x |  ^egal  a  la  valeur  absolue  du  log  j  —  j  j  sur  la  ligne  l  (et 

par  consequent  aussi  dans  tout  le  champ  du  mouvement). 

II  est  evident  dapres  lequation  (2),  ou  de  son  equivalente 


y  —  h _  1 


.  (6) 


que  |  x  |  atteint  cette  valeur  v  seulement  a  la  crete  (unique),  et  qu’en  ce  point  on  aura 


x  =  — v 


-8*  =  o 


L’hypothese  faite  sur  Failure  de  la  ligne  libre  permet  en  outre  d’affirmer,  d’apres  (6),  que  x 
varie  en  croissant  de  — v  jusqu’a  o  lorsque  op  varie  de  o  a  00  . 

On  peut  done  introduire  x  comme  variable  independente  dans  (5)  et  remplacer  chaque  D 
,  d  (  ,  dz\ 

parx  77' 


Nous  allons  d’abord  chercher  a  retrouver  (en  negligeant  le  terme - D4  d)  le  resultat 

45 

de  Rayleigh  et  nous  obtiendrons  en  raeme  temps  Tordre  de  grandeur  de  #,  ce  qui  facilitera 
les  calculs  sur  l’equation  (5)  complete. 

En  introduisant  x  au  lieu  de  cp  on  obtient  par  integration  de  l’equation  (5)  reduite: 

+  .  (7) 

ce  qui  nous  donne  (^  devant  s’annuler  a  la  crete,  e’est-a-dire  pour  x  =  —  v)  la  relation 

v=i — p . .  ...  ...  .  (8j 

D’autre  part  lequation  (6)  donne  a  la  crete 


a  1  ,  .  0  , 

=  — v  — V  +  ••• 


...  (9) 


En  combinant  (8)  et  (9)  on  retrouve  la  relation  de  Rayleigh: 

a  _  c2 

h  ~  gh 

ou  le  symbole  j^J  indique  que  l’erreur  commise  est,  par  rapport  a  v,  de  Tordre  2  au  plus. 
Liquation  (7)  d^montre  en  meme  temps  que  (1  — p  etant  egal  a  v)  est  de  l’ordre  3  et  que 
cette  quantite  a  une  racine  simple  pour  x  =  —  v  et  une  autre  double  pour  x  =  o  .  Cela  signifie 
d’ailieurs  geometriquement  que  la  courbure  de  /  est  o  seulement  a  Tinfini  et  pas  a  la  crete. 

Tenant  compte  de  Tordre  de  $  et  negligeant  l’ordre  5  on  peut  aisement  integrer  lequa- 
tion  complete  (5)  deux  fois,  ce  qui  donne  la  relation  suivante  plus  precise  que  celle  de  Rayleigh: 


(10) 
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pouvant  <lonc  depassnr  dans  les  cas  ortlin. 


I  j 

maims  4  T#  (nil  adtttHtant  ^ 


tin  prvectlent. 


Note  au  sujet  des  ondes  d’emersion  et  d’impulsion 

Par  R.  Risser,  Paris 

Une  masse  liquide  d’une  profondeur  finie  ou  infinie  est  au  repos ;  on  la  met  en  mouve- 
ment  par  Faction  de  forces  impulsives  appliquees  a  la  surface  (effet  d’un  coup  de  vent)  ou 
par  Immersion  d’un  corps  solide ;  dans  le  premier  cas,  il  se  produit  des  ondes  dites  par  im¬ 
pulsion,  dans  le  second,  des  ondes  par  Emersion.  Prenons'  pour  etudier  le  mouvement  des 
ondes  trois  axes  de  coordonnees  rectangulaires ;  le  plan  xoy  est  confondu  avec  le  plan  de  la 
surface  libre  au  repos,  et  Faxe  o  z  dirig6  vers  le  bas.  Nous  designerons  par  xp  le  potentiel 
des  vitesses,  par  u,  v,  w  les  composantes  de  la  vitesse  d’une  particule,  et  par  g  l’accdleration 
de  la  pesanteur. 

On  sait  que  l’on  a 


i  32  <P  I  ^  V  _  n 

0^2  I  "1  -  O 


de  plus  les  Equations  d’ Euler  conduisent  k  la  relation 


2  Wax 


qui  est  v^rifi^e  en  tous  les  points  du  fluide,  relation  ou  fi  repr6sente  la  pression  en  un 
point  x,  y,  z  et  p  la  density  du  fluide 

Si  Von  choisit  les  unites  de  fagon  a  rendre  ygale  a  1  la  densite  et  Eacce^ration  de  la 
pesanteur,  et  de  plus  si  Ton  admet  que  les  carrds  des  composantes  de  la  vitesse  sont  ndgligeables, 
liquation  pr6c^dente  devient 

Comme  Ton  peut  supposer  nulle  la  pression  qui  r^gne  au-dessus  du  fluide,  on  voit  que 
Von  z  k  la  surface  libre 

Soit  h  =  f(x,y,  t)  la  d6nivellation  de  la  surface  libre  au  temps  t,  liquation  (2)  s’6crit 

h  —  ,  Equation  dans  laquelle  on  remplace  z  par  0,  en  raison  de  la  petitesse  de  h  et  de 

at 

continuity  de  cp. 

Les  donn6es  initiales  caractyristiques  des  ondes  df  emersion,  exprimant  l’ytat  du  fluide 
a  rypoque  t  =  0  consisteront  k  poser 

pour  t  =  o  cp0  =  o  et  h  —  F  (x,  y)  ,  cp0  ytant  la  valeur  de  cp  k  la  surface  libre  et 
F{x,y)  dysignant  les  petites  ordonnyes  primitives  connues  de  la  surface; 

de  plus  k  l'^poque  t  —  0,  ...  ^1  =  0. 

Dans  le  cas  oil  la  profondeur  du  liquide,  ainsi  que  les  dimensions  horizontales  peuvent 

A4****s, 


etre  regardyes  comme  infiniment  grandes,  on  snbstitue  a  la  condition 


:  o  (derivee  normale 


29 


449 


dc  9  a  la  paroi  du  vase),  la  condition  pour  v  dr  s’ammlor  usymptotiqummut  lorsquc  l’on 

s’cloigne  indefmiment  de  I’uri^im:  ties  roordonnets. 

Nous  mettrons  cm  lumiere  id  quclquos  points  qui  mms  semblout  nmivimux  et  qui  sont 
relatifs  d’unc  part  au  problem*:  <Us  ondes  eylmdriqms,  ai*v  <mdm  dVmmsiou  dans  un  milieu 
inddfini,  ct  d’autre  part  a  ees  memos  oinks  dans  mt  canal  do  prolundmr  iinic:  on  infinic  et 
dans  un  bassin  paralU-lipipi-ilupu:. 


Cas  des  ondes  cylindriques 

Nous  nous  proposnns  dc  ra:hen*her  Us  maxim.*  a  k  •  minima  do  la  dmivcllation  pour 
des  partioulcs  flunks  sitmks  dans  k  plan  ■  ■  .»• 

Si  r  est  le  rayon  veetenr  partant  do  IVriy.ine  et  abtmtiv,.mt  a  la  partinilo,  et  0  l’angle 
formd  par  la  vertical*:  avee  le  dit  rayon,  on  salt  quo  le  poUmtu-l  do  ,  vitev.m  est  defini  par 
l’expression  due  it  M.  Lamh  (TraiUl  tlliytkotiy  name  pie  r  l.ditnm  toon  page  364) 


gt  (  I  |  1  J  <U';H  J  ‘  (  ’  . j.  «1'»  nVst  autre  que 

T  fQ  t  3  •*  *  3- 3  '  1 


eelle  donnee  ulterieurement  par  M  Rui  >u-u  ( U»e<;e  p.  .*4. 

M.  Rotisier,  partant  de  l ’expression  do  '  dr  M,  H-.t  ••  im  -  delink  I’expression  de  la 
denivcllation 

h  ^  m  0  ...  vj?|  ^ ,,  4 , , ,  *. , » .  }  ,  ."■>*'  }  ,t  Ij  (l) 

\r  *16signe  id  la  distance  tl’iiu  point  m  tie  la  z-’me  dVbi.ml.miml  a  It  pat  timle  fluitie  .1/  h\  s), 
fM’angle  de  ///  .1/  avec  la  verticakr,  .Vt'aire  tie  la  nnlion  dioitr  do  <  y  bin  b  e  imtnergd,  et  la 

symbol*:  qV  1  represent*:  le  prnduit  1,  4  <; . !•!«  1 

Les  sommets  et  Its  ere ux  des  ondts  apparmte*.  r«.in*  qn.isdmt  a  ^  o  pour sa, 

et  sont  ddftnis  par  IVquation  (,•) 


sin 20  —  2  |IJ" ' ; '  1 J "  >  s"  ''"I  . .  :■  M 

o  I  r  ’ 1  '4*4 »  r  4*  1  ,1  1  • ' 


Cette  equation  pent  encore  xVciire  ■ 

2{2rs)'r*/l  '  rf  t'i  ’•  r-  !  '  '  1  ,  d  1  r  1 

ixa.  ,t‘  . %  . 

I  5».  ; *  ;•  . 


...  (3)' 


dans  (3)  les  f,  sont  des  series  entieres  alternrcs  r»  \  \  ,  rf  dan .  ,  r’  io*. d»s  series  altern^es 


Les  /,■  et  if;  out  toutes  tine  infinitt':  tie  ramie .  puntne  t  et  4i'4im.!e-i, 


R.  Rissee,  Paris 


Etude  du  phSnomene  dans  le  cas  oil  —  n’a  pas  une  grande  valeur 

2  Y 


Si  la  paiticule  fluide  envisag6e  correspond  a  une  valeur  de  z  finie,  et  a  une  valeur 
de  x  qui  tout  en  dtant  petite,  est  sup^rieure  aux  abcisses  de  la  zone  d^branlement,  il  suffit 
de  se  reporter  a  (3)',  et  Ton  remarque  que  gx~o  caract^rise  les  maxima  et  les  minima. 


Si  x  et  s  sont  finis,  avec  —  petit,  les  maxima  et  les  minima  sont  donn6s  par  /2  =  < 


le  sommet  de  1  onde  appaiente  qui  se  produira  au  bout  du  temps  t  en  ( x ,  z^)f  correspond  a 

k=  4-2=L—£L..\a.  £1  rT  ,  v  x)»i  _ 

r“  \  1  5  9  13  /  r*  L  1  4/1  -i- 1  J 


\  1  2  (2«  +  2)  (2n  +  1)  p«  (—  1)” 


trx  \2 

— 2 )  es^  une  racine  de  f%  =  o. 


(—  0"  1 
t«4-i  J 


fa 

Supposons  maintenant  z^  fini,  x  tres  grand,  et  laissons  k  —  une  valeur  petite;  dans 


ce  cas,  les  maxima  et  minima  sont  ddfinis  par  fx  =  o. 


Etude  du  ph6nom£ne  dans  le  cas  oil  —  a  une  grande  valeur  , 

2  r  k 


Lorsque  x  est  fini  et  inferieur  a  z9  on  a  recours  a  une  m&hode  d’approximations  suc- 
cessives  en  partant  de 


1  -1' 

rl  +  TJ— 


777?  <£2 


si  au  contraire  z  <[  x,  on  emploie  le  meme  proc£d6  en  utilisant  liquation 


2\fx - —  f2  —  —  X  /3  . . . .  =  o  ,  avec  X  =  — ~ ,  et  en  prenant  pour  premieres  valeurs 

XX  2  Y* 


approves  de  X  les  racines  de  fx  =  o. 


Ondes  par  emersion  en  milieu  inddfini  —  Etude  du  ph£nom£ne  dans  le  voisinage  de  la  zdne 
d’dmersion 


Nous  guidant  sur  la  m6thode  pr^conis^e  par  M.  BOUSSINESQ  dans  le  cas  de  deux 
dimensions  (cylindre  immergd  dont  les  generatrices  sont  perpendiculaires  k  l’axe  du  canal), 
nous  adoptons  pour  l’expression  de  la  denivellation : 


aft  f  *  f  {*  4^)“  ^  '  F^x  +  r  cos  9)’  (y  +  r  sin  6)  d  r> 


ou  est  d^finie  par 

rv~  1  u  ^  - 

41  (y)  —  I  szn  (T  —  p2)  =  —  y  —  (sin  y  —  cosy)  +  j  e  2"‘  '/Y  cos  m*  dm. 


Nous  remplacerons  le  corps  par  son  paraboloide  osculateur,  et  substituerons  alors 


[-(?  +  £)]  ^>- 


Dans  1’ expression  de  la  denivellation  qui  peut  s’ecrire 
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wr  l.t  Thv'iiir  d<>  1 


R.  Rissee,  Paris 


rr+™  tdz  pfz  *  pz 

J  J  \  B*  +  3!  3z*  +  5! 


F  (§,  rj )dl  dri, 


ou  7]  represented  les  coordonn6es  horizontales  de  la  zone  d’emersion  et  F  (£,  75)  les  ordonn£es 
primitivement  connues  de  la  surface,  avec 


2  is*  +  {x  —  5)2  -f  (y  —  rj)2 

En  supposant  £  n6gligeable  devant  x,  et  tj  non  negligeable  devant  y,  on  est  conduit 
a  calculer 

7  —  c  c  F  ^ d % dri 

1  J  J  b^W 

En  substituant  au  denominates*  son  developpement  en  serie,  et  en  assimilant  la  partie 

X  mam  MAttnUnlnViJn  J  A  fall  A  nriA  Z7  /P  - —  T~T  (  T  ^ 5 \ 


du  corps  im  merge  a  son  paraboloide  osculateur,  de  telle  fagon  que  F  (£,  rj)  =  H  —  ~j%  —  jn] 
on  trouve  que  Fexpression  Z%  approchee  de  Zx  a  pour  valeur 

{±s-JF)=,v{-^-IF),  avec  V=HW  *R  =  U' +,'  +  *. 

II  s’en  suit  que  le  potentiel  des  vitesses  a  pour  valeur 


V  [  tdZ*  ,  fi  3s  Z 


\t3Z%  t*_ 

L  dz  'l_3! 


t*n  +  i  d«  +  *  Z„ 


i  j  t'  u  ■ 

_  _l  ^  ^M+J 


dn  /  I  \ 

On  est  conduit  a  introduire  les  termes  complementaires  relatifs  a  -j—  ( -~r ),  et  Ton 


C5L  UUUUUR  cl  U1UUUUUC  AGS  LGAAA1GS  GWiAij^AGixiGJUt.a.iA  v,o  iv^iauio  «.  ^  \  F^  / 

remarque 

dn  l  I  \ (n  +  i)  ( n  2)  Pn  2  (a 2)  ■  cos  0  ■  PJ  -f  cos2  0  •  /J"„  _  Qu 

d  sn  \F*J  Rn+ 3  ".^“  +  3’ 


avec  cos  d  =  3Z  et  ou  Pn  est  le  polynome  de  LEGENDRE  d’ordre  n. 

Liquation  Q„  —  o  est  de  degre  n  en  cos  0  et  ne  renferme  que  des  termes  ayant  la 
paritd  de  n,  elle  a  comme  F„  =  o  toutes  ses  racines  rdelles  et  distinctes  comprises  entre 
—  I  et  — (—  I .  •; 

L’introduction  du  terme  en  „  \-r-  conduirait  a  une  Equation  x  Qn  analogue  a  Q„,  qui 

7c a-^  »  1 


a  aussi  toutes  ses  racines  r^elles  et  distinctes. 

Si  Ton  fait  abstraction  des  termes  en 
classique  de  <p. 


,  on  retrouve  le  developpement 


Ondes  d’emersion  dans  un  canal  de  largeur  donnee  et  de  profondenr  infinie 

Le  potentiel  des  vitesses  peut  etre  repr6sentd  par  la  s6rie  de  Mac-Laurin 

,  t*  3h  |  *3”+I  *K  I 

<p  — «*0+ 37-3T  +  ----+  (2»  +  I)j  +■■■■’ 


.  W 


ou  k0  qui  designe  la  valeur  initiale  au  point  (x,  y,  5)  de  ou  de  la  denivellation,  r^pond  aux 
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conditions  A2//0=:o,  — o  sur  les  parois,  ct  est  telle  <[uo  pour  s  o,  elle  se  reduise 

Si  1’on  se  trouve  dans  lc  cas  limite  d’un  canal  de  largcur  a,  on  pout  evaluer  la  d6ni- 
vellation,  en  introduisant  le  corps  reel  et  ses  2  /•  images,  et  adoptant  coinme  aire  totale  d'emersion 
l’enscmble  de  I’aire  vraie  et  dc  ses  2  /■  images,  a  condition  de  tain:  croitre  k  imldfiniment.  Si 
I’on  ne  considere  qu’un  seul  element  d  q  immense  a  I’origine  lies  cuordonnees,  en  supposant 
5  et  rj  ndgligeables  devant  x  ct  y,  on  trouve  quo  la  denivdlation  de  la  partienle  tluide  situde 
a  la  surface  dans  un  canal  a  parois  parallels  distantos  de  a,  aura  pour  valour  une  seric  dont 
le  terme  de  rang  m  sera  definde  par  1’expression 


d  q  ,  .  3*+»  \  2  /  J  v<  *  1 

2«  1  (2. 4...  2  w)' (7/7  O’- ’•  (4 /*  7  0  /  K 


En  premiere  approximation,  cette  expression  petit  otre  remplacec  par  la  suivante 


,  ft  \  a  m  { 


A'  |  .1 51  j  s-'. 


naR'  '  '  2  R I  1.3.5...  (4///  j  t) .  “  '  1  • 

Quant  a  la  ddnivellation  au  point  (t,  r,  ■).  elle  a  pour  \aleuren  premiere  approximation. 


dq  "  v00.  .  /i* 

TZ  *  (“I)"  ho 


!l\f\ ,  jm  t lni  v  ,i  (  *)*  1  {*  ** 

R!  '  <nTT.J"fX7(2 »  To  .j*/" '7'  ’  (»  1  r~ ■-*>)/' ‘wH> 

avec  A1  |7r*  j  ss  et  <w  (f  -  ■  • 


On  pent  dimtter  une  expression  ngonreuse  de  rp  et  par  suite  de  la  denireihi/ion,  en  suppo¬ 
sant  le  corps  reduit  a  un  element  dm. 

Si  Ion  se  trouve  dans  le  cats  d’un  canal  de  largettr  donnee  et  de  profondcur  infinie, 
il  suffit  de  prendre  pour  //0  le  developpement 


//,,  ■  dm 


\y--ka)-  A  >’ 


»  m 

^  '  *di  i- 


s*  i  (r  *  ^  ^ (l 


qui  r<£pond  aux  conditions  exiles  //0  o, 


^expression  (  \  (,r,  a) 


x 9  r 


V  ™  k  af  j  4  *  j  ’  W  fW 


est  susceptible  d’etre  ddvelopp^e  en  s<Srie  trigonomdtrique 


(\  ■  ■  A{)  f  25  /lv  cos 


2  V  .7  V 


u  avcc  M  ’ '  xt  I  Mq  dtant  une  constante  independante  de  u  et 


00  J  ft*  V* 


Si  Ion  considere  maintenant  le  cas  d\tn  canal  de  largeur  et  de  longueur  limitdes,  mais 
de  profondeur  infinie,  on  est  conduit  k  representer  le  potentiel  //0  par  1’expression 


R.  Risser,  Paris 


dm  X  C2  (x,  y,  s,  a,  b),  avec  C2  (x,  y,  z,  a,  b)  —  2  2  ^  v  --  X  cos  ; 


|i  =  o  v  =  0 


La  fonction  C2  est  telle  que  C%  (x  +  a,  y,  z)  —  C2  (x,  y  +  b,  z)  =  C2  (x,  y,  s)  et 

'  d  C2  \  /  d  Co 


/£±l\  _  (dCa\ 

\  d x  \  d y  ) 


y  J,-±- 


Le  coefficient  A ^  v  a  pour  valeur 


A 


inz\  a2 


+ 


W* 


h  v  • 


+  4 


(1,  V 


toutes  les  constantes  v  sont  nulles  sauf  celle  qui  correspond  a  p 


:  v  =  o 


Bb. 


«  z  M  ,  2  n  £  A  e 

:  C2  (o,  o,s;  a,  - ; - i 


—  2TIZ  y  a2  ^  b 


a  b 


a  b 


y/i 


■+ 


Si  le  corps  est  immerg^  dans  un  milieu  limits  par  les  parois 


,  a  ,6 

*=±j>  y=  ±  j,  *  — 

il  suffit  de  prendre  pour  expression  de  h0 

dm  \C%  (x,  y,  £ ;  a,  b)  - f-  C2  (x,  y,  2  c  —  £;  a,  #)]. 

On  peut  <£tudier  le  probl&me  des  ondes  par  emersion  dans  le  cas  d’un  bassin 
parall&ipip^dique  limits  dans  toutes  les  directions,  en  faisant  6tat  d’une  6tude  de  PoiNCAR# 
au  probl&me  des  marges,  c’est-a-dire  en  choisissant  pour  le  potentiel  cp  une  fonction  se  mettant 
sous  la  forme  cp  -=  cpx  (x,  yf  t)  cp2  (#)- 

On  trouve  ainsi  que  cp  est  constitu<£  par  4  series  dont  la  premiere  est  dffinie  par 
r  expression 


$1 


p,=  00  v*sOO 


*  /  A  A  tin  X 

L  sm  (m  t).  cos  - - cos 


V«Q 


v  7 1  y  e 


z 

Ki 


2  c  —  z 


h 


m  \  I  +  e 


en  ayant  soin  de  choisir  pour  Kt  et  m  les  valeurs: 


2  c 
Kt 


.-lJL. 

<2S  ^  b% 


V 


■Vs 

=-hUnt,n) 


+  «  +<5 


cos 


Kx\i+e 


-\ 

*’) 


,  avec 


cos- 


b 


d%  di\ 


~a  —  b 


Au x  fonctions  <E>2,  $3,  <D4,  il  y  aurait  lieu  de  faire  corresponds  respectivement  les 
coefficients  v,  v,  4A^  v)  qui  se  rattachent  aux  groupements  trigonom^triques  suivants ; 
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Si  l\n\  fait  emit  re  jusqu'a  i'infim  Its  diiitcisdit  *  4n  on  tnnjvr  qtie  le 

potenticl  tics  vitossus  a  |Hnir  valeur 


tp 


I  iP  i  />  * 


tw  m  fa 


qui  n’cst  autre  quo  I'integralt*  frmtvee  par  h  *\;  tiuu  lr  *4.  *!‘nn  dmde  mdrtms* 

( )fat'n\ition.  Toutes  its  lots  que  Ton  Httdir  Sts  nijf!r*  dYiwisnM  po nlnilis  dans  tin 

canal  de  larq’eur  limittv,  cit  supptsant  qtr  In  cor{u  hnmerq*'  pa ,  totoftlitr  par  nit  cylimlre 
dont  lea  gnieratrius  piTpcmiknilaires  it  Pane  tin  canal  titifiCttv.nf!  ncitr  la  Ittpcur,  tut  petit 
dire  quo  la  denivdlafion  in*  pent  pas  efre  imlrpenilaittr  dr  \  ;  tin  p* ‘ihcu*  *;m  conduit  k  ad* 
mettre  quo  le  phdu  mu*ne  so  repnalmt  de  la  indue  launi,  dan  ♦  t^af  plait  panillrk  atm  funds 
ne  pent  eonduire  qu\‘t  une  premiere  nppro\j»ia!iHn, 


Role  des  vagues  divergentes  dans  la  resistance 
a  la  marche  des  flotteurs 

Par  E.  G.  Bar  rill  on,  Paris 

i.  Apres  avoir  repris  sur  unc  echcllc  plus  vaste  des  essais  analogues  a  ceux  relates  pai 
W.  Froude  dans  son  Memoire  de  1877,  nous  avons  ete  amenes  a  conclure  que  les  resultats 
obtenus  par  W.  Froude  lie  pouvaient  s’expliquer  suffisamment  par  cette  theorie  classique,  et 
a  rechercher  s’il  ne  pourrait  y  avoir  des  phenomenes  d’interference  entre  vagues  divergentes 
comme  entre  vagues  transversales,  ou  des  modifications  des  vagues  transversales  sous  leftet 

du  voisinage  de  vagues  divergentes.  , 

Parmi  plusieurs  dispositifs  experimentaux  utilises  pour  etudiei  ces  p  lenomcnes,  soi 
par  des  releves  precis  de  formes  de  vagues,  soit  par  des  mesures  dynamometnques  nous  de- 
crirons  seulemcnt  le  suivant  qui  nous  semble  le'plus  convenable  pour  mettre  en  evidence  le 

role  des  divercrentes.  .1 

Le  materiel  experimental  utilise  se  compose  de  trois  modeles  ayant  des  formes  iden- 

tiques  ou  voisines.  L’un  de  ces  modeles  cst  decompose  en  deux  demi-modeles,  par  un  plan 

longitudinal's  ^  tous  }es  modeles  ont  leurs  longitudinaux  parallels  a  la  direction 

de  la  marche  et  les  mesures  dynamometriques  se  font  tou jours  sur  le  meme  modele  qui  est 
celui  plac6  le  plus  a  Farriere  dans  le  sens  de  la  marche.  Tous  les  essais  sent  supposes  fartsa 
la  meme  vitesse  de  route  et  il  est  important  que  cette  vitesse  soit  tres  exactement  reali  . 

11  est  precede  a  4  essais  differents  et  independants.  _ 

Dans  le  premier,  on  mesure  la  resistante  de  remorquage  du  modele  arriere  isole. 

Dans  le  second,  on  mesure  la  resistance  de  ce  mane  modele  place  derrtere  le  modele 

krieC""“S;  on  mesure  ,a  resistance  du  modele,  place  dans fc 
par  les  deux  demi-modeles  places  en  avant  et  la.eralemen,  de  part c ’ 
le  module  snr  lequel  on  fait  les  mesures  se  trouve  a  la  rencontre  des  demi-champs 

E”tK'  Dlf,:  ^"mesure  ,a  rdsistancc  du  moddle  arridre,  place  dans  le 
formd  a  “  fois’par  les  transeersa.es  du  module  avant  et  par  les  divergentes  des  dem, -modeles 

““Les  resultats  sont  les  solvents:  pour  des  modules  que  nous 

de  route  de  a  m,s.  ^  ^  demi-ilotteurs  avant, 

m^ulTem'inTesrdans  le  sens  longitndinal,  de  3,613  ■».,  et  dans  le  sens  transversal,  de 
2,xo  m.,  soit  4,20  m  entre  les  deux  demi-flotteurs) . _ _ __ _ 

Resistance  ^t^ent  en  valeur  I  propor- 

mesuree  caiculee  dlreCte  absolue  j  tionnel 

i«  essai  3,677  kg  0,702  kg  2,975  kg  0  ° _ 

2imc  essai  3,080  kg~  0,702  kg  2,378  kg  o,597  kg  0-2° 

1,2x0 

essai  0,728  kg  0,702  kg  0,026  kg  2,949  kg  Q-99  _ 
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(V  genre  dYssai  sur  mod*  !*’-  \  :  1  ’*  ' 

de  modification  du  champ  dYm*  mid  ■.  m  m  - 
divergentes  peuvent  etre  (tin-  ititpoimeOo  ‘pm  ^  ' 

resistance  tine  a  la  foiuuthan  de  *  n*  ,<  ;  ‘  '  '  '  '  ' 

anmdee  cn  plaint  le  ilaiteni  dan>  nn  -  ’  "  **’ 

j,  Dans  ce  qui  pmvdm  u» *n  .  a\oo  -  o  ■”> *'  ,1,j1  ■  '  (f  1 
meme  position  relathe  de  cliaque  floioni  0‘M1* 
dont  on  mesure  la  reMMainv.  I  ’  am*  *  -  cm..  V*  ! ‘ 

dit ions  dos  essais. 

Pla^ons-muis  dahotd  dato  D  cm  !o  c  -*■  c 

la  menu1  vitesse  tie  junto,  maP  tao  •  »n  moo*.  ’  «a  o 
variations  tie  resistance  ;uanh  put  upt -m *  ’ 

de  la  houle  dVmmpagncmen?  them »qm  ,  d* •?*.'  1  <  *,j  ' 

periode  Semitic  mi  pen  pin*  e< *m U  *  1  r'o  ’  '  '  1 

de  W.  Vuuvde, 

|’laeons  nous  inaiiifriwiif  dan  *  !**  *  a  *  do  '  ’ 

des  demi  Hntteurs  lafeuux  H  mm  moor  *  ■’  ■ 

arriere  a  divots  otoiiiminnOo  me  cor  Vo*  ?i*  ■'  f  ^ 

la  period  idle  de  la  o>Utan*v  ro  rpoV  .  \  <  co  ;  r  1 '  1,1 

cn  Crete  des  divot gentes  tueou or  A  or*  V  ■  a  V  .  o  'a*  . 
tances  en  fonefion  de  loom  n-mrm  jar  .mm  .  o  ‘  !  ‘  *  V  o,  ,  •  . 

relativement  ftiihleo  pruitvaut  *pn!  %  a  n  <  "0*  -•  '  -  * 

jienode  A  e*t  cello  do*  maxima  ma\mr  amn 

Plaqonsnou*  mainuman!  d  no.  \r  e,%<  do,  p  o 
du  train*  faisons  varier  la  utr-oc  d*‘  eoC'  ><m'  ■  1  1  (  - 

de  2  im/s,  (vitesse  de  unite  pout  lepmlY  1.4  ' 

tatons  alors,  fjtie  pout  tine  un iaf sop  d*  t!"  -  d.  'm  >v'>  •  . 

la  resisfama*  varie  de  phn*  dr  **5  t  rfi  <*  *  ■<  >  - : 

dViperer  a  nne  vite^r  ^toohiifM^  e^u  v.oo  •'  1  .  r  1 

dont  il  s‘agtf*  a\rc  df*  irftmhh-%  ,  a,  ■  ■<-  ■  ■■',  - . 


!  o- 0  lineup  0l| 
'■  or?*,  j  Inencrs  dt! 

/s  •  1  ohm  ifue  k 
f  •  1  '  t^aufjement 

o'1  ■!*  tonic  h  la 

'  11  0  an  f lot  tear 

1  e-  ^  ,0  I. Hit  les  COtU 

’  '■*'  ^  •  r?  eoiiHcrvoits 

w  o< '0  f.tfuim  *les 

A  !|-  '■  la  f  'Optirlir  A 

1  00  iralitc,  la 

he..  *  e  .ptniemvs 

A  oovjo  t Uitmvei'Mtl 

*  o.  ore.  /  In  llottnir 

*  *  m  *n  ,  aha  *  quo 

-  ,  1  ,  li  M"  1  .1  r  mde 

-  -  ’  •  .  h  '!<'*.  I  VMS' 

^  .  •  \  h  mriralites 

,  >  "•  sc  o  1  let  roves;  la 

.  .  /.<  L  ^  ‘iOptosliitll 
i  ]v  it  40  HIS 

,d' '  ^ 1  '  a  O'  eoim 

‘  1-  ^  '1  dr  /  llt,kf 

■  1, , ..  .  ,  ••  pmn ?'  ddosats 

J  0  plo  teailiino 


3,  Lf  fait  <jlir  la  pet if^lteOe  dr*.  Ohre  v*'.  r •  r(.o  •  *• ,  ,  r  .  v;o  looaprlSto 

est  la  llleilie  t|lir  la  |ictiu*!icnr  d»o  p-oeo.rr.ro  .  d  ^  *  O  '  1  .  V  o  ,0,1-om  Vitro 

tend  a  pmnver  ifiir  cYu  la  is^r  .m-  do  p-op  pj  <n  1  «  '  -  o  ,  ,  ,  ,,  H  (/  ,<pn  I  *jnc  soil 

lent  mecanisme  intciiir*  H  *jm  p.n  d  o  -  ..  1  ■<  .<  o'..  .. .  -  <  >  '  1  ■  mt/  duiaime 

metrique  de  distinct  ton  etPtr  l#o  o,  o  o,or. .  .,0.  *  1  .  ■  1  -  'Vo. -/p  roo  ftiiMjiie 

eei  systeines  n’mtmdrnncm  qttr  j  it  h-m  rio^r.oo- 

fa*  detail  du  mecaniMiie  a  jot  r-o  m  i!  m  :  -  <f<>  ■  o;  •-  ,  00  pittartifs 

formes  de  flottcurs,  et  eti  |Mftscu!ho#  0,0  14  o-o/.m*  4  .*  ^  ,  vt  ?  0  -  0 

Ofte  etude  11  isioistte  qitr  !r  idoi«ij.t  l  .  ,  .r  ■«♦*  -  5  •<<  ^  •  .  '  .  *  "  M  r  '*440  <rnne  tei 

divergentes  avunt  ef  le%  ilinagriiOo.  ^ico  ^  rooo  ’•  /.  ;  ^  a  ■'  '  >  ,  oiivatit 

qufil  s\agit  de  flotirttrs  faun atdr n  *ai  *V  ^.1,0^--;  ;m  ^  .1'"  ,  1  .  -  v, 

Lliypotliese  de  la  flieorn  ria-onp-  h  o,  -10  /*.  ■  ■  -  -  -  t,o  Vi  o-pe.fj  4tti«;re 

seulemant  (it  rarrterc  tie*  tliv*igc«n-v  dr  Ida^-oo  •,  s  -f  r,(  .  ^  ,  Vo  .  .  o!  uddr  dii  point 

de  vue  ffoni4triq«e 


4*  essais  qui  viessttestt  dVotr  trls^r.  ;  .  o*-  .0  *  ,»  'V'  f  t opac oittaitl 

dei  vedette*. 


E.  G.  Barrillon,  Paris 


Une  autre  serie  d’cssais  a  ete  executec  en  employant  des  modeles  ayant  des  formes  de 
veritables  navires  de  mcr  (forme  T.M.).  Dans  cette  serie  d’cssais,  on  a  d’abord  employe  des 
modeles  identiques  entre  eux  ct  places  dans  les  memes  lignes  d’eau;  on  a  trouve  que  le  gam 
de  resistance  pouvait  (lorsque  le  train  formant  le  champ  de  vagues  artificiel  etait  correctement 
accorde)  depasser  la  resistance  directc  du  modele,  sur  lequel  les  mesures  dynamometi  lques 
etaient  f’aites,  e’est-a-dire,  que  l’effort  de  traction  neccssaire  pour  remorquer  le  modele  dans  le 
champ  de  vagues  artificiel  etait  moindre  que  la  resistance  de  frottement;  le  modele  est  alors 

reellement  pousse  par  le  champ  dc  vagues  aitificicl. 

Le  train,  conservant  la  memo  disposition  geometrique,  on  a  alors  surcharge  les  modeles 
formant  le  champ  de  vagues  artificiel  de  faqon  a  former  des  vagues  plus  fortes  que  celles  que 
produit  le  modele  lui-meme,  lorsqu’il  est  isole.  Dans  ces  conditions,  on  a  pu  abaiss«  _]usqt ia 
zero  la  resistance  de  remorquage  du  modele  place  dans  le  champ  de  vagues  artificiel  c  est-a-dire 
que  le  champ  artificiel,  fournit  au  modele  la  poussee  necessairc  pour  vamcrc  sa  resistance  propie 

dC  h0{i[™mpioi  d’un  champ  de  vagues  artificiel  permet  done,  non  settlement  de  reduire  la 
resistance  de  remorquage  a  la  resistance  de  frottement  scule,  comme  cela  etait  le  cas  pour  les 
moddles  V,  mats  encore,  d’anwulcr  la  resistance  tot  ale  de  remorquage. 

5.  L  etude  4»  phdnomenes  n'est  p«  actuellcmcut  ddvcloppee  ct  surtout  s'etend  sur 

im  nombre  tie  formes  trop  limite,  pour  que  l’on  puissc  des  msuntenant  affirnici  que 1 
ties  champs  de  vagues  a  individualite  propre,  doit  etre  abandoimee  et  remplacee  par  la  com 
caption  dL  champ  d'ensemble  tel  que  celui  que  l'on  utilise  dans  Panalyse  mathemat.que  de  la 

resistance  a  la  marche. 

Une  des  difficulty  de  l’obtention  de  resultats,  setendant  a  des  cas  varies,  est  1  immens 
du  travail  a  enlreprendre.  Une  collaboration  des  divers  laboratoircs  mteresses  a  “s 
serait  tres  desirable,  car  il  est  peu  probable  qu’un  scut  pmsse  mener  a  bien  une  etude  qui 
‘  pent  se  faire  que  dans  des  Bassins  d’Essais,  cn  general  surcharges  dc  travail  courant. 

Le  but  dc  la  presentc  communication  est  specialcment  d’attirer  1’attentxon  sur  un  domaine 
de  recherches  experimentales,  insuffisamment  explore,  et  au  sujet  duquel  il  y  a  matiere  a  un 
collaboration  internationale. 
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Sur  1 6  signc  d c  l <j  prcssion  dons  un  licjuiclt,  pcsdntj 
cm  mouvcment  irroiat ionncl 

par  U.  |!.«u  I  i  g  a  11  '*  •  "  1 1  !  r  1 

Considerons  tm  liqui.h*  parfait  prsant.  en  u^'auwvw  Mine!  Si  nous  prenons 

pour  axe  Os  la  verticale  aseendante.  nous  atom,  en  dfm;m>n<  jui  If  S'‘'!<'»nri  d<  -  vit  esses 
au  point  (x,y ,s)  et  a  l’iwdanl  t.  |*»r  /•  U  p«  pat  f.  It  denote 


^  I  A*  '  I  ,  SI™1"  i 


I  ,  ,  ■  ■’  . 

d/ 


O 


(*) 


d’oit  en  prenant  le  laplacien 


• *A/>  ’.Aurra-!'  -t  \ 

P 

or  les  composantes  (u.r.tv)  .If  gold  >,  i'Umt  !w»n»- -mqm 

A  (grad?  ¥)  ■  A(.vB  |  ,•»  1  .•/■•}  ■  d»  "I'‘  c,‘“l 

d’oit  il  resultc  quo  k  kplm-kn  *k  In  pi.sc.'tt  ,  •?  ;  -1"’  '  ni,! 

Il  sVusuit  que  fit  pressiou  tie  pent  ..tiii-  .en  j, .eum- :u>  ,.■>  .  r-  W.  *»'•,'  if  <«<*«•  function 

nc  pourra  atleindre  sn  home  infciiruir  *|»*<*  •»>  ,r  ,  ■!'  i>-  l‘-|’udr. 

I)e  cette  reinarque  simple  diVnnlent  <* 't .»***»■ f<>ir  rquejev-, 

I.  Ktttdions  It*  mouveinent  iirotui  tunnel  fit  eh'Oe  !>f«r,  d  m  -  0  m  l<\  >1  tin-  feitaiue  masse 

liquide.  A  tm  Instant  quelconque,  la  |«» . .  ’«*►*  •<  !*‘  »■’  At  est 

<o,  p  sera  positive  dans  twite  la  ina^f  d»  tlmde.  *  *u  dws<  «o  1«',  eqnatiwis  du 

mouvemcnt  sans  se  preoccttpei  du  sign**  4r  !a  pte-  »> »,  p> »ut 1  u  »|n<-  O  ' -'v  *  ■<*■''  l*!*11'  par 

ce  calcul  hyixdhetique  evoluc  de  tuanim*  a  tr  qit’il  »*'  ps ■  *■  !■**«•*»'  I'1  ‘*»fre  It* 

Elements  inateriels  qui  la  component,  on  pin*  pHOeiuvn*,  .pi  d  o  *.  .tsi  ’*'U*',,n,if  de  deux 

Elements  inateriels  de  la  surface  avail!  des  pmitiMi*.  *  ■  -*»,  !«-l«o  -So  >»*  “•nminn, 

II,  On  arrive  a  uue  e<.nelu>it.u  aualuqtie  t‘it  eiodeset  !*•  i.1-  ■ot  «,oieot  u  (te;oiunne!  d  un 

liquide  flans  un  vase  a  parni'  five*,,  mr*v  enuaiit  fHaiu*  -  lort-df  ■«"'  uiiple  -  -ui  la  tonne  des 
parois.  On  repond  ainsi,  au  muiii'  pat  ttrlletneni,  •>  eo*'  qoe  ■*>-  -u  (» iinve.'ff  f-as  M  1 1  ,\tiAM,\Rn 

4  1a  fin  du  chapitre  lit  de  ses  l,e«,nns  mu  la  I'tojiapatj.  's  •!>•  '  uOr-  .'n-'  1  ,C' ! 

Nous  8U])|xtserons  avec  preeisiun  q»r  la  >,'0  tat'v  <  1  .-u  .,-nd.'.*  d»*  •  pantis  du 

vase  repond  aux  conditions  stiivantes: 

1.  Une  verticale  la  cott|H*  en  un  pr.iut  an  pin 

2.  Une  droite  de  direction  tjtielct tuque  la  f'.npr  en  d<-ax  c-ai-o  n  cl«'‘ 

II  est  alors  facile  fie  deduin-  de  IVqiiau^i  u  qne  »*.**  *'-^r  -o d.n«',  !*•  piadtent  «le  fit 

pression  est  dirigt4  vers  IVxterieur  *fn  liquide,  oh  en.va *•  -jor  S.t  dnnr-’  interienre  ^ 

est  negative:  en  effet,  il  mi  flit  evideutntem  deJaldn  >jor  .*  lorn 

1  flTrad^d'  n 

fmw§ 

Soit  M  un  point  de  la  parot,  I, a  nedecule  qn>  jmvm-  »-»i  M  ■>  1  m-?au»  *  .*.*rnpe  a  llnstant 
ulterieur  f  +  dt  une  nouvelle  jxjsition  M’  telle  que  )An  an 

a  M M  Vdt  avet:  V  .  prad  ^ 


Nous  avows 


Portons  a  partir  de  M  sur  la  norniale  en  ce  point  a  la  paroi  un  vecteur  MMV  dmge 
vers  l’interieur  et  de  longueur  Sn.  Tout  revient  a  prouver  que  Ion  a  bien 

Vdt.d-j^^n>  o 

dn 

or  H  est  l'accroissement  geometrique  infinitesimal  i?  tin  champ  vectorial  V  pour  le  dd- 


placement  dM  =  M&r  Nous  avons  done 


->  , 

Vdt--y-on 

dn 


:dM>%V 


geometrique  iV  fait  un  angle  aigu  avec  la  normale  interne  done  que  le  produ.t  scalane 
SM-dP  est  positif.  Mais  alors,  la  pression  possede  les  caracteres  survants: 

b)  Hie  a,Tltg  de  rparoi.'lon' gradient  dirige  vers  l'exterieur  du  liquide. 

So  1—  *  »  rdsulte  ^ 

^Tu  .:;ot„tiq«e 

T/at  ^“s^Via 

liquide  sc  separer  de  la.partic  amere  du  solule  pot .  _  ^  ,  de  u  paroi  solide. 

remarques  precedentes,  il  resulte  que  a  cavi  ^  ouveraent  tourbillonnaire,  ou  la  photographic 
Ce  resultat  ne  pent  8  ^  commun  avec  cdle  du  solide  (si  tant  est 

XVcompara^rav'ec  les  liquidcs  reels  soit  ^  ^  ^ 

de  pressions  negatives  tres  grandes  aux  environs  d’un  tube  tourbrllonname  tres  del*. 

i)  Voir  C.  R.  Ac.  Sc.  Paris,  mai  1926. 
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LI c b c r  O  r  c  u  z  stl  n  di  t  d  h  s  d  u  54  u  u  54 
Von  .1.  \*-l-  ‘  i  >  '  •  '  ’  '  ’  '  ,  •  '- 

Vor  langwr  Zi*it  hat  I'uwiot.  M  }.*>•■■..  •  !-l!’  ' ''  '!l  1  ::  '!l‘  v' «lvr 

iqiissiKkfilsriMbunK  f««a  m,  In-dn .  iU-u  V*™  ^  ^  .A  ‘  ;;/ 

eignde  iiniuiWw  Kraftel  hm-cht  ”*  Insult.  ‘  ^ 

Die  (k'schwimliKki-iisKia.lii-nnui  n**»m..l  m  •.  «'  ‘  /  ■  ’T'  ’  ,"u'l‘  1,1,1 

kldnw  ZahigkiHt  vm>  uidit  /u  i-nwchla,  ts.-nek  4  <  ■  «;  "  ‘  '  ‘  '!n  Uui,il 

strihmwU*  dimne  Sdiicht  au^.-ub!  «ud.  'm.1  •  •  !*  ' -  '  ’  “  '  '  "  •••  ' 

l\»lcntiaU»,wi*Knm«.  Im  wiiionsi  \vtUn\  d.-s  *■  ■  '  ’  L  ,  1  U'u'din 

Unterschknl  awisch-n  .k«i  W.ImIu-,,  .M  '•>•»  ‘  '■■■'■  ‘  ;  '  7  '  ;/  . . 

riehtung  vurlicgt  uud  da*  \u*  hntii»iii  M*  *;  A1  <  ^  1  .  ,  (  1  4?I^IIU1 

Stiomung  auch  tile  *  lirn/>i luclit  h<r  chit  mmd *  <ai  <(  tM‘  v  *  * 


Ri*il>uitg'ati  ill'.  Wand  Km-i};..-  u-ih.D.  M.M  n  .a  ,  .  ■  "  ■  '  |,wk 

v„nviirl*l»u  !■■■  D,,..  i"  ‘  ! 

«|i«  ungeslus  (e  Stinimiiw  wm  ■  l*  i  V.-:.!  aM1.1v-  Vv.  —; 

In  ilwn  zilicrti’n  Vorlrai;  hai  I’janl'!  .  ■ 

cr  dir  (iu'n/M-hid.f  ant  dr.  limtr,  >i>.  .  r,  •  .  ■  -u  1  ••  -  '  1  ”  '  ’■  1"i'1  '<»• 

lasting  kiinstlich  vcrltimlcrt. 

Trot  a  ties  groBt-n  theMiriwwti  nvi  n.:<  ;  *  ■>  ’  i  •'"*  '■>  "  •  •’  ’  '  '*  ••  •' 

<1h‘.hit  Vi'i •'Ui'li  ati-clu'im-ti*!  nn'lit  v.  i*  -jn <•  !•  i- 

| )tr  m  tt,n‘,n*At:  i i- i •  i ■  1  ‘  • 1  '.*■  •  -  •"  >  ">  « "‘’s^  »  kml 

itn  *lri  1  •'  1  (  >  ***».kn. 

a  ,  ,  .A  Sii*  lwU-n  *ivt)  A%'  . •  '•  J'  J  t«r 

i  ■  -  -  j  jnaUli-clK  j'alk-  «.i  in  '  ■  ■-  . 1  ’  •  .u'jjuui' 

Nj  itiiligrlt  H.  r. 

_^S\  ill  Still.  I  mH  a.-,.  t’iU.'v/  ■  '  ■  '  ■  ■  1  ■  i.su/.  ri 

I  liiutrit  net >|i  r<  I  >u  i  ee  -'n  1  ’>  -  .  1  -  kti?e.  Itn 

^  dm  eh  etn  us  ,  i  e  i  ‘  i'  ■  i  ”  -  ■  ■'  1 "  ,1’,u  ttitli 

4i  i  Sm  14I11  e,(  .* -  j  c  ■  '  11  '  1  '  /u 

r|  \u  lu  I  \ ,  \  *  1 ;  *  K  ’  1  11  11  A,Hh1i 

llrllii  lMICl|*irJ  iaf‘  ■»"»  ^  ^  •'/;  '  -1,  ‘  -*1-*  *  *  hit 

C  r'"'~  \  !Illllg^\%  illhrl  4r^  t*  *'  fl‘  h  i  '  <'*'  J*  -  • ''  '  rt  1  ,f  ’  !i 

j .  ■  ^  \  hn tliadiUi  vifi,;  !«?',.*'  k  t.  ^  '»  v'-  Ki 

Tr,,f1?77^^  }  thilefi  t  ur>  rs*  )  -M-/,  m.,,;  -  *' rt-  '■■  *  >  1  '  *' 

Afetol  ^sS}  IHii!  H'imm,  l  hr  Ihn1,  ’L,  .  >;i  h’U  Millni* 

tt'D  lilt*  \|lhls'411tg  Mii  ^,1  4  J’l  ,,  '  1  .  '  '  '  -  •  1<!  J  fj  •  1  -r<  lf4|ilr/  ill 

der  Wand  am  Ahli  ih*  imd  ^tngi  i  ,M  ijihs  r  '  l5?|h  lf‘m' 

Sic  kann  wdlcr  luiitm  tinin  I  4":r:u  i/i*  ,  h*  -  -  1 11 U|,t 

handttn  ist.  Will  imm  *h*lm  gr Imi,  ^.*.4,!  ,r;,  *  >^*4  J  •  -  1  . . . 

kontinuicrliclu*  AbHruigutig,  d  h  ^  "  .-r-v.r.L",  *-  1 

Wit‘  Kidi  dif»  AlMiigiing  jiiaidiHdi  4.4  r  J  ,,/5  U}1^ 

gezeigt  vverdni.  liiii  i4tmr%  \X°;i^ri  Unmur  1  i  ^ 

i)  L  VitAmnu,  Vinlmull  dr.  Ill  mini  hUl  •! H^u\  r,,  iv  ;;  ^ 

Seite  484* 


:i  ..  L  I  s  n  ».  h<1if  \\u 

lit  '  ,,  |V.  \  *  Illl,!  /\1>. 

i ** !  '»  '.-1  v  lua'lttilHr 

s,  t  ,  ■  .  *  ♦  rdn^  «  And 


J.  Ackeret,  Gottingen 


erweitert  Die  Stromung  (von  links  nach  rechts)  wire!  dutch  aufgestreutes  Aluminiumpulver 
sLItbar  gemacht.  Die  Aufnahmen  Abb.  2,  3,  4  (Tafel  XIX)  sind  Ansichten  des  Vorganges 

v°n  oben^  ^  zun&chst,  dafi  dcr  Wasserstrom  sich  im  engsten  Querschnitt  an  beiden 

Wanden  ableist.  Es  bilden  sich  Diskontinuitatsflachen,  die  bekanntlich  unstabd  smd  und  sich 

bnld  in  einzelne  grofie  Wirbel  auflosen.  .. 

T.)  Abb  3  wird  r.uniichst  nur  auf  ciner  Seite  (in  der  Figur  «*»)  abgesaugt.  D,e  S  romung 

,egt  ,ic,:  sofort  an,  anf  dcr  andcrcn  (niebt  abgcsaugtcn)  Seitc  ist  nach  w  e  ,or  Ablosung. 
Die  Stagnation  hintcr  dcr  Ablosestelle  ist  deutlich  erkennbar  da  die  emrelnen  Alum, mm  - 
nulverteilchen  ein/.eln  sichtbar  sind.  Zwci  Absaugcschhtze  smd  m  Tatigkeit. 

Wird  endlich  auf  beiden  Seiten  abgesaugt,  so  hort  jede  Wirbelbildung  auf,  dm  Stiomung 

“  gescblossenen,  stark  erweiterten  Rohr  durch 

■  !  (Abb.  5)  (Absaugeschlitz  Ohne  Absaugung  erg.bt  sich  der 

Zivmhmi  f=  r  (Zri  Hhifte  dcr  Abbildung  5).  Der  aus  den  gegebenen  Qucrschn.tten 


L'erfol'gt,  was  nun  technisch  von  groBer  Wichtigkei,  ist,  auf  sehr  kurzer  Strccke.  Im 

einzelnen  waren  die  Daten:  ^  mm 

Durchmesser  der  engsten  Stelle  4 

Durchmesser  nach  der  Erweiterung  2  ^  » 

DurchflieBendc  Menge 

Abgesaugte  Menge  7,92  m  Wassersaule 

Theoretischer  Druckanstieg 

Gemessener  Druckanstieg  zwischen  engstem  Querschnitt 

und  einer  Stelle  A  unmittelbar  nach  der  Erweiterung  6,68  m  WS 

Druckdifferenz  zwischen  Absaugeschlitz  und  A  4,45  ™  - 

$  =  0,0  mm. 

Aufliesen  Angabcn  kann  man  die  Absaugeleistung  berechnen;  sie  ist  3.4  %  der  dutch 
den  engsl  Querachnit,  pro  Sekunde  strbnr.nden  Energie,  wobei  ein  W.rkungsgrad  der  Ah- 

saugepumpe  von  75  %  berucksichtigt  ist. 


6,68  m  WS 

4,45  m  » 
s  =  0,6  mm. 


2)  j.  ACKERET,  Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  1926,  Seite  H53- 
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J.  A  r  k  k  H  K  r ,  <  i  <  >  I-  r  t  \  u  v  x  _  ^  _ _ 

V<  wurden  ferner  l 'mU-nkun^n.  »«•  -tim;  barb!  u»t<  wu-ht.  Bvsonders 

aurdli^t  fiu  Vi-rsuch,  l.fi  «i»  tmu  i.v.v  •'■*>•*  !»»  ,S""  i»m;< j.-nKt  win!  bri  cin- 

teitirn  luibrung  auf  *U-r  konkavrn  Sri.,-.  Aid,.  r,,  -»*  a.-r  ti..» Abb.  Cb 

n,it  AlwauRimw.  Zurx.eit  m.„I  W«m,cI,,-  ..«»  <»»  ';•••»'•  '**  ‘W 

scito  abgesaugt  *inl.  uni  ,la<  « AUrcilk-n  ■  <b,  SnAn.mty  ^V,u;i»n  V^lhuuMn  «u  ver- 
himlmi.  I VI, i-r  nnigo  vorliitUw*  Kij-rbrn^'  i-l  ,  s»  bni-v.  b-imU  u  *,  .n.-in-n  ■  ).  Absauge- 
VwsuclK-  an  Kutft-ln  bat  Shikknk  Wliiid..  n  A. 

m  Vorlaufko.  MiUeilungru  d,*r  AcMitvnamK*  b*-«  Art  ..a  V-a-i'-tak  <,-u*!.gr«.  Hrt!  |. 
t)  Q.  SctiRKNK,  Z.  u«.  !u.  till  bml.  »»-t  M  *  ‘*it .. ..>;i  >vi 


Ueber  turbulente  Stromung  durch  Rohren- 

Von  M.  Broszko,  Warschau 

Im  Gegcnsatz  zu  den  derzeit  vorherrschenden  Lehrmeinungen  wird  in  der  vorliegenden 
Theorie  die  Ansicht  vertreten,  dafi  die  fur  den  turbulenten  Stromungszustand  charakteristischen 
Pulsationen  als  geordnete,  molckulare  Bewegungen  aufzufassen  sind,  die  sich  den  (im 
Ruhezustand  einer  endlichen  Fliissigkeitsmasse  ungeordneten)  molekularen  Bewegungen 
thermischer  Herkunft  liberlagern.  Des  weiteren  wird  angenommen,  dafi  die  ausgebildeten 
turbulenten  Pulsationen  in  ihrer  Gesamtheit  einc  Welle  bilden,  die  un  mneren  Kern  der 
stromenden  Fliissigkeitsmasse  (im  «turbulenten  Bereich»)  fortschreitet,  und  dafi  der 
turbulente  Bereich  von  einer  aufierst  diinnen  Laminarschicht  umhullt  ist,  welch  letztere 
££  der  ruhenden,  stets  an  den  Wiinden  haftenden  Fliissiglceitsschicht  la  Schic^i  weg^ 
glcitet 1).  Im  Falle  eines  gcradachsigen  Kreisrohres  ist  die  Welle  eben  und  die  turbulenten 
Pulsationen  sind  von  hochst  einfacher  Art:  es  fiihren  namlich  samtliche,  im  tui  u  enten  ereic 
enthaltenen  Flussigkeitsteilchen  in  ihren  Achsialebenen  eine  geradlmige,  harmomsche  Beweg  g 
aus,  deren  Amplitude  A,  Schwingungsdauer  70,  und  Wellenlange  X0,  sowie  der  Neigimgswinkel 
der  geradlinigen  Schwingungsbahn  gegen  die  Rohrachse  un  ganzen  Bereicr  liren  C1  111 
iindern  wiirden,  falls  die  ebene  Welle  in  einer  ruhenden  Fliissigkeit  sich  ausbreiten  wurde.  Die 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  ebenen  Welle  wurde  dann  durch  die  Gleichung  w 

gegeben  sein,  und  die  durch  das  Fortschreiten  der  ebenen  Welle  in  ruhender  Fliissigkeit  be¬ 
ll  ingten  radialen  Verschiebungen  der  Flussigkeitsteilchen  konnte  man  durch  die  einfache 

Gleichung 

r'=Ar  cos  2  it  ( —  v-) 


darstellen  wenn  die  radiale  Komponente  der  Verschiebungsamplitude  mit  Ar  bezcidmct  wird. 
“b^adLcn  Fall  , ■archer,  abcr  die  ebene  We,.c  do  m  Medium.  D,e  wrlehch 
eintretende  radiale  Verschiebung  ist  daher  gegeben  durch  die  Gleichung 


Tit 

r'  —  Arcos  2^~Y\ijr- 


in  welcher  T  dm  infolgc  der  Translation  geiinderten  Wert  der  Schwingungsdauer  bedeutet.  Aus 
dieser  Gleichung  erhalt  man  durch  Differentiation 


-  sin  2  %  - 


2  %Ar  T0  .  oT0  It 
- — 2-  sm  2  %  -7%  • 

T  X0  T  \T0 


p.  42. 


BO 
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•  *  *»  f  I  /  *  I  f  M  *  1 1  { '  *■,  |*  !  ,/!  fli  ^  4  \  <  i  *  i  i  U.  5  , 

Piqsiffbar  ist,  su  orluillni  wu-,  unti'i  huiutam,, 

die' radial.-  Korn .I,r  ' 


\UMlnu'k  fur 
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M.  Broszko,  Wars chau 


d{vj  vz)  b(vj  vz)  ^  b  (vj  vj  d  (vj  vz) 

It  —  d/  '  %'z  ■  bs  *” Vr  br 


formen  unter  Beriicksichtigung  der  IContinuitatsgleichung 


,  ^  +  l£  +  <*z,u'=0 

drj  or  r 


die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  um: 


d  (vr’  Ve) b  (vr'  vz)  |  —  d  (vr'  Vz)  _j_  d  (vr  vz  W)  _j_  b  (vr — ^2)  W — ^2  _j__  1  ^  (fov  jj/ 

—jt  —  z=—bT~  +  V'~bs-'r'  b  s  ^  br 


und  nehmen  von  diesen  Gliedern  die  zeit  lichen  Mittelwerte  unter  Beachtung  der  Tat- 
sache,  dail  solche  zeitliche,  sich  auf  die  turbulente  Bewegung  beziehende  Mittelwerte  wie 

Vr>  vj  ^  usw.  von  s  unabhangig  sind  3).  Es  wird  dann 


1  I'dfvjv^  „  djvr***) 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  (4)  ein  und  fiihren  die  angedeutete  unbestimmte  Integration 
aus,  so  erhalten  wir  nach  nochmaliger  Mittelwertbildung 

=  +  K, .  (5) 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  tv  ein  bestimmtes  bezw.  ein  noch  zu  bestimmendes  Zeit- 
interval! 

Eine  analoge  Behandlung  des  Ausdrucks 


1*71?  =  «r‘  (V*  +  )  =  #r'  «.  =  7  j  «r  dt  =  j  dt  7  J  ^ +  ^ 


ergibt  die  Gleichung 


7<  =  e[^^  +  24Ii]+^ 


.  (6) 


in  der  f„  wiederum  ein  Zeitintervall  bedeutet. 

Setzt  man  nun  die  Werte  furi/V  und^'  aus  (5)  und  (6)  in  die  beiderseits  mil  ir 

inultiplizierte  Gleichung  (3)  so  erhalt  man 


r*  cir  _  tud(r  tij*  v^)-\-tvd{y  V2  vz)~C^rdrJrC(>dr 


wobei  C^=.  C1  —  C2.  ....  ,  .  ,  n  •  ^  _ 

Da  die  Integrationskonstante  dieser  einfachen  Differentialgleichung  gleich  Null  is  ,  s 

nimmt  ihr  Integral  die  Gestalt  an: 


4 


wenn  wir  die  Bezeichnungen 


!*,«/»=  A,  f  4  =  ©,  \C*=C. 


'  —  c  —  c 

2  °0-U 


3)  s.  H.  A.  LoRENTZ.  Abhandlungen  fiber  theoretische  Physik,  Leipzig  1907,  p.  65. 
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aaB  die  Dick,  der  LaminarschiA.  sich  au  o,„  cm  ergibt.  Nach  Einse.aung  des  bcrcchnetcn 
Wertes  von  w  in  (io)  bestiramen  wir  die  theoretische  Geschwindigkeitsverteilung  Q 
schnitt  und  tragen  gleich  in  die,  diesd  Verteilung  darstellende  Zemhnung  die  9  Meflwerte  Baz  ns 
It  Em  bloBcr  Anblick  der  Zeichnung  belehrt,  daB  die  MeBwerte  -von  den  entsprechenden 
^  Durchschnitt  nur  m„  einig.  Tausendstei  dieser  Wcrtc  ^ em 
iTum  ci n.  GroBc,  die  vie!  klcincr  is.  als  die  moglichen  McMehler  and  aUfalbgc  durch 
unvermcidlichc  klcinc  Asymmetric  der  experimentell  untersuchten  Stromung  bedingte  Ano 
ma”™l  Zu  der  aus  unserer  Theorie  abgeleiteten  Gesehwindigkei.svertedungskurve  ,s 

rsr.5 

Hilfe  der  Vorstellungen  unserer  neuen,  ohne  empmsche  A  JfecsteUten  These  zu  be- 

moge  einstweilen  geniigen,  um  die  Berechtigung  der  am  A  g  <  b 

soleheir  zAlea  wir  aud,  die  zweiiellos  rich.  aatreffede  Aaaahme,  dass  die  tekaante 
BLASIUS  sche  Interpolationsformel  ein  exaktes  Naturgesetz  zum  Ausdruck  bnng . 


PotentiabStromungen  durch  rotierende  Kreiselrader 

V  o  n  E.  S  b  r  e  n  s  e  n  ,  K  a  r  1  s  r  u  h  e 


Das  von  einer  Kreisdmaschine  irgend  einer  Art  aufgenommeue  odor  uln-rt ragone  Dreh- 
moment  und  damit  auch  die  Lcistung  ist  immer  kleiner  als  das  nach  dor  Kulcrsehon  Eormtd 
bcreclmete.  Der  Eulcrschcn  Formed  liegt  die  Aimahmo  zugnmde,  dab  sieh  alto  Wassortoilchen 
so  bewegen,  als  ob  sic  sich  auf  einer  Schaufeloberfldehe  beianden.  Nun  habon  aber  dio  Schaufeln 
ernes  Rades  einen  endliehen  Abstand  voneiuander,  und  die  Wassortoilchen  beschreibou  infolge- 
dessen  zum  Toil  andere  Balmen  als  die  <ler  Annahiue  entspreehenden.  Es  bandolt  sich  nun 
darum,  das  Verhaltnis  des  tatsachliehen  zum  thoorotischon  Drehmoment  z.ti  bost inunou.  In  der 
Praxis  richtet  man  sich  nach  Werten,  die  man  an  ausgofuhrten  K reisehnaschinen  gomessen 
hat;  aber  erst  in  den  letzten  Jahren  sind  Versuche  gemacht  worden,  das  oben  genaunte  Ver¬ 
haltnis  im  voraus  zu  berechnen.  Wir  sehen  hier  ab  von  don  vorgeschlageuon  Xahorungs  Ver- 
fahren  und  gel  1  on  naher  ein  auf  die  Verfahrcn,  bei  denen  <lie  Strbnnmgou  durch  das  Kreiselrad 
als  Potent  ial-StTonmngen  aufgefafit  und  die  Potentiale  gosucht  worden,  Auberdem  inachen  wir 
noch  eine  weitere  Einschrankuiig,  indeni  wir  die  St  running  als  zweidimensional  ansohom  Diese 
Einschriinkung  ist  am  wenigsten  fuhlbar  bei  don  1  Iochdruek  Kreiselpumpeu,  wahrend  hier 
die  E rage  nach  der  Leistungsaufnalnuo  go ra<Ie  am  brennendsteu  ist.  Als  w  ichtigstos  1  lilfs- 
mittel  steht  uns  die  Melhcxlc  der  konformen  Abbihlungon  zur  Vorfugung,  dio  im  folgouden 
benutzt  werclen  soil  Dabei  mub  die  Rotation  dies  Kreisolrades  durch  einen  hosondoren  Kunst- 
griff  in  die  Redlining  eingefuhrt  werden.  Das  ist  zum  ersten  Male  geschehen  fiir  oin  Kreisel¬ 
rad  mit  radialen  Schaufeln  durch  Prof.  Spannhakk,  nach  dem  schon  outlier  Kociiauski  mit 
Hilfe  eines  Naherungs-Vcrfahrens  auf  ahnlichem  Wegc  ein  weniger  allgemeines  Beispiel  durch- 
gereclmet  hat. 

Wenn  wir  den  Versuch  machen  wollem  die1  in  der  Praxis  vorkonimondun  Verhiiltnisse 
auf  dem  oben  angedeuteten  Wege  durch  die  Rechnung  zu  or fassen,  dann  t reten  tins  zwei 
Schwierigkcitcu  entgegen.  Erslens  mtissen  wir  eine  Abbildungs  Eunktion  habon,  die  es  uns 
ermdglicht,  Schaufel  formon  zu  erhalteu,  wie  sie  bei  praktiseh  ausgofuhrten  Pumpen  vorkommen, 
Zweitens  miissen  wir  das  komplexe  Potent ial  fiir  die  Rotation  des  Kreisolrades  in  einer  Korin 
haben,  dit^  uns  eine  Zahlenrechmmg  ermdglicht. 


L  Abbildung  der  Schaufel  des  Kreiselrades 


Die  in  der  Praxis  vorkommendeu  Pumponsehaufoln  habon  moistons 
die  in  Fig.  t  dargestellte  Korin.  Don  von  einer  Schaufel  in  einer  n»- Rhone 

2  7T 

bedeckten  Zentriwinkel  nennen  wir  f|g  der  Teilungswinkel  ist  "  A  Als  l  Vbor- 

deckungs-Verhiiltnis  hezeichnen  wir  das  Verhaltnis: 

u  Ucberdeckungswinkcl  %  *  n 

Teilungswinkel  2  n 


In  der  Praxis  ist  nun  fast  immer  m  *>  i.  Ihn  derartige  Schaufelformen  auf  emeu 
Nullstrahl  einer  2-Ebene  abzubilden,  kbmien  wir  die  Eunktion  verwenden,  die  Kokh;  1022  in  der 
Z.A.M.M.  angegeben  hat  Die  Eunktion  lab!  sich  durch  eine  leichte  t  hnfornmng  fiir  unseren 
Zweck  brauchbar  machen  und  lautet  dann : 


lrj  —  za\r  /a"|— 

J' 
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7;  a  Sind  feste  GroBcn,  die  durch  die  besondere  Schaufelform  bestimmt  wer- 
den  rausscn^Mit  Hilfc  dieser  Abbildung  labt  sich  nun  aber  nicht  jede  vorgelegte  Schaufel  au 
einen  Stralil  in  dcr  .c-Ebene  abbilden.  Wir  miisscn  eine  gegebene  Schaufel  ersetzen  urei  ern 
Profit,  das  sich  abbilden  luBt.  Das  geschieht  nach  der  in  Fig.  2  dargestellten  a  e  e. 

der  gegebenen  Schaufel  konnen  wir  das  Radienverhaltnis  p  —  —  ,  den  Lin  und  den  / 

winkel  (8  und  8  )  unverandert  iibernchmen.  Damit  sind  die  Konstanten  der  Abbildungs 
Funktio/festgelegt  und  infolgedessen  auch  das  Ueberdeckungs-Vcrhaltms  m  ,  sowie  ie ^  ganz 
Schaufelform  Diesc  Schaufelform  stimmt  indessen  nicht  gcnau  mit  der  vorge  egten 
bbeSt!  die  Abweichungeu  sind  aber  moistens  so  klein,  dab  sie  auf  die  weitere  Rechnung 

keinen  nennenswerten  Einflub  haben. 

2.  Aufstellung  des  Potentials 

Wir  zerlegen  die  Stromung  durch  das  Kreiselrad  in  zwei  Anteile  Der  erste  Anteilent- 
steht  durch  eine  Quelle  in  der  Axe  des  Das  Potential 

A.Uci,  Jd.  -lie  Ro.au™,  to,  to***.*** 

VcrdrSneungJ-Stmmne.  Fur  cl.cso  ^  ,  ”1(!m  Gcschwindigteits-Draeck 

werden  Die  hier  geltende  Kandbedingung  /cigi  1  ig.  3-  v  •  fiprri 

St  lid,,  *.  t  Kompononte  -U,  ^ 

Punkte  der  Schaufel  g  eich  sem  mull  der  Noimal-Komponcntc  „ 

l  unKte  utr  jumi  *»  .  „  I  «,  I  rnt  a  Wenn  wir  diese  Komponente  an  del 

infolge  der  Rotation.  Es  is  a  so.  |  I  *  ’  .  dargestcllte  Bild.  Wir  bilden  nun 

Schaufel  direkt  auftragen,  dann  ergibt  sich  das  in  de  Pigu  daigestelU c  ^  ^ 

diese  r;  -Verteilung  mit  der  Schaufel  zusammen  auf  die  s-Ebene  ab.  A  J  _ 

Schaufel  entsprechenden  Nult-Strahles  (in  der  Figur  ist  angenommen,  dab  es  die 
crhalten  wir  dann  eine  Normal-Komponente  C-,  die  der  GroBc  nach  ist. 

=  7,»  |  |  vr  1 *'  I “  1TJ  c* (/) 

Das  Wesentliche  ist  dabei,  dab  die  ^-Verteilung  in  der  ^Ebene  f'^^fve^eilung 
Pekannte  Funktion  des  auf  dem  Null-Strahl  gemessenen  Parameters  l  ist.  Diese  Verteilung 

ersatz  etner  gegebenen  SchaufelTorm  durch  tin  Abbildungsprofil 
- -  ~  Gegeben:  Ersatz t  durch  etna  Schautel  mit- 

™nkel-, - 1  ^  >«»<  *-Ebme 

Radienverhaltnis  fit* - £_£ - - -  <T  \  .--r-’-..  /Tw_ 

~Ueberdeckungsverk_ m - - - — _ — — -  \p\  -1  i  i  1  1  f  fTT"1"^ 

TZZuMfZm  bellebig  Durch  dte  Abbildung  bestimmt]0]  /T_ _ r\_  ““-Q  T7\  \  \>>" 

M  Gnundform  Logarithm .  Splrate[C]\  7T7 


\troi\w\cos  a 

fig.  3 


Fig •  2 


r  ,  NT,, 11  Cfr^Vii  rfer  2-Ebene  wird  jetzt  durch  eine  Quell-Ver- 

Xor:"ntg»  r^n .  -  E~»e  •»  ~ 
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E.  SdRBNSEN,  Kails  in  he 


dq  2  c  (l)  dl.  Das  Potent  ial  cHeser  Quelle  ist  gleieh:  </  <b  dl  /g  (a  - . I ) .  Da  diese 

Quelle  den  Null-Strahl  si-lbst  xur  Stromlinie  niadit.  ent  stein  aubrr  im  Punkto  /  sell>st  nirgends 
auf  dem  Nullstrnhl  eitie  Normal  Komponente  dor  ( lesdtwindigkeit .  Z.wvi  beliebige  (Jtndlen  auf 
deni  Nullstralil  beeinflussen  sich  also  in  dieser  llinsieht  niehL  Wir  kdmwn  den  gan/.en  Null- 
strahl  ni it  Ouellen  von  der  Krgiebigkeit  jc  (!)  dl  besel /en  und  erhalten  somit  als  I kdeut ial  fiir 
die  Vcrdrmigmigs-Strbnumg  in  der  £  Ebrne; 

4-  oo 

d»(5)  ,  .1  I’  cH{f)  /g  {s  —  /)  iil 
—  00 

Dieses  Integral  ist.  schon  im  vorigen  Jahr  in  einer  nissisehen  Arbeit  von  1  ierru 
W  AETHER,  Moskau,  angegeben  worden.  Das  Integral  laid  sieli  obne  grumPat/lirhe  Sehwiorig- 
keiten  fiir  jeclen  Wert  s  bereclmem  indem  man  in  reellen  nnd  imaginiti  en  Anted  zerlegt.  Jeder 
dieser  Anteile  stellt  dann  ein  bestimmtes  Integral  fiber  eine  bekannte  Kuuktiim  dar  und  kaun 
—  etwa  (lurch  Planimetrieren  —  ausgewertet  werden. 

3.  Einfflhrung  der  Betriebs-Bedtngmigen 

Wir  Ivbnnen  jet /.t  die*  Potent  iale  fiir  die  DmchlluIP  und  fiir  die  Yenlrangung*  St  naming 
zusammensetzen  und  die  fiir  den  KreEebMaM'hinenbau  w  iehtigeu  iDdiugungrn  de.s  stobfreien 
Eintritts  und  des  tangent ialen  AbflieOens  einfiihren.  Iufolge  der  Zirkulation  tmt  die  Sehaufdn, 
der  Quelle  in  der  Axe  nnd  der  Rotation  des  Rades  entMehen  an  den  Seliaufelemleu  unendlieh 
groBc  Geschwindigkeiten.  Wir  kdnnen  aber  di<*  Wassermengm  die  Ziiknlalhm  und  die  1  >reh/,ahl 
so  wahlen,  daB  sich  die  unendlieh  groUen  < iesdnvindigktdten  an  heidrn  SehmUrlendrn  gegein 
seitig  aufheben.  Wir  erhalten  damit  zwei  Ikdingungsgleielmngeu,  aus  deneu  wir  die  Wiukel 
gcschwindigkeit  und  die  Zirkulation  uin  die  Sehmtfeln  mtsredinen  kdimen,  *  lit*  nbtig  sind,  imi 
bei  gegebener  Wassermcnge  Q  die  Geschwindigkeiten  an  den  Sehanfelenden  endlieh  m  machem 

4.  Beispiel 

Als  praktisches  Beispiel  fiir  das  obeu  gescbildtTte  Verfahrm  sind  die  in  Fig.  .{  dar- 
gestellten  Rader  nachgereclmet,  die  konstantes  l  Vberdeekungs  VerhaltnK  m  ha  ben.  Da  bei 
wurde  ausgegangeu  von  dem  Rade  mil  n  ^  6  Sehaufeln.  In  der  ersten  Kune  ist  das  Yerhalfuis 


der  tatsachlich  notwendigen  Winkel-Geschwindigkeit  a>0'  zu  der  nach  Euler  heredmeten  <a0 
bei  stoBfreiem  Eintritt  dargestellt.  Fur  eine  Schaufel  (die  alierdings  sehr  nahe  an  die  Axe 
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•  .fs  :st  ,jas  Vcrhaltnis  aufierordentlich  klein  und  nahert  sich  mit  wachsender  Schaufelz 
7  Werte  x  In  der  zweiten  Kurve  ist  das  am  Anfang  erwahnte  Verhaltms  des  tatsachliche 

55= a:  :rr  c 

Verhaltnisses  »  das  Radicn-Vcrhiiltnis  f  nicht  konstant  ble.bt 

Das  mscliilderte  Verfahren  zur  Gewinnung  des  Rotat.ons-Potent.als  .st  men  » 

Abbildung  au/eine  geradc  Linic  und  nioht  auf  die 

ahnlicher  Weise  x.  bci  einer  Abbildung  auf  ein  anderes  Profit  in  der  rr-Ebene  (z.  • 

2  bei  jeder  beliebigen  Bewegung  eines  Korpers  (Translation  und  Rotation)  anwenden. 


V  e  r  s  ch  i  e  d  c  n  c  S  t  r  6  m  u  n  a  s  e  r  s  ch  e  \  n  u  n  g  c  n 

Von  F,  V  ra  s  i  1 »  Z  ti  r  i  e  h 
(Hiezu  Tafeln  XX  .  XXV) 

Bei  dor  Redout  ung,  die  derzeit  die  I  Ivdrodynamik  aK  t  int'  der  theoret  i>ehen  Drundlagcn 
der  modernen  I  Iydroteclmik  erlangt  hat,  ersehien  es  gerecht  fertigt,  phnfographisehe  Aufnahmeu 
von  Strbmungserscheinungen,  die  in  der  hydraulisohou  Abteihmg  des  Masehinenlahnratoriums 
der  E.  T.  II.  gemacht  warden,  dem  intermit  ionalen  KongreB  tiir  teehnmehe  Meehan  ik  in  Zurich 
(September  Kpb)  teils  in  rulienden,  teils  in  kiuematographKehen  I  Jehfbildern  in  einer  der- 
artigen  Auswahl  vorzufiihron,  daB  einerseits  <Iie  Mogliehkeit  der  I  ierMelhmg  umtrukliver  Bilder 
von  verschiedcnen  St  runnings  format  zur  Ansehauung  gelangen,  audei  seifs  auf  die  Zugiinglicli- 
keit  der  Bilder  fiir  die  mathematisehe  Besehreibung  und  hiemit  fur  die  \\  Ksetmehaftlieln*  i  'liter* 
suchung  hingewiesen  werden  kann. 

Soweit  es  nun  der  verfttgbare  Flatz  ge-daitet,  w  ird  ini  Fnlgemhu  fiber  diese  Yor- 
fulmmgen  an  Hand  von  Ahdrueken  del  Bilder,  vorerst  ahei  fiber  die  I  lerMdhmg  derselbett 

bcrichtet. 

Die  Stromungen  warden  eutweder  dureh  Kinhau  verschiedener  (  kdtnungen  und  I ,eit  • 
wiinde  in  einem  rechtoekigeii  nffeneu  Kauai  mil  einfaeh  weiBgrsf  rieheuem  Foden  olme  Folitur 
oder  zwischen  zwei  parallelen  ehenen  I  ’kitten  und  /war  tuner  SpiegelgkmplaUe  und  einer  we  ill 
gestrichenen  eisernen  (irundplatte  ohm*  hesondere  Folitur  erzeugt ;  die  riugebauten  I  .eitwiimle 
waren  teils  aus  I  lolz,  teils  aus  Blech,  teils  a  us  dfmnein  KauPmbuk  und  rbenfuIK  ohm*  besonden* 
Folitur  hergestellt. 

Die  Bodenstrbimmgen  warden  ini  offenen  Kauai  dureh  FJnstreuen  \  mi  Km nei  n  aim  Kalinin* 
permanganat,  ( Iberfliudumstrbnumgeu  dureli  Aufslmien  von  Ahnuiniiuupuher,  Siimmmgen  in 
der  Mittelehene  des  mit  (ilas  gedeekten  Kanalsvstems  tlureh  Zufuhnmg  einet  liXung  von 
Kaliumpennatiganal  in  entsprechend  verteilten  I  Hiseu  sielithar  gemacht ;  dir  Znfuhnmg  gesehieht 
fiir  die  Herstellung  voller  Stromlinien  koutinuierlidu  fiir  die  Ih  mlrlhiug  \  mi  Fildmu  mit  Zeit  ■ 
kurven,  das  sind  Union,  die  den  zeit lichen  Verlauf  tier  St  i  diming  erkennb.u  maehen,  intermit 
tierend;  die  vStrdinungserseheinuugen  werden  dureh  Momeutaufnahmen  tells  in  einer  einfachen 
Kainera,  teils  in  einer  Kinokamera  bildlich  fixiert, 

a)  Strdmungen  im  offenen  Kanal . 

Die  Abb.  i  bis  3  stellen  abstrakte  Strdnumgen  dar,  deren  Stromlinien  mit  den jeuigen  he 
kannter  kon former  Netze  in  Vergleicli  gebraeht  werden  khnnen  urn!  z.war  Ahh.  i  die  Stemming 
von  einer  Quelle  zu  einer  entfernt  liegemlen  Senke  mit  dem  apollmitsehen  \Vf/,  Ahh,  a  the 
Stroniung  von  Quel  It*  zur  nahen  St*nke  mit  dem  Netx  dt*r  n*ziproken  Radian,  Ahh,  3  *  lit*  tlureh 
eine  Quelle  gestorte  Farallolst  running  mit  dem  dureh  lYberlagening  ties  kurfeMM‘hen  mit  dem 
polaren  Netz  erzeugten  Netz;  hei  solehcn  Versuehen  wird  tier  Wasserduieldlnh  auf  zirka  3  mm 
Tiefe  eingestellt  (im  Vortrag  wttrde  inlumlieh  von  2  3  cm  Tiefe  gespn *rhein. 

In  gleicher  Weise  sind  die  (lurch  Abb,  4  (largest  ell  ten  Strdmungen  um  eine  I  hovselklappe 
bei  verschiedcnen  (jrcschwindigkeiten  hergest<*llt.  Die  Xtrdmuug  um  einen  ruheuden  Zvlinder 
Abb.  5  sowie  um  einen  in  Rotation  versetzlen  Zylindor  Ahh.  6  zur  Darstefhmg  des  Magnus* 
effektes  sind  mit  kontinuierlicliem  FarbzufluO  sichtbar  gemacht. 

b)  Strdmungen  untcr  Glas. 

Abb.  7  zeigt  die  Laminarstrbmung  von  innen  naeli  auBen  zwischen  U*if  sehaufeln  in  tier 
Darstellungswcise  nach  Hele  Shaw  bei  0,5  mm  Dicke  der  St romsehicht,  Abb.  8  einige  aufein- 
andcr  folgende  Bilder  einer  Kinoaufnahme  derselben  Stroniung,  jt*doeh  mit  Zeitktirven,  <las  sind 
die  Umhullenden  der  schattiert  hervortretenden  Flachou,  die  dureh  intermitt  ier< nde  Zufuhrung 
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von  Farbflussigkeit  cntstandcn  sind.  Da  die  Zeitkurven  mit  den  Stromlimen  im  Bild  erschemen, 
so  ist  bei  Kenntnis  der  Zeitintervalle  zwischen  je  zwei  Zeitkurven  aus  der  Verteilung  der Zei  - 
nrlkte  auf  den  cinzelnen  Strombahnen  der  Verlauf  des  Geschwindigkeitswertes  langst 
Sen  bo^iLtar.  Bei  analy.isch  g.gebener  S.romungsform  und  Geschtvind.gkettsv,,- 

teihmg  konnen  die  Gleichungen  der  Zeitkurven  bcstimmt  und  derm  Koordtmte.  ' 

i  r  Anr  Hvdroclynaniik>>  des  Verf  assets  (Veilag  Juli  P  £  ’ 

dutch  einen  Saugkanal,  dessen  zweidimensionale  Stromungsform  ans  emem  konfoxmen  Net. 

1>eStirat  Tbfio  erscheinen  Zeitkurven  in  laminarer  Parallelstromung;  aus  denselben  ist  ebenso 

wie  bei  der  Saugkanalstromung  wohl  cine  Abnahmc  ^  Frage 

Rander  bin,  aber  nicht  bis  auf  Null  zu  crkennen;  dieser  Versuch  wurde  zui  Klaxung 

dCS  "SlS 

kreiszylindrischen  Wand,  abgegrenzten  polaren  Str6mung>rield  "  “^che 

Bogenabstanden  cingebaut,  Wasscrzufuhrung  am  ganzen  ^  gchaufelteilung 

Wasserabfiihrung  und,  in  halber  Brcite  zwisc  len  c  en  pai  a  angcordnet.  Es  wurden 

reichend  eine  Anzahl  vcrstellbarer  Diisen  zur  Farbstoifzufuhrung  anScol"ieT 

Leitschaufeln  aus  Blech  von  konstanter  Dicke ^ ^ aus 
von  25  0  Neigung  gegen  die  Kreise  des  polaren  •  -  Profilachse  verwendet; 

Hoi*  mit  krummer  (Abb.  *7,  18.  ao,  ai)  vcrschiedenen  Winkeln 

bei  den  verschiedenen  Versuchssenen  war  c,;e  ^abSC^  f...R  derjeni„Cn  der  Wasscrzu- 
von  90  0  abwarts  eingestellt,  die  Richtung  teJ  <ai.®  'itti  ^  fiir  Zcitkurvendarstelhmg 
fithrung  angepaBt  und  toils  kontinuierlich,  tcils  intcrnnttieiuia 

Farbe  zugefiihrt.  Wirlv'ls'irkbilduiur  an  der  konkavcn 

Die  bei  nicht  tangentialer  Zustromung  erwar  etc  Wnbe  sa  kbil  lung  ^  ^  ^  ^ 

Seite  der  Blcchschaufcln  ist  deutlich  ersichtlic  1  m  (  U1  "  ’lan„cuibdci-  Zufiihrung  stellte 

kinematographischen  Aufnahmc  Abb.  17,  bei  t  cn  ei  sucie  stromungsgebiet  ein,  wahrend 
sich  entsprechend  Abb.  13  stets  heftige  T^r bu -  un  | ^  Iscllcint ;  die 

in  den  anderen  Fallen  die  Stromung  auBcrhalb  des  ' W  In  fkn  Abb.  r8 

punktiertcn  Zeitkurven  lessen  j1'0  ,,  zc;gt  <lic  Stromung  -  Boiicn 

.*  Stromuug  als  droid— 

erkennen^  ^  ^  ^  noch  v.rsuehe  r.ur 

gemacht  und  rwar  entsprechend  Abb  24.  2 5.  2  “  mit  ZUMhmender  StrOmunsge- 

fiihrung;  man  erkennt  einersetts  Zuna  Hauptbewegung  auch  bei  scliriiger  Zu- 

£^"^d  ^  -  Vergleich  die  Ausbildung  der  Turbulent,  im  geraden 

^  Abb',-3  tvurden  von  °'rtli' 

die  andern  Versuche  von  Herrn  Dipl.-Masch.-Ing.  E.  T.  1  . 

c)  Versuche  iiber  St *»  “ersuche  „t  Darstellung  von  Stromungen 

- Untersudumg  derWassemrdmung  durch  ein  roderendes  Zellen-Kreisetad.  Terlagt  Eascbe,  &  Cre., 

A.-G.,  Zurich. 
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Ueber  die  Labilitat  dcr  Potentialstromungen 

Von  H.  Fottinger,  Charlottenburg 

I  Die  durch  die  Potentialgleichungen  von  Lapi.ace-Poisson  Jcp  =  o  bezw.  =  p  be- 
.  .  Rlektrizit'its-  Warme-  und  « Sicker stromungen»  zither  Medien  durch  Filter-  oder 

sassss  bsmsskt  ssg 

r  D ^naaigen  Tra— «„gu„ge„  — - 


L-Fs  n 

fcffll 

Ctr-U 


Abb.  2. 

Abb‘  *'  v  r  ,  (r 8R,\  Nicht  unkehrbare  Diisenstromung. 

Ablosung  und  Wirbelbildung  nach  Lord  Kelym  (1887). 

n  <•  Crblanche  a  die  Umbildung  der  qucrtrieblosen  «Anfahrstromung»  an 

geprefiter  dunnwandigei  Schl  ;  4-  Energie  enthaltende  «Dauerstr6mung»  mit 

Fliigeln  und  Schaufelgittern  in  die  oft  zehntaclie  Lneigic  ci 

“Sr  "t^ie  <H~A  obne  “ 

kiunmern,  daB  Dissipationen  sonst  dampfend,  stabilised,  kinctische  Energie 

wirken  pflegen.  Verfassers  zusammenzufassen  (Lit.  2 — 7) 

Der  Vortrag  sucht  fruhere  AeuBerungen  des  “  aufzudecken:  daB  namlich 

dk  °hne  dlX  dielyslem! 

'  Energie  ubergehen.  ,  Stets  die  stationdre  inkompressible 

III.  Kb.mallsd.es.  Ausgang  der  Betrachtung  s“  «ts  d,e  *  (Kami-) 

A*******  und  rwar  ein  ™  ™  die  Krn— gs- 

2T£  r  ^KotX.d-g  5-  =  =  -  = 

^  -  Ireier  2TX  ECSTTS 

kon-  und  divergenten  Bereichen  L,U  unci  zwiscncu 

«Totquerschnitt»  a(  (Abb.  2)  zu  unterscheiden. 

A~a-\~at 
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II.  1.'  ("I  T  T  I  N  IS  K  R  ,  I'llAHUit  T  K  S  B  U  U  C. 


1„  C  trill  imU-r  .lou  /.wmiK  -U-s  Hn.dqiut™iial.  .I.t  W.....U-  au.l, rails, 

I, clin...  Basdilcm.ig.mS  »'■  IK..*  Sln«.,..„so.  (jrl.il.U-l.-  T..l/.««-..  1'  ‘-IN'.  ■'>  ».ir,l„  .l,s 

irf  i  i»*  -f  *****  . 

Druckgefallc  soforl  stromabsimU-n;  tlaher  v;  A  «/;  *v  *'M  :  Tl'  «v,  >  °- 

In  i;  dagegen,  stromal)  von  /U  M,U  dor  de»  Tr«r  "»*»•*»  *1*  «t  die  WiW.-  W 

holemle  Zwang,  Totzonen  I’  won lvn  .lurch  don  .v/ivwwm/  gonchteteu  huckuntei  seined  zuruck- 

gespiilt  akkunuiliert  und  pendelml  festgehalten.  daher  dort  ./,  >  »>i  A  .  •  a  a-,  W/ot 

>f.,  ’  liN.-l.  CrcnsfiilU'  sind  dor  froi.  olme  Wr/ugmmg  dureh.ohi.T.ondo  -Sfiald.  wobci  a 

‘  Uf  ,  (/  u  frricr  Austin!!  I,  und  dio  sioli  w  irbeltn-i  votv.ugermle,  dor 

VVaiul  ansdimiogondo  I’otentialstrbimmg  mil  u;  ./  ,1;  •  -‘l.  wm  u.  dltisoren 

und  an  lischformigen  Kbrpern  angestrobt.  In  1>  Ut  dah.-r  anile,  m  auoh  ./...</•  violdoutig: 
dit'idt>  O.  Hioniuf  beruht  gnmdlogond  dio  Auswiikung  dot  *  Im.-iIu-u  .grade  tragor  Mania 
in  Form  stiirkstcr  Ncigung  sur  l.abilitut  itml  hubnlcn in  don  Vor/ogei  imgs/uuen  />. 

IV.  Kinetisches  *).  Dio  potonticllo  Knorgio  il  T  dos  1  tc'-umtsy •i.  in-.  brstehe  in  gehobenen 
Gewichlen,  gospannton  Fodern  odor  Cason,  bcvvegten  FrobkolPon  u.«.  lm  tb.ssig.m  Toil  wird 
Arbeit  toilwoiso  .lurch  dio  Normal-bucko  i<  I  Wum*.  ,  be-m  ^  \  md«angmig-..„b,.,t  l  ubor- 
tragon,  dio  /.war  boi  fust  or  Stmmlorm  tut  licit  lest  and  mtoitiei  toiteili  Gnd,  boi  .Mbtuugen 
abor  unstotig  mid  rolorhaft  t  Maclionmlni  I  Gob  audeiu  konn.-u  tmd  dabm  woumUieh  ton  dor 
Schwm*  verschicdrn  siiui. 

Dio  hinctisclw  S  T  dos  Systems  liege  wdt  uboiwiegend  im  tbissigon  Toil. 

Dissipative  Kriifto  soion  in  erst  or  N  aliening  wuiuddassigbai .  1  him  gilt  nil  jid.  1  imvandlung 


das  liner  giepr  insip  V  *  2J  /’ 


amst. 


"w~wr  '  s  —  -  •  ,  , 

Aoltoro  naive  Beobachtungen  fiihrton  mis  vor  otvva  .15  .lain on  ant  oiito  ohaiaktonstischo 

Aohnlichkoit  nut  Abmiwrg«Hge«  (Mb.  j).  Das  urspriinglicbo  DniekiVtd  in  l>  Mut/t  sioli 
gewolbeartig  toils  auf  dio  Wiindo,  toils  anf  die  sioli  ver/bgoi udoti  lmjmisMiumc.  wio  dor  Ball 
auf  die  Fontime.  Bleibt  dio  idoalo  StiUzung  wogon  iigoudotiier  "Shining  •  1  M-.,  Mil  mis,  so 


Abb.  3a  uttd  %lh 
AehttHchkeit  mli  Knickvorgang* 


«knickt»  das  dynamisclie  Druckgowtilbo  kinotisoh  und  stibstantioll  dn.  Dio  \'o«dniuguugsarboit 
der  Stromung  boi  I)  wird  gomindort  und  bleibt  im  (irensfatl  ab  /im’achs  i/.v  kiiu-tisi  tu  ii  Hnt'rgit' 
2J  T  im  Feld  /)  als  Wirbel  stockon.  Boi  konstanterbalteneiu  bind  V  ninimt  dio  putentiollo 
Energie  S  V  dos  (iosamtsystoms  boschlounigt  ah:  dor  boschlouuigte  1  obergang  in  stabilt'rt' 
Formen  wird  nur  .lurch  Dissipationcn,  etwa  oinsotzendon  imgoordnoton  Imimlsaustausch 
begrenzt. 

*)  Die  Einleitung  dieses  Abschnltts  ist  snit  Eadeicht  auf  eine  Disktissioiisfrago  von  Hcrm 
Levi-Civita  etwas  ausfahrlicher  als  im  Vortrag  dargestellt. 


Die  Ingenieure  kennen  lange  das  Mittel  zur  Erhohung  der  «Knicksicherheit>> solcher 
Druckfelder  in  der  Vermehrung  der  «Gewolbestarke»  j  durch  Verlangeiung  des  «  i  usors», 
entsprechend  eiuer  Vcrringerung  der  Gewolbespannweite  bei  gleichem  Axialweg. 

v  Analytisches.  Zur  Gewimnmg  allgemeinster  Aussagen  seien  statt  der  klassischen 
Sdn.1  ugungen  die  Extremumsatze  von  Deeaunav,  Bertrand  und  Krev  n 
benutzt  Sie  laulen  zusammengefabt:  «Bei  impulsiver  Erregung  ernes  Systems  aus  Rn 
heraus  (z  B.  Potentialstromung)  ist  die  kinetische  Energie  em  absokvtes  Maximum  worn 
impulse  gegeben  sind,  dagegen  ein  acutes  Minimum, 

Anariffsnunkten  der  Impulse  vorgeschriebcn  smd.»  (Beweis  s.  Lit.  8  und  p.)  Lie  let/tere 
dinguag  des  Kelvinschcn  Minimumiheorcms  kann  bei  Fliissigkciten  dallin  gedeutet  wer  en,  a: 

J„  v  . fw.dA  vorgcschriebm  ist.  Da  die  Wandschichten  erst  spater  akkumulierend 

™  L,  L  «>  «* die  mum-''*-* 

vorgeschriebetiem  Mull  IF  ist  also  Or  jede  Potentialstromung  T  =  J  -j-  =  »bs°L  Mm. 

Da  T  uadi  Voraussetzung  praktiseh  =  E  F  des  Systems  «  IV),  so  folgt  aus  dem  Energie- 
priuzip  B  F  +  ^  =  »'“<•  ^  d„  pote„tWstr6mung  is,  uoimniig 

w.  Mder "denkliaren ^amleren  Form  gleielteu  Flosses  *  aber  auderer  Geschwindigkettsver- 
’  J  .  y  T  umi  kleinere  2  V ,  im  Sinne  stiirkeren  Verbrauchs  an  potentiellei 

S3, :  d  s«i  Strebens  uaeh  Uebergaug  i„  stabdere  Formen  zugeorduet  «.  PF 

Las  KMM&mm  scklieht  das  Paradoxon  eiu,  dab  ueu  W  be  -  bad 

Totbereiche,  bei  kous.amerhallenem  IM  V  die  kinetische  Energ.e  J  des  Stromfeldes 
Kosten  polentieller  Energie  des  Gesamtsystems  steigern.  ..  . 

VI  Der  Mechanismus  der  Labilitat  besteht  in  ortlichen  iendenzen  zur  Bildung  on 

SaughlZn lurch  zentritugale  Ablbsung  (s.  Mb. 

Lein  gel!cl«:,!  dt  Aubenstrii.nung  such,  das  bcspblt.  Segment  zentriiugal  — 


Abb.  4*  , 

Konvergent-divergente  Strdmung  an  einer  Zylmderwand. 


Abb.  5- 

Potentialstromung  um  Plattenrand. 


Konvergem-aivcrgcuuc  -  -  .  ..  -  , 

Das  edit  aber  auch  fur  jeden  an  der  Wand  des  Segments  liegenden  Flussigkeiisfadcn, 
der  sicfverndge  seiner  Traghe!,  sofor,  ablost,  sobald  Gelegenh.it  zur  Auifullung  des  zw.sehen 
Wand  und  Ablbsestrbmung  entstehenden  Hohlraumes  geboten  is,.  Man  kam, 
pumpens  des  Druekes  durch  die  Wandstromung  sprechen.  Besonders  deutlich  w.rd 

““"l  DLL  helm  Aushubstrahl  eindrmg.de 

Luft  bei  tier  Wandreibung  Grenzschichtmaterial  Oder  Totwasser  den  Saugraum  aus,  der 
fund’amentaler  Bedeutung  fur  die  Labilitat  ist.  (Vgl.  auch  I,  I-4-) 


479 


VII  Auslose-  Oder  Steuerellckle  an  «1u*  l- inh-iitmi:  dm  W ;u.«lhuW-n  ./)  kfmnen, 

entsnrcchond  der  almoluten  I.abiliiut  alU*r.  auch  mu  milmh  dtvng.  «*«•«»  I'uUmmUiKiwu*, 
durch  die  versclncdcnstcn  Vorgange  bedingt  *■  «•  •“««»'  f*  Abw«cln.nK«i  von  den  Be- 

dirmuam-n  des  L^ran^n  Sa,^  i.U*.  dm  Imh.dHmg  de,  « u  hI.w M,d,Kk,,fit.,maUal,.  Ge- 
n-umt  scion  niehf  potent  mile,  willkinlidic  and  veimid.  .In-in*  Krutte,  g.M„«!r  t  h  ucksystome 
(Al)s.  IV),  Wandreibung,  Kapillaritiit,  w.Hkiirliclie  Dkhtmmdermig  .lurch  Krwarmung,  Gas- 
abseheidung  odor  .Lusting,  VerdampfmtK  <dn  k.mdmmati.m,  /tuiilmmg  mm  Lull,  Hampf, 
stagniorender  oder  tuibulentm  IdibMgkcii,  \  m thm-mpim;  '»><*  UrKnalaa,  v„n  Wunden.  Kin- 
fiigung  von  Wiindcn  oder  Membrane,.,  Sehivbmn,  mu  dutch  lushum.  mm  HmMgkeit,  km 
alle  Kft'okte,  uelehe  mig/cu/ir  Mi, htiuny, .<>■»>•* M*'  nud  hmhemihien, 

[)a  die  Hildungsart  der  U  irhel  uud  luiU-mehe  an  mol,  tunu-M-mindt  mid  \ ielseitig 
moglich  ist,  su  liefoft  die  Theuiie  uuch  gnmdlegi  tide  \U'‘Ui*ni  bn  /u'li'UHjn  mid  /  mhuU'HS- 
stromuuRtn.  Z.  H.  schatit  jedn,  nahe  mum  Wand  entn.mdmir  Wit  lad  ti  :(.  U  iu  und  ij) 

zwei  labile  Stauzoneu,  mac  vur,  einn  hiutm  mob,  an  dmim*  nmu-  \\  iih.  libi.r.uugmi  mi  envarten 
siad,  im  Sinne  vermeiirtm  Tmbulen/,  VMi/ugmvne  mud  nbnit,m|.J  /mum  die 

Hauptqueilca  der  Turbulniz. 

VIII  ZusatnmenlaSKttng.  Jede  inknmju  modbUs  dutch  mlmeHe  Imp,, be,  a  bo  numoUmcn 

Dnickabfall  erregte  Initial-  oder  Potentials,  .timing  is  u dlkmuiumt  emdnitig  geSaltet,  Im 
Augoublick  tics  Ktationanverdviis  wild  -a*  i<-d>»v*h  /ugteich  /t*M  in  dm  due, genteu,  del  \vr- 
zbgerung  rauuigelamden  Zomrn.  SUiHt  bleibt  am  dm  sngubie,  .aMm  mjfmd.'  Stiuaumgs- 
typ,  bei  dent  das  spiitere,  Saturnine  Druckgefalle  uusiahmdo1.  die  Hielumtg  de*  mount  onon 
Anfahrdruekabfalks  bdlndiiilt,  also  mtr  kouvrrgente  Sti.milidmi  und  . . hlnmigmig  vor- 

kommen.  . 

Zur  Erkenntnis*  dieser  LabiUtlil  war  Vmfawr  *chun  vur  .‘W  fahi/ehiitrn  in  tiaiver 
Wdse  (vgl.  Aim.  IV)  gelangt.  Die  jwiiitiw  Kon*.mtkti<iu*.v«»im*bnfi  dm  /;mifv»ge»<i'n 

Stromf&den*  hat  ihm  sent  ujo3  als  Leitmotiv  tan  der  Dureldiildtmg  dm  *.  I'nilmtiau-biHimtumi* 
(Lit,  f)  gedient,  deren  Wirkungsgrade  seit  15  Jatiien  die  Sdnut.-hvmie  dm.  mm  der  wisseu- 
schaftlichen  I  lydraulik  errelchtcn  Knergieimwitzes  darstetlmi  dm  turn.  (>t  1  %  bei  tier  -Ueber- 
setz«ngs»tyjH‘  and  97  -  W  %  bei  der  ^KuppUmgs.type  fib  .lie  iueeli;»ui  e!i  >  hvdi  anli-cii 
mecbaaische  /bi/>/>e/iimsetzuug.) 
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Em  allgememes  hydrodynamisdies 
Potentialproblem 

Von  N.  Zeilon,  Lund 
(Hiezu  Abb.  2 — 4  auf  Tafel  XIX) 

Die  folgende  Fragestellung  gehort  dem  Gedankenkreise  der  hydrodynamischen  Theorie 
Oseens  an,  indcm  sie  Bewegungszustandc  der  reibungslosen  Fliissigkeit  durch  Losung  der  m  ge- 
eicneter  Weise  linearisierten  Differentialgleichungen  bei  nachfolgendem  Grenzubergang  ([!  ■>  °) 

7U  beschreibcn  sucht.  Mit  Beschrankung,  der  Einfachheit  wegen,  auf  zweidimensionale  Be- 
wegung  liifit  sich  der  Grundgedanke  der  Oseenschen  Theorie  folgenderraafien  in  verallgememerter 
Fassung  aussprechen.  Ich  gehe  von  den  bekannten  Gleichungen  der  stalionaren  Bewegung  aus 

und  nehme  an,  dafi  durch 

«  =  w0  +  w',  v  =  v0-\-v', 

die  gesamte  Geschwindigkeit  auf  eine  bekannte  «eingcpragte»  Stromung  (u0,v0)  und  erne  zu 
besthnmende  Storungsstromung  verteilt  ist.  Die  Annahme,  dafi  die  quadratischen  Stoiungs- 

glieder  __  _ 

11!  w,  vf  w 

gegenuber  den  halbquadratischen 

u0  w}  Vq  w 

vernachlassigt  werden  diirfen,  fuhrt  auf  die  beziiglichen  linearisierten  Gleichungen. 

Es  liegt  nahe,  als  eingepriigte  Primarstromung  eine  larainare  Bewegung  einzufuhien. 

Setzen  wir  also 

«o=_M,  =  +  **=<>• 

Durch  Elimination  aus  den  Bewegungsgleichungcn  erhalten  wir  eine  fundamental 
Glei chung  von  der  Form  _  _ 

. (,) 

Wenn  p,  =  o  gesetzt  wird,  kommt  sogleich 

b  (}) 

b x ’  by  — 

^  ~  of  oder  w  =  /  (qd, 

b  w  d  w 

b  x  9  by 

Wir  konnen  somit  schliefien,  dafi,  von  moglichen  Diskontinuitaten  (A*->oc) 

Losung  des  linearisierten  Gleichungs systems  aufier  einer  lammaren  Stromung  auc  erne 
lente  Stromung  enthalten  kann,  derart  dafi  der  Wirbel  auf  gewissen  Stromhmen  emge 
pragten  Stromung  mit  konstanter  Intensitat  verteilt  1st  _  ,  ,  it  (len 

Dieses  Resultat  wird  durch  die  asymptotische  Diskussion  der  Gleichung  (  ) 

zugehorigen  Grenzbedingungen  bestatigt. 

Wir  setzen,  urn  die  Kontinuitatsgleichung  zu  befriedigen: 

Es  findet  dabei  die  bedeutende  Vereinfachung  statt,  dafi  wir  auf  eine  schon  bekannte 
Diskussion  zuriickzukommen. 
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Es  set 


^  imu^iiurtn!  v»n  *  i  - 

Auf  die  Kuordinateu  -p,  *{/  ti utit  icii  i  *-t  Italian  wa  !  s 

(?4  :  I'Ad*-  H  >li.  =  ,;'  " . -  w 

Dim*  ( Heiclumg  I'iii  *v  «*>».  'on  d< »  K>*  >.  hn.i*. no  d  5  A>,>  IS  mil  derjenigen 

(Jlcidumg  identisdi,  dereii  ••  \  eihulten  in  *  *  ■  rn  l*;,'*’ii<  W  11  l>dt»iidung  uiul 

K-ielwasser  bestimmt,  In  «D*t  <  brn/e  ins  jt  »•  k"umr  I.,  u ,  ii.-it  1  dir  Ran  !*•»  dmgmtgen  prin- 
zil>it‘ll  dassdbe  Resultut  heratis,  Dm  Ran  Ikm  w  uud  m  •».■{  )’><  i-  idn  ),<  unit.  <  nu-r  diydra- 
dynamisdien  Vorder  *  be/w.  •  Rtni  .cite  eu?*  |<t<  d/en  1  At  4/1  V  .in  ..-i'.  i'iui  gleitet  die 
Fliissigkeit  eint’aeh  in  reiner  h iienti.il'.tinmimg  *.*<d«  i.  w.dueitd  .in  dm  Rnek- eite  ( .V/>)  »lk* 
Wirbelverteilung  so  zu  bestiuimeu  Ft ,  dull,  wiiiii  us  'gb,,u,  •  be  I  In'.' >  l.i  elltsi  am  Kbrjier 
haftet. 

Die  1  ierleitung  dieses  Resuitates  is?  all--  *1/  n  t  i,;riiM  fi.iHeii  dm  t  ii  »u  liosimg  \t>n  (a) 
leidil  versliiiitllidi,  Weim  f 'f,,,  »|/(l  i  rinen  w  illkni  In  lnm  Duui.s  dm  Uandknne  luveiclmet,  mi 


wirtl  die  gesudite  i  ./"imiul 


/'■(?.  ^  %>  w 


Uiit  I  iilie  del  1‘imkUoil 

.  i  >  4  »  (  ‘  i  1  !  I  • 


>j  %  j  /. 


/•  *'  A„l*  *  };  A*  U  W"  M'K-WT 

I 

wo  K0  eine  llankeWhe  Fuuktion  von  imugiiiuiem  \igoitu  ni  l«  l»  un  t.  m  >:«,  e...lmheher  Weise 
durdi  die  Greensche  Forme!  dargestelli,  Fm  jt  >.  o  iiitdef  man.  dad  1  iilmall  gegeu  Null  kon 
vergiert  antler  auf  der  dmdi 

1»  *K.»  » r« *  °* 

del'mierteu  shiguliiren  Ktirve,  wo  /■  derail  tmendlieh  wtrd,  dali  da  <  ii<  <•»  »  lt.  Uaudmtegral  einen 
entspredieiiilen  endlidien  Relrag  liei'eit 

Durdi  jeden  1’unkl  i  >|/(J,  tpn )  hat  man  aDo  die  heirittVnde  StiMnlmir  <\t  /n  /ielien; 

die  (iesamtheit  aller  1’unkte  der  l,'lussigkei(,  ftir  wdetie  ^  .  >|((  ia,  f*»-  nnmit  die  i*oim  und 

Ausdehnung  des  der  hydrodyuamisehen  Riiekseite  aitge  -ehlo,  eiteu  \\  ultelin  ii  idie*'. 

Die  Art  des  neuen  jiotentialilieon'tischen  Dii/lileuts  ist  dami)  aueli  testgrlegt.  Kadi 
dem  Desetz. 


da'  d  A,  tH  ,  .  t,..x 

Vi  ip'  "(Dp  A,i'H  ! 

soil  auf  den  genannten  singuliiren  Kurven  eiiu*  Wirl/elbrlognug  mil  ziigehdtigei  Sii.mumg.  d.  li. 

die  unbekannte  Funktion  w  und  die  daitiit  verliumleue  htiuimmgsfuiiktioit  H,  so  Festimmt 
werden,  da8 

(«o  4'  »')  cos  [»<  •»)  t  (?'.)  i  (»,jj  o  an  S,i; 

«o  i  ><’  7'o  i  r1'  Vorgesehricbeuen  Wurten  .»»  Sf> ; 

u'  v'  o  im  l  aiemllichen 

wird. 

l)  Siehe  Boussinbsq,  Journal  de  Lkmvflle  (6)  i,  S.  J85,  1005  und  H<ik*«i.ks,  Akatl  Amster¬ 
dam,  Bd.  23,  S.  1082,  192(1  21. 
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Nur  ein  paar  Worte  iiber  die  Frage  der  Existenz  und  Berechnung  einer  den  obigen 
Forderungen  geniigenden  Funktion  0.  Wir  nehmen  an,  das  Problem  sei  durch  konforme  Ab- 
biidung  auf  den  Fall  des  Kreises  reduziert  worden.  Wir  belegen  dann  die  genannten  Strom- 
kurven  mit  kontinuierlich  verteilten  Wirbelzentren  von  einer  nur  von  <jj  abhangigen  Dichte. 
Durch  Spiegelung  laBt  sich  zunachst  das  so  bestimmte  Wirbelfeld  durch  eine  Potentialbewegung 
derart  komplettieren,  daB  die  ^-Komponente  der  Geschwindigkeit  iiberall  am  Kreise  verschwindet. 
Es  laBt  sich  sodann  leicht  ein  gemischtes  Potential  feststellen,  das  die  Normalgeschwindigkeit 
des  Wirbelfeldcs  an  der  Vorderseite  annulliert  und  an  der  Hinterseite  die  vorgeschriebene 
<Jj- Geschwindigkeit  besitzt.  Die  Bestimmung  der  gesamten  libriggebliebenen  cp-Geschwindigkeit 
an  der  Hinterseite  ergibt  fiir  die  Wirbeldichte  eine  Integralgleichung  mit  liochstens  logarith- 
misch  unendlichem  Kerne.  Das  Problem  ist  damit  im  allgemeinen  losbar. 

Es  ist  klar,  daB  die  Wahl  der  eingcpragten  Stromung  gewissermaBen  willkiirlich  ist  und 
selbstverstandlich  den  naturlichen  Voraussetzungen  des  beziiglichen  Problems  gemaB  getroffcn 
werden  muB.  Ich  crwahne  als  Beispiel  den  Fall  des  in  einem  gleichmaBigen  Flussigkeitsstrome 
rotierenden  Zylinders  («Magnuseffekt»),  wo  man  als  naturlichen  Ansatz  fur  die  Primar- 
stromung  am  einfachsten 

cp  -  j- 1  ijj  f™  A  [x  1  y)  "4"  t  B  log  (x  ~f"  %  y) 

annimmt.  Die  Abb.  i  unten  (fur  j  =  P;  2;  3)  zeigt,  wie  der  Wirbelbereich,  der  in  der  Oseen- 

schen  Theorie  des  stillstehenden  Zylinders  der  Stromungsrichtung  parallel  verlauft  und  gerad- 
linig  begrenzt  ist,  jetzt  durch  die  Rotation  deformiert  und  abgelenkt  erscheint. 


Der  Vergleich  mit  den  nach  zunehmender  Drehgeschwindigkeit  geordneten  Aufnahmen 
Abb  2-4  (Tafel  XIX)  zeigt,  daB  der  verwendete  Ansatz  sich  den  experimentellen  Vjrhaltmssen 
gut  anpaBt.(  Insbesondere  bemerkt  man,  daB  die  charakteristische  Weise  in  der  das  Wirbe Ige^i et 
vorne  am  Zylinder  hinaufgesaugt  und  sogleich  in  einiger  Entfernung  allmahlich  schma^  w  ’ 
ihr  deutliches  expertaentdles  Gegensrtck  besitzt.  Es  ist  wohl Jtaum  not.g  hervorzuhto 
die  explizite  Durchfiihrung  der  hier  skizzierten  Theorie  des  Magnuseffekts  sowohl  einen  Auf- 
trieb  wie  auch  einen  Widerstand  ergeben  wird. 
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Zur  Bestimmung  ties  Kielwassertlruckes  in  der 
asymptotisdien  Widcrstandsthcori e 

V o it  N «  y* e  t  lull  *  1- u  ti  4 1 

Die  IAsun^  des  OskknscIicii  Mationami  I J<-\\ *i uM^uis  ugiM  /,  \\,  im  I»alle  des 
Kreiszylindens  ein  mil  tier  Frl’ahrung  14111  ubnriuMiinwtiidr*  duielen'hiduHrln  *  Stiuiminghbiltl, 
Der  Physiker  winl  aber  an  /wei  riuMantleii  \nDi4i  iiehmen,  1m  Nine*  Ullf  iln  Widmtaml 
viel  zu  grolS  aus,  zwritens  winl  der  I  h nek  hvim  I’a^inesi  4 «•*»  \\  1*  Ud*  elm muvs  unMeltg, 

Set zen  wir  wie  grwbhnlieh 

a  #tl  //\  e  p\ 

wo  «0  die  konstante  Strdiiitiiig^ge^eliwiinligkrii  linlrtilii,  m>  lulgi  mis 

tl  i/  .  . 

rjt  r  m  ■  f  14*411, 

r  it  4'  ‘  # 

d  *i  .  . 

I"  p  ;i  «v  ^  j.  *  }i  a  ; » 

bei  Vcrnachlassiguiig  tier  ijuadiatKebrn  idtnlri 

,/ 

wdluend  exukt 

»/  p/,vj, -'*/> 

sein  sollte.  Ks  i>t  wmiit  klar,  Mali  die  1  htiekbr  ■.timtmmg  tchh  ib  ni  wud,  .1  .bald  drt  Ativltuek 

/;vp"'«/t  ;/  Jvj 

bedeuteude  Write  aimimmt.  Nehuieii  wir  In- sunders  dir  inuekti’i  tnhmg  langs  tin  <  dterllache 
des  Kbrpers,  so  ist  dort  in  <U*r  t >si<KNsdieu  Lusimg  t  at  w  edit 


Somit  winl  eine  1  buddies)  imtumtg  dadunh  rtit-.t.hni,  dad  •!,«  «{ua<ti attache 

Frodukt  w'wnicht  iibendi  veniachliissigt  wndeit  hatm  1  >u-  t  .  rtuditU  iitmm?  .d.n  in  jener 
Lusting  italic  tier  tircn/c  tics  Wirbelbet  etches  grotlr  Write  an,  mdirvundmc  winl  brim  himritt 

in  den  Wirbelbercidi  w  derail,  tmcmlliclt,  dull  */  mil  dmm  rtidinltrjt  Ib-ttag  'InUmmim-i licit  bis 
zu  jenem  itbcrtricltcmm  .Smtgdruck  abfallt,  der  ftu  dm  ,n  giuJJm  Widn  latid-.kMcfli/ictUcn 
hauptsnchlicli  verautwortlidt  ist.  Das  fehiet butte  SchlulheMtltut  m  rlmt  m  Sncbnet  •.undlidter 
Wcisc  die  natiirliclic  bulge  tlavun,  dull  dir  1  Jilin  cut  Mlglcirlmiigrti  m  ■  m«  to  kt  itmhett  t  icliiet 
in  all/.u  grober  Weise  verlet/.t  wtirden  dud. 

Lin  diarakteristischeti  Krgebnis  dm  ( kcrtf.chrji  Tln-om-  u.i  d»r  1>  tntribajg  des  Kutjtcrs 
in  cine  hydrodynaniisclie  « Vurtler-i-  und  *  kuckwite#,  \  ir!r>  u  }l,  die  «  \|<r i$its»  ntrlle  1’atsaelie 
ties  nahezu  konstanleu  Drnekes  an  tier  Ktiekseite  ties  Kmj«.}s|  d.niri  bin.  dab  die  tlainit 

zusammenhangenden  vtTscliiedenartigen  (imi/bcliugimgen  ,(,|t  iimtg  dm  Mtiv  .igkt  il  an  der 
Vorderseite,  Haften  an  tier  Hiickseite)  tier  Kriabrtmg  gin  etii ijinvlten  i  t  t-a  suttubl  jiby-i 
kalisch  wic  mathematiscli  klar,  dall  tier  \Vitlei  »»and  in  <lm»  *1  i,tits|«.n  vi,u  U  itbrln  vmt  tier 
Hinterseite  nach  riickwarts  seine  t’rsaehe  bai.  I  (all  iibnb;nj|<i  rmr  *i»  ilamg  |ut  *  Miis'<igkeii 
einen  endlichen  Widersfand  aufweisen  katm,  nibrt  <lavun  ber,  d.til  an  1«  i  K-d  j»eiubt  irtaebe  die 
Wirbdkriifte  nodi  bei  versdwimkmder  Reibimg  cine  emllkbe  Arbeit  am.nd.tett  h.e  e  1‘atsache 
findet  eben  in  dem  fundament  akn  ( iren/ailau  gang  tier  ( Jscensrhett  lltenri>  ibim  k  Ian  11  Amt  buck 

Nehmen  wir  jetzt  die  Uktuig  ties  cigrut lichen  Usnrn>.efieii  l't<d>b-m  a!  en4e  aliening 
ties  Widerstandsproblems  an,  so  erschdut  zuniiclnt  .let  Drnek,  d  b  4n-  ISmkum  q,  ah  m  der 


N.  Zeilon,  Lund 


gewahlten  Approximation  eindeutig  bestimmt.  Es  ist  aber  leicht  einzusehen,  daB  diese  Ein- 
deutigkeit  gewissermafien  scheinbai  ist,  nicht  nur  in  dem  Sinn,  dafi  der  Druck  nur  approximativ 
bestimmt  wird. 

Schreiben  wir 

v  =  v',  u  —  ul{y)-\-u', 

wo  =  h0  auBerhalb  des  Wirbelbereiches,  so  konnen  wir,  dem  Grundprinzip  der  Oseenschen 
Theorie  gemaB,  ebenso  gut  mx  (31)  als  eine  modifizierte  Primarstromung  betrachten.  Wenn  aber 
jetzt  die  quadratischen  Glieder  u'  w,  v’  w  vernachlassigt  werden,  so  kommt  nach  Elimi¬ 
nation  von  q 

b  q  |  * 


p  ux  tv  —  ■ 

d  w 

9  u*  17  = 


was  fiir  p,-*.o,  von  Singularitaten  abgesehen,  auf  die  fundamental  Gleichung  der  Oseenschen 
Theorie 


fuhren  muB.  Dementsprechend  wird  man  jetzt  finden 

r  —  ,  d  q  _ 

q  p  /  uxw  dy,  yj  —  °» 

was  binnen  des  Wirbelbereiches  eine  ganz  verschiedene  Druckbestimmung  bedeutet,  obschon 
das  allgemeine  Stromungsbild  durch  die  Gleichung  (1)  bestimmt  ist  und  somit  auf  den  Oseen¬ 
schen  Typus  zuruckkommt. 

Die  Druckbestimmung  im  Wirbelschwanz  ist  somit  bei  irgend  einer  gewahlten  Naherung 
wesentlich  unbcstimmt;  urn  definitive  Druckwerte  zu  bekommen,  miissen  wir  noch  durch  irgend 
eine  supplemental  Hypothcse  eine  besondere,  geeignete  Primarstromung  auswahlen.  Mit  Bezug- 
nahme  auf  die  vollstandigen  Differentialgleichungen  erscheint  es  natiirlich,  die  Auswahl  so  zu 
treffen,  daB  in  dcr  Nahe  des  Korpers  diese  vollstandigen  Gleichungen  so  gut  wie  moglich  be- 
friecligt  werden*  D.  h.  wir  setzen 

“1  (. y)  =  us 

wo  ut  die  totale  Geschwindigkeit  an  der  Korperoberflache  bedeutet.  Nach  diesem  Prmzip,  bei 
Benutzung  der  Oseenschen  Stromung  ist  aber  an  der  ganzen  Ruckseite 


woraus  wiirde  folgen 

dq~ =0,  q  =  const., 

was  ja  nach  der  fur  jede  Stromlinie  giiltige  Beziehung 

d  q  —  jjl  (A  u  dx  -f-  A  v  dy) 

fiir  p,  o  plausibel  ist.  Der  absolute  Wert  des  Kielwasserdruckes  wiirde  aber  nochunbestimmt 
bleiben,  weil  in  den  kritischen  Punkten,  als  einzigem  Sitz  der  Wirbelablosung,  w  —  «nd 
«  diskontinuierlich,  somit  als  unbestimmt  zu  betrachten  ware.  Man  erzielt  bestmmte  Werte 
durch  Annahme  von  kleinen,  den  kritischen  Punkten  angeschlossenen  Gleitungsintervallen.  Dem- 


entsprechend  win!  dir  t  Ktvmahr  '  ’m  d  ■  '•  1  “•  ■  w  *■  -  ,  *d:m  i\d?,  In^rndi*  %stifjmtl 

erset/.t,  bei  tier  dor  1  If  tidaihi  st;an*:  >*<  1*,;  b  nn  '  -  '  1  '  *.mf  *i.  t  md!r  \\\*^ 

sddkdJIich  tlie  Au.MWiiiiiiiK  d«i  1  j|(  rung-  d-1;  - ,  m/.-m,  !  >d?  >udi  rlurclt  (Jrcn 

ubergang  atif  tdnr  dm  f  i^mniuu  Sftmmmu,  -i >'  «  •  <  d  l1"  <-/*  v-mnn^  ‘dilhdUit 


( idiot  wir  umgrkriit t  davim  atm,  rs  handlr  Midi  darum,  rtrtr 
der  vollstandigmt  t  ilriclnttigmi  in  dr1,  V.hr  '1  ,  X  <  ^  1  m  ,*■<  n 
kleimrn  Glmttmgdittrrv.dlmi  mid  \u»<'<v  II  ^  ,  ■  p-?  *  m  %  %  iglirii 

wiirdn  man  imtm*r  rnHudm  p*  >rlir  klidn  **li*r  «*  '  - 1 ,  I  m  -H*  < 

vorgehemk*  volblandigr  t dmrlnmg 


<^‘Mr  I  Aung 

!**•»  \»»u;tljinc  v0n  ^ 

•‘"  ,|r*  Riickseite 

ti  I*:  li»i*in»it it*ii  von  q  her- 


wilrde  somh  in  dm  Xalir  d*^  K»«i  }♦»•»  r<*»  <  d*  (<i  <*  -<  \  d  ^  r  >• 


■•:!;  i,i-  . (2) 

tihergelttm,  Atm  ut  fn  Ig<  n  w  m  abu  wr  1  ,r*  dd  <  -  *  \  ^  j|  #jjfi 

<k*m  Kdrprr  gftlfigr  Jkvtrlnmg 

*/  |  *  1  A  1  *•  *  A  >  * 

in  :  ■  - 

fur  |i  u  ttktgdti, 

Die  t*\j(li/iti*  Xii'lHhmin;  •  .  V  '  \  •  •  ,  ,,,  Wnrten 

ubfjt’fci  tlgt  WI*ldi*U,  !  *(«•  I  (l-M  f  \l!,  1  '*■  S': 1  ..1 ',;  "•  ■  ■  ...,|  *  . 1  ,' r  !  ''in,  »,■  !(,.  i;>  t  „J,-j  Wfiligcr 

glddi«iiitig;  da*  tmlni  .m«r|nln  ,s*  *<  ->,h:  . . .  h,i  /viimler 

utiifiiiif;  t'tstreckt*  bit'll,  in  ijriti  ,  -<•,  •.  ,  '•  t  ■  ,,  ,•>  ■  • .  ■  ,,<t  ..  },>.  uti<{  es 

Wlftl  •tllgClIOtllllH'lt,  *lilB  >iil*  l‘  hsvviii'lu'H  1  -  ,  -  '■(.  ■  .■ '»  j,  |t) ,  ,j(  j  [;|  i  )t.  j 

wtid(ii  die  <  ilcituiij*'  iiiln  m!!*'  v*st  <!<k  V. •’,<  hi,  .t,.,  ’  '  ;  i  !.],  ’  |  m  jy 

midwi.  diili  4ir  ( dritimt'  -!»i  H-i  ,d!r  i  , .  1 .  ,.r  '  ,■  itflmrn  wir 

in  iltn  gtmnnfvn  iinii*.  .(Htii  ci!;r  ■*,  •,  <  \~>,r  ;  .0.1  V  1  ,.  ••  j-  ■  ,,-j  n;  ,,  \\*  (>{||^ 

{jewifiHr  KmidliniKi*  StiMiminj.  u  \n\lus*  kn.  1.,;.. 


«'iw#  •; 

?■'  0 

if'  ’/  u 


.«  •  •>  :r,  » 

*  0  ■  It  r:  1 

•  is.  I  j:<-nd'!,  !k') 


Urn  zwischenaund  27c  —  a  Haftung  zu  erzielen,  wird  noch  nachher  eine  geradlinige  turbulente 
1  Stromung  nach  dem  Schema  von  Oseen  iibcrlagert. 

Die  Losung  lafit  sich  nacli  bekannten  Prinzipien  konstruieren  und  ohne  Schwierigkeit 

berechnen.  Man  sieht  leicht,  dafi  fiir  a  nahe  ^  die  erhaltene  Stromung  der  urspriinglichen 

Oseensclien  Stromung  sclir  nahe  liegt,  dafi  aber  jctzt  der  Wirbcl  iiberall  endlich  bleibt  und  mit 
einem  iiberall  stetigen  Geschwindigkeitsverlauf  hinter  dem  Zylinder  verbunden  ist. 


Die  beigelegte  Figur  gibt  das  Resultat  der  fiber  den  Gleitungsintcrvallen  ausgeffihrten 
Druckberechnung  an.  Die  Kurven  haben  folgende  Bedeutung: 

1.  Druckvertcilung  am  Zylinderumfang  bei  direkter  Losung  des  Oseenschen  Problems. 

11.  Druckvcrteilung  mit  Gleitung,  a  =  r  080. 

III.  „  ..  »  a  =  1 260. 

IV.  Experimentelle  Druckvcrteilung,  nach  Eisner,  fiir  hohc  Reynolds’scIic  Zahl. 

y#  „  nach.  Lafay. 

Die  Vcrglei chung  der  Kurve  I  mit  den  Kurven  II  und  Ill  zeigt,  dafi  die  lastige  Druck- 
diskontinuitat  nunmehr  vcrschwunden  ist,  und  dafi  ferner  der  groBe  Unterdruck  der  Kurve  I 

duxch  einen  mafiigeren,  im  Haftungsbereich  konstanten  und  mit  zunehmender  Ausdehnung  der 
Gleitungsintervalle  abnehmenden  Saugdruck  ersetzt  wird. 

Die  Kurven  II  und  III  schliefien  sich  ersichtlich  sehr  gut  der  experimentellen  Kurve  an, 
sowohl  ihrem  allgemeinen  Typus  nach  wie  auch  quantitativ.  Durch  mechanische  Integration 
der  Kurven  schliefit  man  sofort  auf  den  resultierenden  Druck,  d.  h.  auf  den  Widerstands- 
koeffizienten.  Sowohl  theoretisch  wie  experimentell  zeigen  die  Kurven  einen  sehr  kleinen  posi- 
tiven  Ueberdruck  an  der  Vorderseite  des  Zylinders.  Der  Widerstand  hangt  somit  (im  Gegen- 
satz  zur  HELMHOLZ-DiRiCHLETschen  Diskontinuitatsflachentheorie)  fast  ausschliefilich  von  dem 
hinteren  Saugdruck  ab. 

Der  experimentell  gefundene  Widerstand  ist  sowohl  nach  Eisner  wie  nach  Lafay 
zwischen  den  theoretischen  Widerstanden  nach  II  und  III  enthalten. 

Die  Verringerung  des  Widerstandes  bei  erhohter  Gleitung  deutet  auf  die  Moglichkeit 
einer  zwanglosen  Erklarung  des  mit  steigender  Reynolds’scher  Zahl  abnehmenden  Widerstands- 
koeffizienten.  Es  mag  in  diesem  Zusamraenhang  bemerkt  werden,  dafi  der  Widerstandskoeffizient 
der  reinen  Oseenschen  Bewegung  (mit  Haftung  an  der  ganzen  Rfickseite)  nach  den  entwickelten 
Prinzipien  als  Grenzfall  berechnet,  sich  auf  etwa  0,5  (in  absolutem  Mafi)  erhebt.  Dieser  Wert 
deckt  sich  etwa  mit  dem  Koeffizienten  unmittelbar  vor  dem  bei  etwa  R  =  io°  entstehenden 
Widerstandsabfall. 
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Sur  la  mcthode  chronophoto^rapluquc  de  deter* 
mination  de  s  vilesses  dans  les  Hu  ides  liquides 

I'  a  r  I ( ’  ,i  in  i  e  li  *■  I  .  I’mhIm  m  e 
( Vnil  tig.  1.  il.nit'ln  \  \  \  J  I 

La  methnde  eonsiste  a  eelaitei  pendant  d.->  t.  ns> > .  !nni  leo-ttobn-,  j.  •  paitieules  d’alu- 
minium  et  tie  plmtographier  tun*  tia  jet-foii  e-.  > isj ■{•■•■■er  ■  fOm--, 

Les  photographies  obtemtes  •« »i»t  < »t«  .  s  \n-  •  ut«>'  uu  *t>  nmoi  d'tm  jetieule,  la 

figure  i  (Tlancht*  XXVI)  repiesente  la  re|ia»li»i<m  dr-  o?.-  >•••  dan  .  h  plan  ni.-li.ut  *l‘tm  adjutage 
ayant  4  cm.  )<  4  cin-  fonmir  section  do-is.  .  i.i  vitr-M-  uiovemte  t-tauf  t  metre  par  sccnnde. 

On  pent,  par  cette  metlmde.  deteimbiei  i>-  ■  u'.  »  •  ■  •>,  -  i'-'aM. <u  ,  1.  .  mu faces  eqUj„ 

potentielles  tie  vitessc  quand  dies  existent,  !«•  vectntr  lour billmt  de  ,  ,  ctudier  !es  phfao- 

menes  permanents  et  trnnsitoires.  Pout  dch-i t  )'•>.*', 40  *!m  :uo  ,  >m  rmph.ie  nit  disque 

dente  portant  des  mivn  lures  longues  t«i  eomte'.,  noth  .em  me  -mo.-  d’  dnbab'-t  neu  >,e  t|u'un  im. 
prime  dans  le  liquide.  L'uppaieil  cumpmtd  .in*  j  iw  c*m-um  d.mt  .o.  'muinii  »•  t  synelmmise 
avec  le  disque  dente  jxirtant  rnlpbubet  m< >r>-  l'"m  !•  tt.tv*  i-cm  ,c.»m  L  ,  d  t'ani  prendre 
simultanemenl  deux  (tin .togruphtes 

La  met  bode  penuet  de  detetmimi  t  i*<"  •  o,  to  .-pt  L  St/am-  d<-  >.,4  mm  des  pnrois. 

L'exactifude  de  la  metln.de  a  etc  \ «<»  itii  <•  j.,ii  de.  <  t  •  p<>  W"  lo. 

t.  Par  eumpa  raison  din-ete  awe  So  del  no.  me. us.  j  .»  -.m.vny  .1  d 'ail  lews  en 
prenant  diverse*  concent  1  at  ion*  de  la  j« .tidtr  d'ahmum'iiti.  u .  os.-  ,pn-  ,m  ,  Is  m.'ttie  charge,  le 
debit  dans  un  tube  est  indt*|ien>l;ntf  de  I,t  concern  «,»*»..<)  *m  ponds  •  d'.di-mjsnMsm 

2.  En  etudiant  le  momement  de  I  Van  .»»»  tm -siop.  doe  j  •  i.-n  .not*  n»»  momement 

atternatif  jiotir  des  periode*  diverges  in  .tjuO  <!»•  . . »  I-  r«  mar  amplitude  de 

3  centimetres. 

3.  En  utilisant  des  verification*.  iudii *-•■<<-.  paim;  )*•'-  p- . ,u  pru*  « itm 

Determinatiun  dtieete  et  iudtirtie  dr-,  cmuij ■..•..m!,  .  du  4  r.  !>:))< ut  Etude 

d’tm  tube  tuurbilhm,  dime  /(*!«•  entt !.»>■■  I’C.ite  m-.  !’<  <*  d'lm-  r>  m*  iiiutationnrlk 

—  Surfaces  de  diseontimtite  du  urtnij  tnml,!!)..ii 

Application  du  prineipr  tie*-  im.u;*  a  Itfcdruj.’;.*/  d'm,  m  ,■  nj  nun.  ■■  {Mini  place  an 
voisinage  d\uK*  pami  vettieale. 

Tarage  du  tube  dt*  Pitot  j«<ui  >le .  v >*»■*  .<■•»  dr'./m  !.o»  pi  .j*.£ •»  or  j< 

riassification  des  pW*ii«tmenes  qui  sr  p.t>.M‘»u  4  I'.n-d  d'm»  .-.sj.'  mmn-tge  !,*«■•  nn  milieu 

visqueux. 

Applkatitin  de  la  siniilitude  »|i*  RmnoMs  j«.»i  IV, m  r*  <k'-  Sepsid*  ■  dmit  l«*  eneffictVnt 
cinemafiqtte  de  viscosite  v  est  egal  a  300  fob  eUisj  de  IV.ot 

Verification  tie  la  foimuie: 

IP  H  * 

v  ^ 

W,  W  designant  les  vitesse*.  realiseni  att  jtoiist  -Vtm  .aost  *^v  *.0  I  - at  s.<tt  ecedet.  'itc 

ccssivement  les  2  Equities  tlonf  les  ceftietent .  rtnrtis,d|.jv(,".  d<-  1 1  ■<  ^Mir  *#  et  V.  en 

r^glant  par  l’oliservat  km  ties  {mutts  singuliers.  }«■»  tot  me-  de-,  tj.ip-.Monr,'.  p..»»j  ■  :■  —a-nt 

les  niemes. 

Itnfin  la  mefliode  employee  periuet  la  s«4mio«  »-  iim'tit  ib-  4*-  p:>4d>  toe  ■  uialii  :  :>o:» s 

dont  l’analysc  est  im{K*sible. 


Ein  hydrodynamischer  Unitatssatz 

Von  G.  Hamel,  Berlin 

Herr  A.  WEINSTEIN  hat  unter  demselben  Titel  in  der  Mathematischen  Zeitschrift l) 
folgenden  Eindeutigkeitssatz  bewiesen:  W 

In  der  A-,jj/-Ebene  finde  eine  zur  ^r-Achse  | 

symmetrische,  stationare  Potentialstromung  | 

einer  inkompressiblen  Fliissigkeit  statt.  aL,  cd2  **'*^^1  ^ 

seien  gegebcne,  feste  Wande,  zwischen  denen  CJ1  * 

die  Fliissigkeit  ausstromt,  A,,  X2  seien  die  freien  | 

nicht  gegebenen  Strahlgrenzen.  —  —  —  —  —  —  —  -  —  —  — - 

Die  MaGe  seien  so  normiert,  daG  an  J  U  — 

und  X2  die  Geschwindigkeit  I  sei,  daG  ferner  . 

die  Strahlbreite  im  Unendlichcn  tu  sei.  Unter  2 

diesen  Angaben  bestelit  Eindeutigkeit  im  klei-  I 

nen,  d.  h.  es  gibt  keine  Nachbarbewegungcn,  I 

die  denselben  Bedingungen  geniigcn,  wenn  Abb;1'  . 

iiber  die  Kriimmung  des  freien  Strahles  eine  gewisse  einschrankende  Bedingung  (3)2)  gemacht  wird. 

i  Es  sei  z  —  x  — iy,  f—  <$>  -j- 1  w0  ¥ 

♦ 7  df 

I  das  Potential,  t};  die  Stromfunktion,  w  = 

und  o)  i  hi  w  “■  ■H*  “j”  z  x,  sodaG  D*  den  "Win- 
Ft  kel  bedeutct,  den  die  Richtung  dcr  Stromung 

1  mit  der  .r-Achse  bildet,  x  den  Logarithmus 

p  des  Betrages  der  Geschwindigkeit. 

*0  Ferner  sei  die  /-Ebene  durch 


(fj  ^  konform  auf  die  £  =  5  z  =  pz*°-Ebene 

2  1  abgebildet,  sodaG  dem  Stromstreifen  der 

|  Breite  tc  der  obere  halbe  Einheitskreis  der 

Abb.  2.  ^-Ebene  entspricht.  Den  festen  Wanden  ent¬ 
er  spricht  die  Peripherie  des  Halbkreises,  den 

f  '  freien  Strahlrandern  das  Stuck  der  reellen 

'  I  Achse,  —  i  E  und  zwar  dem  oberen 

|  freien  Rand  das  positive  Halbstiick. 

Die  von  Herrn  WEINSTEIN  abgeleitete 
^  1  Bedingung  lautet : 

f  \  t2\  |»f|<A«r,  =  .-d.S«'-  W 

— L  — —  — Diesen  Unitatssatz  wendet  Herr  WEINSTEIN 

^  5^  auf  den  ClSOTTl’schen  Fall  an,  in  dem  jede 

2  1  der  festen  Wande  ein  Polygon  ist  und 

Add*  3* 

Mathematische  Zeitschrift,  Bd.  19?  I924?  S'  2^5  2 75*  .  ,  uArrn 

2)  Die  von  mir  ohne  Striche  bezeichneten  Formeln  tragen  dieselben  Nummem  wie  die  des  He 

Weinstein. 


Abb.  3. 
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U,  Ham  I*  t,  *  U  r  u  t,  i  \ 


jH  i  ■  !**g\  ; 


wobci 


» «  iK#  *  N 


i*  •,  tur 


h±l~h  ‘j.  .  I  :  '  ;7 

*  1 

tmtl  0;^  ,  /,  H  rc  j4  fur  /; 

Herr  Weinstein  fmdet  die  tbiibiKbedtmgtitf:’ 


M'',!  -  ,  )’  1 


Ini  folgenden  soil  mm*. 
Erstens  die  Bedinifimg*  fjj  /tt 


.  .  W  :  |  , 


verscharft  werden*  xweitens  die  Bedmetmg  <.  H 
von  Yj i  imabhangige  (Iremm  amfeben  lafit  * 


f*n,  iinieiii  uwh  fur  IK  eine 


Die  Methode  besteht  in  tier  ZurueUtdirtmg  dr  ♦  hublrm  -  ant  *-mr  Smeaie  btfrgralgldehung, 
wodurch  seharfere  AbsrliaDungrn  rrnmgb*  l*f 

§  1.  Die  Integralglelehung 

Nach  Weinstein  fuhrt  die  .mi  .  |’».  .bj-m  t  I'.U'-iituMmune: 

Zu  beweisen  ist,  duH  eine  h;u*m> mi .«  he  I  4-«-  \  •. . .»  tyt  <ij,.  a|so  jn 

jedem  der  gcschildurten  Bereiche  tin-  »*'■.«  Iii*:*  » 4  as;; 

Aity 

geniigt,  imd  am  I’esten  Randt*  w(,  <».,  die  Hnlmgutq; 

”  r  *■'*  "•  •'  . .  ...  {5) 

am  freicn  Rande  J.,,  A.,  aber  die  Keditqjim}; 

a/  '  f*  *  <* . .  - .  •  (7) 


T 

befriodigt,  identisch  mill  sein  mult,  w».*nn  ,  <■*»»<•  l  bVi*.  <** J.siSi.  Alan  ein  ge* 

mischtes  Ramiwerlprubkmt :  aid  nwin  *IV»I  h\  .If  .  K..ii4>".  4  ,.t  \ty  ...  ant  dem  amteren 
feil  A's  beHteht  die  linear  homogeite  tilrt<hmk;  hen  K  -J.  uttd  4«-r  Xurmalableitwig 


rs4») 

— y_—  wo  /t  bir  toj  die  aitHrrr  Xorm.d**  0**4**  airi  .Vi .  nitiirtiiegtimden  kann 

man  sich  auf  die  obure  Halik  «ler  vr'W.rnr,  4x<  ie.  ht,-  it.dtk  dm  ?,»,  Kbene  be- 

schranken,  wenn  man  fur  ty  o,  *  <t  ,  ►  r.-./L  4f  R,*U'Sbr'di»i;;,mq  o  hin/.ufugt. 

Die  Aufgabe  konnen  wir  mm  nar  li  Hit  m  r  j  ‘  ,>'tt  rsn  •  Jmf.or  Jnjp^i.dqSfmhtin!'  ftir dfe 
Wertc  Sty  atif  Ai  zuruckfnhrcit.  Karin  nun  Uvm'y.rn*  4.*A  ly  .hi 4s  .».*»  it,  n-di  .f.n  rnuft,  » 
ist  c.s  identiseh  null. 

*!)  In  der  Abhandluug  hat  ml  Hn  hhim-i  R-  V«  hr,, 

)  «  rfundzftge  eirwr  allgfiiuinmi  ’Hn  nn  4rt  !.  !>a>  hutw<> K.q.  !X 
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G.  Hamel,  Berlin 


Es  sei  G  eine  harmonische  Funktion,  die  sich  im  inneren  Punkte  Q  wie  log  y  ver- 

halt,  sonst  regular  ist,  und  am  Rande  Rx  null  ist,  wahrend  sie  am  Rande  R2  die  Normalab- 

leitung  =  o  habe.  Die  Existenz  dieser  Funktion  wird  durch  explicite  Bildung  sicher 
&  bn 

gestellt.  Dann  folgt  aus  dem  Green’schen  Satze: 

2  5  ^  = J  G0-  8  <1>0  •  & 

wegen  der  Randbedingung  fur  6  <\>  und  G 

2  si  6  t|ie  =  I  C0  8  t|>0  Go 

tJ  M  2 

Da  G  am  Punkte  Q  nur  logarithmisch  unendlicli  wird  und  sonst  auf  dem  Rande  ganz 
regular  verlauft,  konnen  wir  in  der  vorstehenden  Formel  Q  auf  den  Rand  rucken  lassen  und 
erhalten  die  gesuchte  lineare  Integralgleichung 

2jt5(jj(r-  8  <1*0  Go  '*• 

tJ  B  2 

Der  Index  o  soil  den  Randpunkt  bezeichnen. 


§  2.  Herstellung  der  Green'schen  Funktion 

Urn  G  herzustellen,  bilden  wir  das  vorgelegte  Gebiet  auf  das  erste  Viertel  einer  neuen 
komplexen  Ebene,  der  r,  j-Ebene  so  ab,  daf3  das  Bild  von  Rx  auf  die  positiv  reelle  Halb- 
achse,  das  von  R2  auf  die  positiv  imaginare  Halbachse  falle. 

Habe  Q  in  dieser  Ebene  die  Koordinaten  a,  b,  so  findet  man  durch  Spiegelung 

_  i  [{r  -f  a)2  +  (s  +  ~  a ^  ^ 

2  >l  [(^  df  (*  —  />)2]  [(r  —  df  +  {s  —  />)2] 

Die  Abbildung  auf  die  cp/ji-Ebene  geschieht  durch _ 

r  +  = 

=  o  entsprechen  dabei  die  Werte  r  —  +  V  I  +  e  2<p^  B  s  ~  0;  oder  ^  “T’  °^cp<'°° 

entsprechen  die  Werte  r  +  is  ~  \JT^-  e  2  9  oder  r  =  o,  s  —  +  s/  e  2  y~  B  to,  oder  <!»=—, 

—  oo  <  cp  £o  entsprechen  die  Werte  r  +  is  =  <Ji-e2  <?  oder  r  =  +  sJi-e2(f£mnds=o. 

Rechnet  man  nun  in  g,  i j  urn  und  geht  auf  den  Rand  X,  d.  h.  o<!£<  i  und  y=  o,  wahrend 
dem  Punkte  Q  {a,  b)  die  Koordinaten  a,  p,  also  auf  dem  Rand  [3  =  0,  o  a  <  I  entsprechen 
mogen,  so  erhalt  man  durch  elementare  Rechnung 

r_,  (£  +  «)*  (i-ai)2 


Man  beweist  leicht,  da!3 


(S~«)2  (i  +?a)2 
Gc>  o  ist. 


Da  noch  cds~ 


■  d\  ist,  erhalt  man  die  Integralgleichung 


.  .  P  d  ft  s  .  n ;v  J  (?  ~t~  g)2  (*  g^)2  £  C 

>  +0  (“)  =  J  "5-g-S  4»oO -/w  —  a) 2  (I  +?a)2  d% 


Ist  der  freie  Strahlrand  so  gekriimmt,  wie  die  Zeichnung  angibt,  so  ist-y^<o,  aber  wegen 
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c!i\ 

dtp 


;  { i  ■  *‘1  ,  Oft  .  ,  -  , 

:  fa;1  u  ;<1'  y* 


r-  positiv 


§  3.  AbseMtzung 

Wegen  cles  Vorzeichens  von  <f\)t  d„  h.  dm  I  j^anthmtn  jplt  mm  fnljfcmle  einfache 
Abschatzung : 

1 

I#1  ti*  I  I  J *  >  Z  %  k  !  %  Z  ^ 

a  c  6V  I  :■  ? 

”  H  WiA  I  »  ‘•‘.‘n  *  tt»  *  >  *  i  *?  , 


*  ,  i  f  •  %* 

«V  >'W  ;  = 

m  *  n  *  i  ^  4 


Das  Integral  la(3t  sich  elemental-  hcrechncn 


-  2 1 2  « In  a 


^  ij 

-  /«  ft  i!  "  Ini  < .  -  7  *  s. 


Mithin  kommt  man  untor  tier 


Annalunr  5  .■■  <>  .->i  riitnii  Wiitrr*>[>nirh,  wenn 

PM  .# 


’  ).•*.**  '  /  .»■»  ,  | 

Das  Maximum  ties  Nenners  errcehwt  *arh  after  Ineht  /a  i,ti,  w> mut  «ir  hinreichende 
Bedingung 


bewiesen  ist. 


d  rt  K 

t>;  '  i.)  i 


§  4.  Der  Fall  von  Clsottl 

In  dem  Kalle  (.'isotti’s  ist 


/  ztijun,  ; 

ft  -  i  * 


h  —  lh  •  *  M«»*  *»  -V  ■  K  ",  ;t„M 
lb*  |  J  h  fti  *m  »  », 

C*  t-'94  §4  -  /Tj*.  <>  7,  T.  .  .  ■  7,  ’  1111*1 

4  *  t  .t  7%  f»r  i  tt. 

Die  verlangte  Symmetric  ftesteht. 

.  Da  to  v-  ft  j  *T,  ergiftt  element, ire  Rrchmiiig 


♦  ®  ~~2pi  Jin 

*-t 


jt  ^  ;  V, 


I  * 

■SS 


*  f 

2 1  r«*A  *?,,(!  ( 


t\'  Slit 


An  der  Austrittsstrik,  d,  h,  fur 
l  i  foigt  ft 

woraus  die  Bcdcutung  von  ft,  folgt. 


y  *  i  j ‘ 


Ferner  ist  fur  vj  —  o  unter  Benutzung  der  Symmetric 

da-  5  0  .  I  1 _ |  1 _ 

—  —  2  Pa  sin  0a  ^  J  ^2  _  2  £  cos  a/('  i  +  £2  +  2  §  cos  a4 

Alle  oa  licgen  hier  im  ersten  Viertel. 

Daher  lautet  die  Integralgleichung  im  ClSOTTl’schen  Falle 


s  = 2  J  s  4>0 


■  &  (| _ «). (I  +"Nr ‘ ? P*  Sl n 0/1 1  i  + 


I  ~|~  ^  4-  2  l  cos  ah  j 

Da  sowohl  der  Logarithms  wie  alle  p*  und  alle  aA  positiv  sind,  kann  man  nach  dem  Mittel- 
wertsatz  setzen : 


;  +„  =  2  (8  «,  j  In  f  P‘  sin  '*  (f+F— 


2  £  cos  ah 


'  I  +  £a  +  2  £  COS  Ohj 

und  man  hat  bei  5<M=0  einen  Widerspruch,  sobald  das  Integral  fur  alle  a  kleiner  als  a  ist. 

Das  Integral  muG  nun  abgeschatzt  werden.  Als  analytische  Funktion  von  £  hat  der 
Integrand  die  logarithmischen  Singularity  ±  «,  ±  ^rner  die  Pole  e^K  Der  Loga- 

rithmus  ist  in  dem  Integrationsintervall  reell  zu  nehmen.  Die  zweiten  Integralteile 

1 

J ln  {  ^  ‘  I  +  £2  +  2 £ C0S  a*  d  ^ 

0 

machen  keine  Schwierigkeiten,  sie  sind  kleiner  als 

0 

1 

.  ,  .  rp  -i  f,  ,  \  sin  °A - d  £  abzuschatzen,  wenn  man  eine 

Schwieriger  sind  die  ersten  Teile  J  In  (  )  •  j  _j_  ga  —  2  £  Cos  a* 

o 

von  oa  unabhangige  Grenze  haben  will. 

Nun  erkennt  man  zunachst  leicht  durch  .  ^ 

die  Substitution  von  £  statt  -i- ,  dafi  I 


A 

/=-(  h- 

i 

Dieses  letzte  Integral  aber  kann  man  | 
nun  auf  einem  anderen  Wege  ins  Unendliche  | 
erstrecken,  der  zwischen  den  singularen  Stel-  | 

len  — und  eiQh  hindurchgeht,  etwa  auf  dem  1 
a 

Strahl,  der  vom  Runkte  £  =  i  unter  dem 
spitzen  Winkel  y  gegen  die  positiv  reelle 
Halbachse  ins  Unendliche  geht. 


«  *  Ht 
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Als  Substitution  empfiehlt  sich 


wo  t  recll  von  0  bis  ©o  lauft 


I  *  2  sm 


Das  so  entstehende  Integral  von  o  bis  v  zerlegv  man  in  die  Integrale  von  o  bis  i  Und 

von  1  bis  ©o.  Das  letztere  fiihrt  man  dmvh  Krs.it::  \un  ,  dun  h  wictlur  mif  cities  von  o 
bis  i  zuruck.  Man  erhalt'so  das  cine  Integral  dm*  bWtn 


Der  Logarithms  cmthalt  vier  Faktoren  tin  /alder  ttttd  nn  Nmmer,  Man  kann  ilm  leiclit 
abschatzen,  sowohl  den  redlen,  win  den  imaginarm  Ted,  dabej  brauelit  man  felgemles;  Be* 

zeichnet  P  cincn  Punkt  des  St  rubles,  »l*  A  t  \  h  die  hmkte  \  ^  l  su  dm  let  man  fiir 

alle  a  zwischcn  o  und  t 

/  Y*  *  PP  v/c  y 

Der  erste  Faktor  unter  dem  Integral  hat  aber  jaeattven  Kealtril  und  po  ativmi  lmaginar*TeiL 
Infolgedessen  kann  man  das  Integral  ttacdi  dem  Mbtehuu!  at  .*  lm*  b?  ab  **  hat/en.  Fur  y  wkhlt 

man  einen  gedgneten  Wert,  ctwa  * 

4 

Meine  Rechmmgen,  die  ieh  tmmoglkh  amTulit Irh  uuourntlu  hm  fann,  mgvbmi  so  das 
ganze  Integral  kUuner  als 

2  p*  (2, 3  r  I  •  2)  p.,  (-‘,5.;  •*,  •'  M  (  '**  I  ■ 


Mithin  be.steht  die  Kindeulig'keit  im  Kk*i«t*n,  wntn 


«•  at,  l»,  w. 


Sur  les  lois  de  frequence  des  tourbillons  alternes 
detaches  a  l’arriere  d’un  obstacle  mobile 

Par  H.  Benard,  Paris 
(Voir  Planche  XXVII  pour  fig.  3) 

J’ai  commence  a  m’occupcr  des  tourbillons  alternes,  a  Lyon,  en  1904,  a  une  ep.oque  ou 
personne  ne  les  avait  encore  decrits. 

Le  succes  avec  lequel,  dans  mon  premier  travail  important,  sur  les  tourbillons  cellulaires, 
dus  a  la  convection  de  la  chaleur  a  travers  une  nappe  liquide  horizontale x) ,  j’avais  employe 
les  belles  methodes  de  l’optique  et  cn  particular  celle  de  Foucault  pour  definir  la  forme 
d’une  surface  liquide  non  plane,  presentant  tout  un  relief  complique  entre  deux  cotes,  distantes 
de  moins  de  1  jx,  m’amena  a  chercher  l’application  de  methodes  analogues  a  1  etude  experimental 
de  certains  problemes  d’hydrodynamiquc. 

C’est  avec  ce  desscin  que  je  commenqai  a  remuer  une  cuiller  a  cafe  a  la  surface  d  un 
cristallisoir,  plein  d’eau  chargee  d’encre,  pour  repeter  les  experiences  de  Helmholtz  sur  les 
« tourbillons  du  cafe  au  lait».  Mais  je  variai  beaucoup  la  forme  de  l’obstacle.  Ayant  pris,  par 
exemple,  la  lame  verticale  d’un  couteau  a  dessert,  je  decouvris,  a  ma  grande  surprise,  les 
magnifiques  tourbillons  alternes,  alignes  sur  deux  files,  que  beaucoup  de  personnes  peuvent  voir 
tous  les  jours  sans  les  remarquer. 

11  me  parait  inutile  de  citer  les  nombreux  exemples  familiers  de  tourbillons  alternes 
produits  soit  par  un  courant  d’eau  et  un  obstacle  immobile,  soit  par  une  nappe  d  eau  tranquille 
et  un  obstacle  deplace  avec  une  vitesse  uniforme  a  travers  cette  nappe;  si  j'y  fais  allusion, 
c’est  pour  montrer  combien  me  parait  juslifiee  l’opinion  qu’a  bien  voulu  mecrire  lecemment 
un  physicien  anglais,  E.  G.  Richardson,  dont  je  parlerai  plus  loin:  «Un  nombre  considerable 
de  personnes  out  du  voir  les  tourbillons  alternes  avant  vous  .  .  .»  Je  ne  cite  pas  la  suite  d’ou 
il  resulte  que  mon  originalite  a  consiste  uniquemcnt  a  vouloir  les  mesurer,  ce  que  j’admettrai 

volontiers.  . 

Done,  je  me  mis  de  suite  a  realiser  un  appareil  tres  soigne  dans  les  moindres  details, 

assurant  la  precision  la  plus  grande  des  mesures  d’ordre  geometrique,  cineinatique,  etc.,  de  la 
temperature  et  de  la  viscosite  du  liquide,  1’uniformite  du  mouvement  de  l’obstacle,  etc. 

Get  appareil,  construit  et  mis  au  point  en  1906,  fut  d’abord  dispose  pour  obtenir  des 
photographies  isolees  des  tourbillons  rendus  visibles  par  la  methode  optique  des  rayons  aberrants 
ou  du  relief  exagere  de  Foucault;  l’obstacle  lui-meme  se  chargeait,  dans  sa  course,  de  declancher 
le  declic  (d’une  souriciere)  qui  venait  presser  la  poire  de  l’obturateur:  chaque  course  me  four- 
nissait  un  seul  cliche,  dont  l’epoque  etait  reglable,  le  declic  etant  mobile  sur  une  glissiere 
gradu6e. 

Un  des  gros  ennuis  que  j’ai  eus  avec  les  cliches  fixes  fut  de  situer  exactement  1  obstacle 
dans  chacun  d’eux,  car  rien  ne  le  revele,  sinon  qu’il  a  sa.  proue  quelque  part  derriere  les  rides 
capillaires  photographies,  et  sa  poupe  quelque  part  en  avant  des  premiers  tourbillons;  mais 
la  longueur  vide  sur  la  photographie  etant  notablement  superieure  a  celle  de  l’obstacle,  la 
position  exacte  de  ce  dernier  doit  etre  calculee  a  l’aide  d’artifices  speciaux.  Je  n’ai  obtenu 
de  renseignements  satisfaisants  qu’en  photographiant  un  batonnet  lumineux  de  bruleur  Nernst 
entraine  en  meme  temps  que  l’obstacle. 

Revue  gene'rale  des  Sciences,  decembre  19OO;  Annales  de  Ch.  et  de  Phgs.  1901 ;  Journal  de  Phys. 
1901  et  annees  suivantes,  etc. 
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Heureusemcnt  j'ai  songe  Ires  vin*  a  ut t  St-  merveilleux  a|»s*.t* n-U  dunt  i.ouis 
venait  de  dotcr  le  rnonde  et  la  science:  le  einematographr  1  .niita-rr  ‘  arpeuticr,  j«.u  encombrant, 
facile  a  faire  iimrcher  au  moteur,  nmni  de  pet  ties  bubm.  -  de  i;*  m,  de  bint  a  perforation 
Lurniere  (deptiis  lors  abaudunnee).  l.e  pheunmnn’  etnut  tie-  ephriJirre  um  bunt  de  2  secondes, 
les  tourbilloas  sont  en  genera!  amort  in.  au  moitt-  av.c  l«-  dtmrnMuus  dohstaelvs  et  les  vitesses 
que  j'eniployais),  la  consummation  dc  pellictile  etait  ir-tieiiitr  rt  nnr  menu*  bobine  suffisait 

pour  un  assez  grand  nombre  de  mi . .  ‘"t-t  awe  nv.u  n.d  .pm  t'.ii  .  Menu  e«  .1909, 

dans  une  cave  do  la  Facultd  de-  Science-  de  1  »<•:..  Li  .r.i.-  de  nt,  j  11  en  up; a  rabies  nur 

lesquels  j’ai  travaillc  ensuite  pendant  mi  ituiidue  u  I'mm-.  .  il  v  a  eu  des  inter¬ 

ruptions  -  ■  car  le  depouillement  mieiomru  iqn«  d«- ■  tibu  .1  cmpujit  pl.t  de  ,‘.>,<<00  pointer, 
pour  les  tourbillons  settlement,  Htretue-  -in  »,u  idm  1  -•  p*  meip  01  v  dt  p"-itits  nptiqueit  et 
mecauiques  de  l’appareil  out  etc  deer  its  dans  nies  di  u •.  ■>>'•  .»'t\  1  *);><•  •.  u-thhis  de  1913, 

Je  lappellerai  settlement  tjue  eh.iesmv  >h  ■■  etv".  ,  t  ■  a  '  -  !>■  !.i  truer  iibre  donne 

par  reflexion  une  petite  image  d’uti  segment  de  crude  hiiininiis,  -itiir  a  I  iritnii  dan-  ia  direction 
verlicale,  et  limite  par  une  corde  |terpendkuluiie  a  I.*  dimuioti  dr  tf .Ht-daftmi  de  I’ohstacle. 

(O)  ((•))  (id  (  (  C  (  U  (q 

“¥4)@c  o 0  Q  o 


Lr  tk*4n  ii  in*  w  iAyy-^lr  •“ *  "  **  M  ^  !  ^  >v  ■*  "4  r^]  *r  4  ^ 

Ir*  ilrsMIl  fitfriirw  *|f  /if  * #  »/»  *  , <  4  <*i  “it  j/u  ♦  «,  >  <>'.<>•  '•btdd't 

MU*:  r»iii?Wb  tiff  uivmw  »V  u 

|)  fa*:  Iil4rftll»  rn  i* ‘4  |  .n  t,  ,<„■  i'i  '*.<•  •**'*  « .v7  kt  -4  f-(d  ' 

Haul  1  mu  m  I 

ef:  k  Thih  m  d  ^  at/  *4^  - 

tfllllH  4**  ■tmk  y.ur^k  ui,  f  tl  ti*i  '**' 

liiulliili* 

IktH  \p%  il  #  il*  14,  l«s  r.'4'  %  ^  m'd"  •  >*>  -  1 

4f  k  idi/# 

'dpllfl 

Cette  corde  fournit  aittNi  des  reprice  Hcttltipn-  panasu-jr,.  i/  j«d  -j-.u.  5  .m*c  .j  jjipies  «tr  k 
film,  indiquent  a  0,02  mm.  pres,  en  vtau-  |<i, indent,  I  «-s ,j.b>  ■.  o-i.t  !•  Wm- nr.  4*',  nmibtllmw, 


a  Vipoque,  exactement  connue,  oit  idnejur  rowyr  .»  i/«-  mq-i  <■■■■■><  l  <«-  pbi  ,  !»-,  .Hmital 

de  ces  jxttits  segments  de  eercK*  reioetgmnt  -.m  in  b/nn-  >b  .  -h^u-  ,-fu .  q-.;i  «  .  mtt  (> 

Je  reviens  &  rbistoriijtte  de>.  hwfoth,*;  1  ,ib,*H=>  M.*v.  «;.»  ps  '-sm.-i.'  \rt*  dr  t<jo8, 

n’ai  cite  que  ntou  nmltre  M.  Htm  Miti.v,  «jm,  <!.,!»•■  ,  ■  3  ■r.-.  It  1  m 

1907,  indique  que  «la  dKtrtbutiou  limgtmdm.ilr  dr.  lur.sbd'. .r  b'p  '**•  r-liqur 
regime  hydraulique,  au  lieu  d'etu-  miifonm  euininr  d.»i»  h  uq/m,  1.  in«;  -  ml!r» ;  et 
0.  Reynolds,  ft  cause  d'um*  figure  ran-.  ,>  .!,<»'  tr  !.%*._  d.m-  m« 

ciilebre  de  1HK3  attx  PhiUm^hwni  /VuiuarlMu  b  or  dr  Rr»tr.i  i  •  v  .1  l.ollntt**  d 
car  il  s’agit  de  recuulement  d'stu  litpiide  en  ugun,  nssb^bto  lor.  nt.  tub*’  .<  nciiun  at 


H.  BSnard,  Paris 


En  realite,  c’est  A.  Mallock,  dont  j’ignorais  l’article  paru  en  1907  aux  Philosophical 
Transactions,  qui  a  vu  et  dessine  le  premier  les  tourbillons  alternes  dans  les  liquides.  11  n’a 
fait  aucun  essai  de  mesures  relatives  aux  lois  de  la  periode,  mais  par  contre,  fait  important, 
il  a  ete,  le  premier,  avant  Kroger,  avant  Lord  Rayleigh,  a  avoir  vu  que  la  etait  l’explication 
des  sons  eoliens  rendus  par  une  corde  dans  un  courant  d’air. 

E11  1908,  je  publiai  mes  deux  premieres  Notes  sur  les  tourbillons  alternes  aux  Comptes 
rendus.  Elies  furent  redigees  un  peu  vite:  la  figure  contenait  un  lapsus  de  dessin  (sens  de 
rotation  de  quelques  tourbillons  inverse),  qu’un  erratum  ulterieur  rectifia2).  II  me  parait  plus 
grave  de  n’avoir  pas  pris  le  temps  d’examiner  mes  films  et  de  decouvrir  qu’ils  avaient  enregistre 
avec  une  Ires  grande  precision  l’entrainement  a  vitesse  uniforme,  mais  faible,  v,  des  tourbillons 
detaches  derriere  l’obstacle,  et  que  leur  emplacement  ne  devenait  pas  du  tout  stationnaire.  Par 
contre,  les  quatre  lois  fondainentales  de  V Equidistance,  ou  distance  longitudinale  c  entie  deux 
tourbillons  consecutifs  de  la  meme  file,  deduites  des  mesures  provisoires  cffectuees  sur  les 
cliches  fixes,  etaient  nettement  enoncees  en  des  termes  auxquels  je  n’ai  eu  que  peu  de  chose  a 
modifier  depuis.  J’ai  eu  seulement  a  les  preciser,  sauf  que  la  premiere: 

JJ equidistance  pour  un  obstacle  donne  ne  depend  pas  de  la  vitesse  V  de  cet  obstacle, 
etait  une  grossiere  approximation,  interessante  a  donner  comme  premier  renseignement,  mais 
qui  n’a  pas  resiste  aux  mesures  plus  precises  effectuees  sur  les  films. 

La  seconde,  au  contraire : 

L’ equidistance  (et  par  suite  la  frequence  N  des  tourbillons)  ne  depend  pas  de  la  dimen¬ 
sion  longitudinale  de  la  lame, 
a  ete  verifiee  rigoureusement. 

La  troisieme: 

IJ  equidistance  croit  dans  le  meme  sens  que  I’epaisscur  transversalc  ( appro ximativemcnt 
comme  la  racine  carr'ee), 
et  la  quatrieme: 

IJ equidistance  croit  dans  le  meme  sens  que  la  viscosite,  mais  bien  plus  lentement, 
n’avaient  d’autrc  pretention  que  de  donner  un  renseignement  provisoire:  elles  ont  ete  con- 
firmees  en  gros,  mais  precisecs. 

En  1913,  j’ai  reproduit  aux  Comptes-rendus  quelques  exemples  de  mes  films  et  decrit 
la  methode  graphique  qui  m’a  permis  de  calculer  les  valeurs  de  v  et  de  e  pour  chaque  course; 
les  regies  pratiques  adoptees  reviennent  a  chercher  le  systeme  de  droites  paralleles  et  equi- 
distantes  qui  represente  au  mieux  les  observations,  le  temps  etant  porte  en  abscisse  et  la  co- 
ordonn^e  longitudinale  de  chaque  tourbillon  en  ordonnee. 

Je  decrivais  comme  suit  la  marchc  des  tourbillons: 

Les  tourbillons,  formes  tous  tres  sensiblement  sur  le  plan  median,  sont  d’abord 
entraines  avec  la  meme  vitesse  que  l’obstacle,  mais  ils  prennent  aussitot  un  mouvement  ralenti, 
en  meme  temps  qu’ils  s’ecartent  a  droite  et  a  gauche;  ils  atteignent  tres  vite  leur  ecartement 

2)  J’ai  insiste  sur  mes  premieres  Notes  publiees  en  1908  parce  que,  dans  leur  ceRbre  Memoire 
de  1912  au  Phusik.  Ztsch.,  von  KArmAn  et  Rubach,  ne  les  citent  qu’en  ce  qui  conceme  un  detail 
descriptif  relatif  ^  la  zone  vibrante:  la  partie  quantitative  semble  leur  avoir  completement  echappe. 

En  janvier  19 n,  dans  le  journal  VAerophile,  D.  Riabouchinsky,  sans  avoir  connu  mon  travaU, 
publia  de  son  cote  une  belle  experience  montrant  la  periodicite  des  tourbillons. 

Ici  se  place  le  memoire  de  KArmAn  et  Rubach,  deja  cite  (1912);  puis  la  realisation  des 
tourbillons  dans  les  gaz,  par  von  dem  Borne  (1912),  puis  de  nombreux  travaux  allemands  et  anglais  sur 
les  sons  eoliens,  les  sons  de  baton,  les  sons  de  sifflet,  tous  expliques  par  les  tourbillons  alternes. 
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transversal  limitc,  lour  equidistance  i»»K»»<i>»4e  lmu'';. "  Km 
ensuite,  tan.  qu’ils  ne  serun.  pas  trup  autnrus:  en  uedhs.uu,  ,-u  et.et  .1-  .lev 
ment  de  plus  en  plus  sens  tides  atix  tluctuation..  acctdentnl. tutut.il.U  ,  et  1 
particular,  est  de  moins  en  nioins  bien  detinte  non  la  ft;;  ■’». 

Lc  depouillement  a  etd  cllVctm*  mu  la  u-fahn-  .!.■■■  i  .t.i 


qu'ils  {.arderont 
iennent  evident- 
equidistance,  en 


—  s  ,f  „  ,  >■"  ■ . . . .  "'I'  l 

I"  If, 

( trniiiimit  I*-*.  riu*  tswr .  h  “.in*  .  I  r  t  _  a.  «•* 

*4'H||  ilM  iflrJUl'i  #4  .U  >  A,».s<r  >1»  /rtf  A  v*»*  #’!<*** 

syittflfW*  frflirtl  ft  rvf  'hmc  I  »4  -I  ■*  *1*1  «*  **  -*  r*"-  -<  fW*  4r  |a 

piHifU*  «^f  4W*;  it**  if\  r»i  *  *h\  ,4-  u  pun*f  if  'i  *.  vr  •  “v  -4  j  ^<4 

il»wirr  mt  Ir  m“4?  *  U  W-a..*  r*y*  <•*.  ,  i,m  ai<t,p 

Plus  (ittfl,  eunfuntiiiiteul  ad  qu.  n  ),>  vo.i  *,v>  V-  p ,  »»  n’.u  «<■»«»  atteuit  cmnpte 

de  ccux  qtti  etnient  cut  itches  dune  sie-pt.'ioti  5 .  s  ,,.i- 1. .  !<•,>■  »;  fee  ati  fours  4rs 

experiences.  Mettle  quail*!  ils  etaiettt  en  appaii-iKr  «s»  .  bean  1  -a  e'nw  tm.drmetit  71  excel- 

lents  films,  obtenus  avec  ih-s  bntws  a  face .  pat,.;'!. *s«  lav  .,»»,*  1.  v'«-  pf>'»t  !**  moment, 
(juelques  autre*  abtmts  ttvif  tl  aufu-.  (osiov  .!  ?•  .  )  -  •  uj\s*  .  «uj»  tie  pnhV  »v!tt* 

anttee  ityjh)  en  qimlre  Notes  jaiue-,  am  t  sw.f;,  . 


Lol  de  la  frequence  N  rgKtimani  touts  ks  r^ultuts  Huvtuttitons  »te  N  wt  lustlficatkw  de  1« 
mdthode  $tattetkj»e 

Les  obstacles  etaiettt  funs  <!*■•,  lattir-  ,%  Jar.  j«,*i  b  ■  w  ,  1 '•  a-  •>c»»ii! 

travaillces  (a  qtieltjttes  o'“Mt,  ot  pi* ».»,  tmte*.  pafall-  Seivetn  .  ?,*v  h-ult-  av;.:>  :c  *,:a  p-iti 

■■ ; 


last 
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de  symetrie  vertical,  l’avant  etant  soit  un  diedre  aigu,  soit  un  cylindre  ogival  raccorde  tangen- 
tiellement  aux  faces  planes  laterales.  D’ailleurs,  les  formes  de  l’avant  et  de  l’arriere  n’ont  paru 
avoir  aucune  influence  sur  N. 

L’epaisseur  D  des  lames  a  varie  de  o™,  I  a  ocm,  8;  leur  longueur  L,  de  I  a  4cm;  le 

rapport  de  2,5  a  40;  les  vitesses  V  de  l’obstacle,  de  9  a  22 cm  par  seconde;  la  viscosite  cine- 

matique  v  des  quatre  liquides  employes,  de  7.10-3  a  54.  io-3  unite  C.  G.  S. 

L ’ensemble  des  resultats,  dans  le  domaine  de  variations  indique,  est  bien  represente 
par  la  formule,  a  trois  constantes  numeriques: 


M  =  r,  7— — (V —  166 v)  (enC.  G.  S.), 

D  -j-  0,307  v 

que  Ton  peut  encore  ecrire: 

k(DJr  4) 

les  trois  constantes  numeriques  lv  1%,  ls  etant  homogenes  a  des  longueurs  et  respectivement 
egales,  en  centimetres,  a 

6,02. 1 0-3;  1 4, 01. 1  o~3;  0,307. 

On  volt  que  dans  le  plan  (V,N),  pour  des  lames  de  meme  largeur  et  des  liquides 
differents,  on  obtient  des  droites!  paralleles ;  que  pour  un  liquide  donne  et  des  lames  de  largeur s  D 
differentes,  on  obtient  des  droites  concourant  en  un  point  de  l’axe  des  V  d’abscisse  propor- 
tionnelle  a  v;  enfin,  que  la  longueur  L  de  l’obstacle  n’intervient  pas,  resultat  deja  annonce  pai 
moi  en  1908,  et  qui  s’est  trouve  rigoureusement  confirme. 

Les  ecarts:  N  observe  —  N  calcule,  n'ont  jamais  depasse  +  1  vibration  par  seconde 

et  sont  inferieurs  a  0,5  vibration  par  seconde  dans  les  y  des  cas.  Toutefois,  N  ayant  varie 

de  3  a  20,  on  eut  pu  esperer  encore  mieux,  car  des  precautions  minutieuses  avaient  assure 
l’uniformite  des  conditions,  en  particular  celle  de  la  vitesse  V,  et  aussi  la  purete,  1  homo- 
geneite  et  l’immobilite  prealable  du  liquide;  la  precision  de  toutes  les  mesures  de  longueur, 

de  temps,  de  densite  et  meme  de  viscosite,  avait  ete  egale  a— -dans  les  cas  les  plus  defavorables, 

et  le  plus  souvent  encoie  bien  meilleure3). 

Or  il  est  evident,  meme  sur  les  meilleures  epures,  quyil  subsiste  entre  les  valeurs  sue- 

cessives  de  e  et,  par  suite,  de  la  periode,  des  fluctuations ,  atteignant  — ,  parfois  meme  —  en 

valeur  relative.  II  existe  tres  probablement,  lors  du  detachement  des  tourbillons,  de  chaque 
cote  de  Tobstacle,  un  petit  domaine  d’instabilite  du  regime  laminaire,  qui  permet  de  legeres 
differences  entre  les  forces  vives  des  tourbillons  successifs;  elles  se  revelent  sur  les  films  par 


a)  Par  exemple,  le  diapason  chronographe  a  permis,  pour  chaque  course,  la  mesure  de  V 

£ —  pr^s.  Te  ne  puis  ici  justifier  de  cette  extrSme  precision,  comme  je  voudrais,  mais  j’en  citerai 

encore  un  exemple:  par  suite  de  la  duree  exceptionnelle  du  d^pouillement  (1911— 1924),  J  ai  ete  oblige 
de  tenir  compte  d’unc  legere  contraction  seculaire  des  films  en  celluloid,  et  j’ai,  pour  cela,  tr^s  soigneuse- 

ment  determine  les  lois  de  cette  contraction:  les  corrections  qui  en  ont  resulte  ont  varie  de 

1 

- ,  suivant  les  films. 
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,  n:r;d,s  -I.-  l.«»  »*««•  '>«  ■  1"*'nu'  ‘llr:  l‘anili  ^  tachcs 

les  dU,'kS  *  in.h.iua.u  la  J.Uv  dc  i*tu.,»e  emeth-.  ijuelques-unes  dis- 

lutmiK-usos,  de  1  I  lK.,sj,„.ui  npsr-.  i.mr.-  !<••■  antir,,  ,iii>  tpie  rkn,  tlaas  la 

paraisseut  pivmaturemen  ^  iu<,-.(  s  .iinneni.  -  U  -unhl.-  Idea  .pie  ivs  fluctuations 

mcthode  optiqius  I’ul>Nl'  *‘vi'  '  u  p.  -' »■  p '  laknim  >mpkut>  pnur  dearies 

inevitables  jusUbnit,  a  p^l,  u  _  „„  u„... 

k,is  Jet,  W.|>.n»',  A'  . .  " 


S„r  k.  torts  tics  vators  4.  la  MW-*  *»  «"  'Wm‘  ‘  * 

similitude  dynamtque  .  „ 

v.sn, „t.,,.M.avait  ■' “"I""  ™'« . pin- 

fair  ar.e  la  V..--  I '  r.-„  ■  . .  ..  , 

Si> 

•  .  1. 

v 


,  ,  ...  ifwi.a  it  ««..»«».»  i .‘b  b  fr.hip,-  ds  similitude 

S  etant  tnif  eon-tan  •<"_  '  ’  .  p;  ,  .  hm  ■  mh-  •■.puinm  dr  la  fount* 

dynamic  penrn-t  de  pn*uut  i»m  I- '■ 


r  hi  h' 


„  ,1,'uv  . .  . . -  . . .  ■  ■'«  -  i"  »'  '  >  v  S'" 

.v  ir  ...  . . .  . . .  *».  i.- 

F  KKl«H  .'l  A.  1.A.  .H  .IMM..  I-.  1  "’  I  » 

;,tos  .1..  s.r,«i»i,  r.,U'..  .iv-i.:.......  1. 

alter tivs  .las  ....  .SpUrruri..  .rl.l.t  .la  I  -  “  l”  '  •'''  '“»• 

Dans  nu*»  expeiknee-,  H  sum*  *k  ’v"‘'  ‘  . 

Dins  sou  important  im*  *.  k-  ■*’»-  ^  !i!  ‘  ;  7  *7  «'"**' 

et  tl’tns  I  enu  K.  F.  Ll.,  t  t.,.'H  5'  ^ 

R  Urn  l««  A’l  v»  ,-l  \  »*»  !■*  ' 1  •*' '  h  f' «uj« »ws  emu 

....  l<t  Kelt'  !<••.  <\ms  .1-  '-'5  ;m:,b 

no  t-  35-.  -  ■  .  .  .  ,m  ,  ;•  ■ 


dks  „>««.»  respeetiMweni  ,jue  .<  k  '  ',r''  *W'rvam 

H  UW7a'l^»kra«  l-Kakinnu  k  *R.  !  i  **'  '  i,:Uui"  m*  ,|U#tre  ; 

Hquides  quo  j'ai  empluyo,  d»;«^  W««  -b.xt.4nt  r’»>! 


l  >  ,*i  ,•%  r  h  ’1* 


1 5  puur  iu  mftaxyM  ...  ... 

24  jwar  tV.iu  ,  . 

21  pour  Hau  U  »‘*j. 

n  puur  l'eau  sueHe  b  .H  - 


j  r?  ,'4  4  I ti  S. 

J  •>  * 

s  rl  ;  tt  * 

I  IV  ‘-I  '-rt  * 


U  resultai  «!  k  .im-oit  k,  ^  ■  ■  l  b,.«r.  -»  i  — « . 

sur  urn*  M-uk;  il  y  »  l»k«.  a  on»r  «lr-,  yum',’.  ,*U t , ,vs, ,r,xy-.r^n'.  4--  ■-  -  - . 

4  liquids.  dt*ux  ii  4niv  Mai-  k-  omU- ■  nytr.mu^  ■  *V  ^ 

4  chacun  dVux  fornwnt  m-Unimii  mi  -k  ,.,n<  yi .  .<  "*  * 

las  unes  dans  k-  ai»tre>  dan-*  JMrdn*  dn  m  >« :.  a 

cider  a  jh-h  pri-s.  il  faudiaH  *vnn.»e!«  .,i  dd-.t-*  :*•  •  -*1- ■•-■■■'■  4-  d 
coniine  si  des  ermu-  t*«t  a  tail  »».».!»»». Mr«  -•  :v' 

ties  vkeosites.  Or  )';«*  .iprre  .me  -k'.  \»vmU:  ■>•■■■*  ■  -k 

renseinent  deteiniimk-,  duiit  k-  iriiq^iat-.iir .  x  x? . .  ■’  ,,'*i  |4r'' 
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■■ 
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Pour  l’eau,  la  comparaison  avec  la  courbe  de  Relf,  pour  la  tranche  des  abscisses  com¬ 
mune  a  nos  deux  travaux,  ne  donne  pas  un  tres  bon  accord:  la  courbe  de  Relf,  moins  rapide- 
ment  ascendante,  coupe  la  mienne  vers  R  =  350,  sous  un  angle  notable. 

En  resume,  mcs  experiences  conduisent  a  des  resultats  en  disaccord  appreciable  avec 
la  loi  de  similitude  dynamiquc,  ecarts  qui  me  paraissent  ne  pouvoir  etre  tous  attribues  a  des 
erreurs  de  mesures.  Si  surprenant  que  paraisse  ce  disaccord,  j’ai  prefere  publier  mes  resultats 
tels  que  l’experimentation  la  plus  correcte  me  les  a  fournis4). 


4\  Bien  que  moins  nettement  exprimee,  il  m’a  semble  qu’une  conclusion  analogue  resultait  des  nom- 
bres  publies  dans  le  memoire  recent  de  E.  G.  Richardson  (1924)  sur  les  sons  eoliens:  les  fre(l^®s  d*s 
tourbUlons  y  sont  mesurees  par  les  methodes  les  plus  variees  dans  lair,  dans  leau  et  dans  une  solution  de 
Xse,  R  variant  de  32  k  543,  et  5  de  0,09  i  0,30,  done  a  pen  pres  comme  dans  mes  propres  expenences. 


Sur  Inexactitude  experimentale,  pour  les 
liquides  reels,  des  lois  theoriqties  de  Karman  rela* 
tives  a  la  stability  des  tourhillons  a  It  ernes  dans  un 

fluid  e  par  fait, 

i *  a  i  1 !,  v  :i  a  i  il ,  I'  a  t  i  ■ 

Datis  U*ur  mnarquahle  Memoir  r  pat u  en  mi.'  !  * .  1h  v  Knkmvn  el  II,  KrtiAeit  ant 
etal)li  It’s  conditions  tlkori.|ues  dr  stahitin-  dune  t:u  k  !  ••'>>>••  de  deux  lilw 

paralteks  et  indeiinies  dt*  tourhillons  m*tiligncs.  dr  munr  urni-itr,  e.pudia.mK  ,1,.  St*us  dt: 
rotation  inverses,  les  tourhillons  tie  1‘nm*  dr-,  hit  run*  drealr  d’nn  <kmi  mt.-i  v.dk  par  rapport 
a  ceux  de  l'autre.  Us  trouwnt,  It  desipnau!  ia  Ian,;.  nt  dr  !a  tm*.  .pi.  i.t  -  rule  valt-ur  stable 

du  rapport --est  0.2*3,  et  tjue,  satif  pott.  h-  dens  !»••»■  |.» .-mi.-*.  ,  pane,  «lr  luurlnlltm.s 

pour  ifstpielles  i!  est  [dus  grand  «*,.<"  f««»  !•»  !r  l‘,u,‘*  ,r  *‘H'-i«it  Ires  vile  sa 

valour  limite. 

Cette  ltd  dt*  stahilite  admire,  its  m» mum*  >|»r  le-.  s  ‘l't’1 


sont  invarialdes,  quel  tpte  suit  V,  pour  d.  hC»4.C*  f;o ■.!!•,  *)  e,ttut«-tt*  ■  '•mwunies.  Knfin,  ils 

cn  deduisent  la  resistance  a  rav.mivtnent  *•«  t>*tn«i*ai  >!<•  -bn  -  ti.ruv.  •«»• . ddes  «  <•(  ft. 

Mais  ces  conclusions  it  on!  elf  Haider,  pte  poo*  on  rf.  :  s  fo*-*:'  M>  iHmt,  eornnu*  si  la 
viscosite,  partout  negligeahlr,  sauf  an  voe-ni-up’  mum  drat  do  *■•  up-  *-k!r,  m-  p.it.ui  pin,  attain 
role,  urn*  fois  les  tourhillons  detache-*  tin  a  ««  *1*'  1'* '*<*.«, i* !«■  .,,t!  *■  riopk,  d  »V*.i  pas  trim 

compte  de  l'amortissement  progressif  ties  iMUjhilb-x  * t >•'  -*o "  ’•  st  i’h  -ei.* 

II  est  done  peu  prohahle,  a  pti»rt,  tpte  «*  --o-u*  *•»  <■.  ••  n  <•,»■ .  potu  le»  tluiiles 

reels.  11  seinlde  d'ailleurs  qu'ellrs  it 'out  pmi.ii  rt«*  !  "bn  t  '•>  im':  deas.  «  \pei  imeniales 
serieuses.  Grace  a  la  grande  picei  ion  tie  nu  m.hC «j.-  i  ■<  1  p  ,  •  j  *  -m  ' - 1 '*'•  •  r  eli,t>jur  centre 
dc  tourlrilltm,  nies  lilnis  ctue.iioieui  st'idlt'Oi  ■  !»  neertst ■  ;•  .u  ■  C;  <*  »> ' 1  * ' *■  U  d>-  ce-.  lids 

dans  les  litpiides  reek. 


iH  Vahntrs  rtrllt's  i In 


1%  didir  !l '•.**,  dollliellt 


0,44  coniine  mnyenne  levtn-ntes  ••!  t'.f.o*  I  «•  hhu .  Cd.>.:d  qur  »v  rnpjtort 

n’alleint  pas  sa  valeur  liniiie  aus-i  vio*  »pn- d.«j  !.«  Cn  -  a  ?  • .  !*  ;1  i  ’■  •'  *1  mo!  ••  |»«tr  les 

tourhillons  les  plus  jeuue%,  «Va»|s  d'aillittH  -  fn  oh",  ,d  »  !  <i>  /*  o<  a.d  •  *  ct-Sui  «|Ut: 

prevoit  Karman.  ia*  rapport  tunic  par  rseniple,  -.n  t'i.-  oho  .  »r,  ht-ai.tinp  ti’awirrs: 

de  0,09  4  o,2i ;  tk  0,15  a  o,2!»,  *k  »uy  a  0,4! .  dt  •>,.&  .. 

Pour  quelques  uns,  rares,  i<  ■\pnt-  de  !rr:iri  irsird  »-  ’  n-in:  ■<{*•  K  -;?e mais  .dot*  !<•' 
variations  relatives  sout  plus  farhlc-  P».ur  »pif  3*pu  •  ..  »  pth ;  *  u  sobfeus,  la  va 

limite  est  atteinte  iminetliatentrn! 

Ces  valeurs  litnitrs  vat  tent  eg.d>  mmo  Immu*  !o.i'lft.iu<-  c  ,v.‘  'f^rtt-OK  *  ,i  •  *  **■  »**■ 

Elies  ne  ni’on!  pas  paru  lit-es  tJ'uuc  iityon  nciu  ,tai  !<  I",  !  .  »  r  -t.  t'orsir  •->  It  vaiiait. 

')  Phys.  Zetockr.  13,  p.  49. 

s)  Ou  tpfutot  de  lit  ‘t'ti>  lie  de  tMilhlllfti*.  «p*(  5,1ft  h.  ■nirt.e  r  -i-  de.»  .  M,»vrt‘«k  dfs 
voir  Pbanotl,  Cong,  intern,  de  .Math  ,1  ih-ttklhr,.-,  t  >•  1  »ti  M  ! .eii  i-<’ '.tv,  dm,  *1-  ‘  h  rt  «fc  !“»•• 
23,  «9*h  P-  148. 


d’une  course  a  l’autre,  sous  l’action  de  causes  accidentelles  mal  definies  (Karman  et  Rubach 
ont  remarque  que  les  fluctuations  de  li,  pour  unc  meme  course,  sont  relativement  plus  grandes 
que  celles  de  c) .  Par  exemple,  on  a  obtenu  de  faibles  valours  limites  aussi  bien  pour  le  liquide 
le  moins  visqueux  que  pour  lc  plus  visqueux.  II  y  a  toutefois  une  indication  sur  le  sens  de  1  in¬ 
fluence  de  D:  les  lames  les  plus  etroites  ont  donne  en  general  des  valeurs  elevees,  et  vice  versa. 

2°  Valeurs  reelles  de  a.  —  Mes  obstacles  n’avaient  pas  ete  fabriques  par  series,  geome- 
triquement  semblablcs;  mais  souvent,  un  meme  obstacle  a  servi  pour  de  nombreuses  courses,  V 
et  v  variant.  Examples  des  variations  de  a: 


Nombre 
de  films 


I  ... 

II  ... 

nr  ... 
iv  ... 


Dimensions 

de  l’obstacle  (en  cm)  Liquide  de  a 

L  2;  D  =  0,208  Eau  pure  0,030  et  0,106 

»  Sol  sucre  (6'  =20)  0,056  »  0,092 

2;  D  =0,399  Eau  pure  0,086  »  0,136 

»  Sol.  sucre  (c  =  20)  0,101  »  0,205 

En  designant  le  produit  VT  par  e0,  on  a: 


Valeurs  extremes 
de  a 


30  Valeurs  rSelles  dc  h. 


2;  D  =  0,399 


(V  —  v)  r  -  r0  (1  —  a). 

Des  1908,  j’avais  annonce  que  e,  pour  un  obstacle  donne,  ne  depend  pas  sensiblement  de 
V,  ce  qui  entraincrait,  a  etant  petit  par  rapport  a  l’unite,  que  e0  ne  depend  pas  non  p  us  e 
c’est  ce  que  Karman  a  demontre  plus  tard.  Mais  je  n’avais  donne  cc  resultat  de  mes  experiences 
que  comme  une  premise  approximation:  la  formule  que  je  trouve  pour  N  montre  que,  pour  un 

obstacle  donne,  e  et  par  suite  b  dependent  de  V.  c 

Par  exemple,  dans  les  quatre  series  deja  citees,  quand  V  croit  dans  les  limites  de  me. 

experiences,  b  decroit: 

Valeurs  extremes  de  b 

I  .  de  6,77  k  5,81 


II  ... 

III  ... 

IV  ... 


de  7,25  k  6,43 
de  4,68  &  3,88 
de  4,93  &  4,33 


Enfin  j’avais  indique  que,  quand  l’dpaisseur  D  varie,  .  varie  dans  le  mSme  sms,  mais 
moins  vite  que  D:  done  0  doit  dtaoitre  nettement,  quand  D  croit,  ce  que  les  mesures  defimt.ves 

ont  confirmer 


Pour  D  =  0,1,  b  a  vari6  de  9,3  &  15,4 
»  0,2,  »  5>3  ^  I0>2 

y>  0,4,  *  3>®  ^ 

»  0,8,  »  3>2  ^  5>4 

J’ajouterai  qu’en  prenant  le  parametre  R  comme  variable,  les  valeurs  de  a  et  deb,  pour 
un  meme  obstacle,  presented  encore  des  ecarts  capricieux  par  rapport  a  une  courbe  xen 

definie,  bien  moindres  toutefois  pour  b  que  pour  a.  . . 

En  resume,  les  lois  de  Karman  sont  loin  de  s’appbquer  aux  tourbillons  des  liquides 
reels  II  est  possible  qu’elles  s’appliquent  beaucoup  mieux  aux  tourbillons  dans  un  mi  leu  gazeux, 

h  si 

au  moins  en  ce  qui  concerne  la  valeur  du  rapport  — •  1 

s)^C’est  la  conclusion  d’un  travail  recent  de  W.  E.  BENTON  (1926). 
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Sur  unc  transformation  du  problen 
hydrodynaimcj  uc 

|*  a  r  S  t.  Zn  r  r  m  i»a  ,  ^  *  s  *i  c«n  if 


( Ymsiderons  le  problonu*  suhanf ; 

Ides pace  elant  rapporte  a  an  sysieme  tic  t  iha  h'we*  *  ( at  ?e  ^cnne*  h\  ianyulaires^  soit 
y  un  ve dear,  fanetian  timinee  Jes  eeot  dennees  Je  »»♦  vejne  dans  un  demaiue  ouveri 

donnc  (/>);  on  suppose  quo  I'integtule 

(Y  I  ’r-  fix  jy  a 

4* 

an 

■-#* 

ait  un  sens  et  qite  chant  ne  ties  projections  <•* th, tie-,  <!n  ;e,:n, i  f  o?  Ics  a  us  d,s  eoor- 
donnees  soil  inteprahle  dans  tout  tlontaine  luunc  unlm  >:  in  >  /«  d  mam,  i/'i  (  V/«  oh 
propose  tie  determiner  one  function  r,  hot  mom,  j.te  <:  !  :s.\\ .  ;,■»>  du  d,. online  (/>»,  peut -fit  re 
multiforme  t)  la  / ay  on  du  potenhel  e/ci  it  oilynattm/ue  d  un  >.  '■< ,%  »;«  !’■  ,  ’  am  \  / ujr.v  constants, 

mats  ad  met  taut  un  “radical  determine  sans  :u?*\  ?«'<*-■  '  •  *’ '•  '..'’tic 


,/t  */:  «,•’ 


,?o/t  finis  et  telle,  en  outre,  quo  I 'on  ait 

I  (  f  l  e  jntd"  *'t  '  ’i-'jaJ'  a  !  >f’t  ./;■>/  <  *, 

4  (»)' 

pour  touts  function  h,  harmonique  thins  i/'i  ./  tette  qur  Pm;, ■  pate 

(  Y I  uw-  />  :a  ./*  .*w 

ait  un  sens. 

Dans  un  miiiioiu*  dej.i  auntm  '  s  r.u  unidir  1.  j<t<  -M*  ««■  j< iov.)r«n  «|.m^  lr  cas  parti- 

culier  ofi  le  vecteur  V  etait  It*  gradient  <rsm»-  jkihIum  b  •!»,»•<•  %  *,  fa,  dt;im*u<it*  «jm\  dans  ce 
cas,  U*  problems  ennsidm*  ctait  ftiuj'Htrx  j«»-..tlil«-  «>t  <pi  d  npmalui  .us  }otS4s-mr  «U*  Diktetiunr 
lorsquc  celui-ci  atlnu*tt;iif  mu*  Mthifiou. 

Ku  rcalitc  Us  |»rttfil»*mt*  qui  iwat-  «-a,  *wSjasis<-  |,  .It  us- -js* s *  dun*-  ttu  turn* 'ire 

qui  paraltra  prochaincmcut  dans  I»*  f»nuna!  dr  M.itbrm, »*(•(’,!«•'  putr.  r*  ,sj<pii»)t»r«'\,  ti»ujmir> 

possible  d,  lorsqiu*  U*  vecteur  f  satisfaii,  tl.uc.  Ir  >!■  <m.uss<-  s i * i ,  .s  ! npnii.iis 

dtV  *  V  **,  ...  ...  ...  ...  ...  ...  . .  (!) 

ia  solution  v  <!c  ce  probldiu*  jnitil  *it*  la  pruju stst-  '.ssst .i-jsr  Iks  ..ptr,  d.iu .  lr  vui'.inaKt*  'tun 
point-front  litre  A  du  doiitaim*  (It),  la  fmiuit  ir  «ln  d-aisasts*'  { !*>  -.a’J-dan  a  smr  svrlainc  cm- 
dition  de  r^gularite,  la  fouctiou  »  satidait  dais .  !•-  turaii.t)**’  <>,«  iddr  du  pnisis  ,1  a  lequation 
suivantc: 

'%■  «»  !  ?  7  11 

')  S.  Zarkmba.  Sur  le  prim  ipe  du  Minimum  Bulli  tm  *l«.  I  A<  .ttb'-mi*’  c*-i»*  «*.' 

Cracovie,  1909. 


oi,  l'on  a  designe:  par  »  la  normale  a  la  fronticre  du  domaine  (D)  en  un  point  par  a,  ft 
“  ,  “s  cosiaua-dirLurs  de  cettc  normale  et  par  *  *  -  6  las  valeurs  per.pbdnques  e„  M 

dcs  projections  orthogonales  du  vccteur  V  sur  Ies  axes  des  coordonnees. 

D'apres  ce  qui  precede,  le  probleme  enonee  au  ddbut  pent  etre  considere  lorsque  la 
■Ht inn  m  est  remplie  commc  le  resultat  d’une  transformation  du  probleme  hydrodynamique. 
“LS  (le  cettVtransformation  consisted  ce  qu’elle  substitue  au  probldne  Mrodyna^ue 
dass.au  un  probltac  qui  conserve  un  sens  ct  qui  est  possible  meme  au  cas  on  le  donut, n  (O) 
“ait  pas  aux  conditions  de  regularity  qui  doivent  etre  remplies  pour 
rlassiaue  puisse  etre  pose.  J’ajoute  que  les  considerations  que  developpe  M.  Bouliga  d 
son  beau  memoire  «Sur  les  applications  de  la  notion  de  flux  et  su,  le  ““ 
infinitesimale  des  functions  de  Geeen  et  de  Nkmank.,  raemoue  en  v  ‘dctlsement  com- 

le  .Bulletin  des  Sciences  mathematiques.  ct  dont  les  epreuves  mont  ete  giac  easement  a. 
munOqudeTpar  O’auteur,  reposen,  en  partie  sur  le  tbeoremc  selon  lequel  ,e  probleme  enonee  a„ 
debut  de  cette  communication  est  tou jours  possible. 


An  Experiment  on  the  Reh d viour  of  Two  Vortices 

in  Water 

B  y  S.  I1’  u  i  i  \v  li  a  r  a  ,  T  u  k  v  », 

(Sec  Plates  XXVIII  an-!  \\l\. 


Five  years  ago,  tin*  present  author  published  a  note  <>tt  »!»•  amalgamation  ,,i  two  vortices 
(whirls)  of  the  same  sense  of  rotation  ami  the  sepatatiott  of  Pit.-,.'  with  the  ditinent  senses1) 
This  fact  was  first  found  by  T.  Okaoa  an  veafs  ago  with  t.-sp.-et  to  ,*x  clones  an. i  anticyclones 
and  was  known  as  Okada’s  law  aim  >ng  lapanese  nn*reoto|<>gf.ts  1 1  \t  t,r,  VM  v  made  an  ex 
periinent  with  two  vortices  fixed  at  their  own  (in-itn >m.  .m  l  '•■••ml  tint  the  mutual  tom*  exerted 
between  them  when  their  senses  of  rotation  ate  same  B  lepuBsve,  *.»*  j'.h  a ,  tin*  viscosity  of  the 
liquid  used  is  small  0.  With  the  increase  ot  v  Bet .sit v  the  !•  .t !•«■  i  '.tit  t  »t  ma  x  iimitti  anti  then 
decreases  on  to  no  force.  At  last  an  attractive  foiee  **.*»•,  m  m-m-ad  <«f  i .  j.nl  -B >n  mt.ler  limiter 
viscosities. 

From  the  theoretical  point  of  view  K.  ‘1 1  ha/avv  v  h  at;. I  t  \Y  '  t  a  t  s  *  i  have  pmvetl  the 
attraction  existing  between  two  coaxial  vortical  (damns*'  in  it  ent  thud 

For  the  present  the  author  tiring*  some  photograph-  ami  hints  before  the  t  oiiKress.  in 
which  the  hehaviotu  of  vortices  is  *.ltovvti  a-  <rn  mi  tin-  .osta,*  «•)  v>  .itiu  an  I  al-o  Mt*n  from 
the  side. 

From  this  experiment  it  becomes  dear  that  flu*  vortices  with  different  sense  of  rotation 
approach  rather  quickly,  but  never  amalgamate,  Tl.w  K->.nvav  ium  each  .abn.  n,  unite  end  on 
end  forming  at  hist  a  continuous  filament,  ot  d.*..t,».v  >„ .mb  .abet  when  t.acrd  to  he  too  near. 
Those  two  vortices  with  the  same  scum*  of  rotation  appioaeh  i.ob.-t  Jnwlv,  and  always 
amalgamata  into  one. 


A  very  curious  fact  is  that  two  van tex  nlaittnt*  ot  js.\m  .*■  s  us.d  Be,  n  tn.  . ,J  and  B, 
when  they  are  brought  to  cross  over,  an*  cut  into  two  |.n*.  .  ..mb,  ’,md  ,<m-  ot  »!*,-  pieces  from 
A  uni(fs  Wllh  piece  from  It,  end  on  end.  framing  a  h.df  i tin:  and  ti.u.lf.  „»  While  the 
remaining  two  pieces  fmm  ./  and  ft  amalgamate  side  In  id,-  1  bt  j.b.-m em-n,,u  takes  jtlace 
tmly  under  favourable  conditions. 


From  several  photographs  ,  Plate.  XXY1II  1  \\f\,  u,  *b,-  j.,.  ett*  author, 

...  i  azima  anti  M.  Iamano  rest  I  off  the  relative  vej,  .cpm  m  i.vhJ  an  I  tangential  eomjtnnents 
of  the  centers  of  vortices  and  calculated  the  idam.-  ae,  rh-jan-m  b.  «we  u  tl;< m,  Bv  assuming 
tu  constant  intensity  of  voiticen  doting  their  motion*,  .oil  taking  analog*.  mmi  the  law  of  the 

mass  attraction,  they  at  rive  at  a  eondusmtt  that  tin  .  h,i  nv,.  „,ni,v  of  the  same 

sense  of  rotation  acts  as  i/r\  where  ,  is  th-  dBtamv  *1„-  of.  *  •.  «  --.  m  .  to  lie  between 

2  and  4,  but  they  could  not  determine  its  exact-  vatm-  It,  can*,.-  *he  do.tm  b,,me  ft  out  a  slight 
I  ecesciona  motion  of  the  vortices  could  not  lie  eliminated  in  Bn  ,  *  j.<-t  nm-nt  ,\».  tangential 

mo?  18  !7  r°  <  X,,St'  ri"‘  exjii-inueui  and  ealntl.Hmu  u .)!  appeal  as  a  publb 

otton  of  he  Central  meteorological  Observation,  Tokyo  Tim  both,,  eM„,  intent  is  carried 
on  m  the  Imperial  1  diversify,  Tokyo,  Sept. 


sv  n  lUjMiara:  Quartcr,y  J,,Mn»*  Koy.  Memorol, 

D.  Nuktyatna :  Jajtanese  Joum.  Astr,  ami  OrujdmB 

2  rl  TmU  iTn(!8e  »«*.•  ! 

)  c.  W.  Oscen:  Arktv  for  Math.,  Asti. »«!,  Fydb 


»-'o*  t 


La  formation  des  discontinuites  dans  lcs  fluides 

Par  J.  Hadaraard,  Paris 

Outre,  les  ondes,  c’est-a-dire  les  discontinuites  qui  se  propagent  et  qui  ne  peuvent  d’ailleurs 
cxister  que  dans  les  gaz,  les  fluides,  compressiblcs  ou  non,  peuvent  presenter  dans  leurs  mouve- 
ments  des  discontinuites  stationnaires  ( ondes-cloisons  de  Duhem),  c’est-a-dire  affectant  constam- 
ment  les  memes  molecules.  Ces  dernieres  discontinuites  peuvent  alien  jusqu’au  ghssement  absolu 
ou  glissement  de  la  surface  mitoycnne  sur  clle-meme,  dans  lequel  chaque  molecule  de  la  portion  i 
du  milieu  situee  sur  cette  surface  vient  en  contact  successivement,  au  cours  du  temps,  avec 
diverses  molecules  de  la  portion  2  faisant  partie  de  cette  memo  surface.  Si,  pour  nous  permettie 
de  suivre  lc  phenomene,  nous  isolons  par  la  pensee,  a  un  premier  instant  t0,  es  es  con  mues 
de  molecules  telles  que  celles  qui  sont  representees  sur  la  figure  1,  lcs  memes  ^  es  picnuon  , 
un  instant  suivant,  une  apparcnce  telle  que  cellc  qui  est  representec  pai  a  rguie  2. 


Fig.  I.  Fi^  2'  ,  ,  . 

On  suit  que  des  glissements  de  cette  nature  jouent  un  role  important  dans  plusieuis 

TrlS^ 

d’obstacles  anguleux.  .  ,  ,  ,,  t  ^  rp1je  explication  demande  a  etrc  coni' 

A/T'jic  mmtnp  ie  Lai  m  outre  precede m m c n t  )>  ccttc  cxpi  .  , 

p,«e:  ca'r,'  'si  la  ***«'  * 

avoir  lieu '  sans  que,  au  liable,  quelqu’autte  phdno- 

12  aeToi.  produit,  me,.a„«  W  »  <■«»»  «•  *  ,„dme  des 

Ii  nature  de  ce  premier  phenomene  trouble  est  dailleuts  suggeiee  pat  f  . 

question^  mentionnees  tou,  a  1'heure,  et  auxquel.es  notte  .acplictaUon  clolt  u  _  tout  U 

presumer  qu'rl  doi,  se  ptoduite  u„  con— „t  *  '  £.1 

122:2222:2:22  „  l 

periences  de  M.  Camichel  dans  lesquelles  les  photographies  montrent  nell™“  T 
rnent  initial,  suivi  presque  immediatement  d’un  rappel  violent  exeice  par  ‘  ,^  ,u 

“ Is  modules  voisines.  Ces,  seulemen,  apres  ces  phases  preliminaires  que  peuvent  setablir 

les  «sillages»  dont  l’etude  est  aujourd’hui  classique.  ;  ;  r  Nation.. 

Les  glissements  don,  nous  venons  de  parler  ne  sont  pas  les  seules 

- ICc^es  Rendu,  Ac.  Sc.  Purl s  .t  CXXXYI,  p.  a,, ;  U**,  »■  1°  prcpuguUcn  de,  Onck,  et  .. 

equations  de  V  Hydrodynamique,  Paris,  Hermann,  1903  (Note  II). 
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et  produire  ttne  deformation  du  premier.  du  m-i'.-u  I  *•».?»«  ,  !.•  Jr-  t tj;** .n-,  raj,1Klrj 

a  l’autre,  suivaiit  1’ordre  de*  ptctni.rm  d.rh*f.  <  jtu  ■  ofi  '-si'  1.  •  wdumuji  »i-*|u«.s  au 

passage  de  la  surface  tie  discontinuin'.  I.*-.  i  !*■.(’,  -  *>,m.  .!  to .  ]>■  iim  lr  ,i  I'in-iant  t 

et  representees  sur  la  figure  i  aumiii,  a  un  in -sum  uln  on  1. 11.  .pic  He  repiesentee 

par  la  figure  3  si  la  discontinuity  est  du  premier  ordre;  Imr  courliurr  M-ulr  sera  drvenue  dis- 
continue,  s’il  y  a  discontinuite  du  second  ordre,  etc, 

11  s’agit  d’ailleurs  toujour*  de  discontinuin'  •  '-d!>  ijsuij >  Uupprlntis  *jur  it.s  lols  qu| 
gouvernent  ee  cas  sunt  “I  mi  pen  tlitlei cutes  dr  relies  .ji:i  u  i;s.  eir  ,  un  If,  \  un  jn>stant 
determine  qitelcom|Ut\  les  ,, conditions  idem i.po  --  'i  m>i.»  t  e.  ;t;i  <  ,  d.m  no  .  a  c,  dans  Tautre 
et  il  existe  en  partieulier  tin  wetem  fX,  jt,  vj  «|td  * ; t,  !»  •  wti.t’j.m  !>t j> n  -  den  dvrivees 
de  x,  y,  s  [tar  rnpimrt  a  mine,  e'e  1  a  din-  !>••.  ■  !<  ■’<  ini’n'.ov  ,.tU  rxemple, 

la  discontinuity  est  du  [tremier  unite,  ee-.  \;uia»intr,  !•)> 1  ,  p.  ;u  1.- .  motf  1.  ’tr.tr 

0  f  1  H  ii  ■  ’ 

§  0 

— ,  seront  doimees  pur  les  forimili^ 

0  4’ 


en  desiginml  par  //,  y  Ic*  eoMmi*  »iii rnnii  ^  U  ..  U  .ml.*!  4r  mp* 

posee  tracer1  dates  letat  fn*  r|  et  flttt|*iV  du  r  u*  *4  Li  mnm:  „* 

Mans  (contraimnent  a  ce  tjiti  a  lirti  }»w  !«r»  *  ■  !'*&  »jU'*  Ii  nmjnstitr  dtt  prentkr 

ordre  est  stationnaire,  elk*  tie  portr  puitit  sm  Irs  detnr^  5^"ms*-tr ,  k?  ,<• .  }M,  !,ipp»»n  »ttt  temps 
(c est»a-dire  sur  les  eontposattfes  de  la  vile*  st i  lr*.  pt#  Iruin  ’n^plepnutf  ditifercn* 


tiation  par  rapport  au  temps  tjiii  .mirwf  4isrm!iiwi  *.<,m  If  ,  -  .  J.  *  *  ,  , . . , 

K  }%t  Mf 

On  pout  d  ailleurs  immcdiatemeni  ealetdri  Ion  >  vai  utnut  •  to  uv  pi.  .un  '.t  <jo«-  odlr  ■,  dm  del  tvees 

J  .  +  t  (  ■  r- 

correspondantes^.^^, , . ,  »g^4,  cVm  4  din-  d>  t..»ir-  odl-  >•  .pti  un  swunlar 

de  differentiations  par  rappirf  au  triups,  ctutijo  iU'in  uiir  ,,-«!<■  d»P«  !>-ssu,«n. «n  •)  <0 .  IVspace.  II* 
suffit  de  differeutier  les  forimilm  prm;d<*itt«-,  n'i  jut  t.it.puj  t  j  0«  i.u-  4,  i .  1  constants, 
comme*  on  pout  le  fat  re  puiM|u’it  s’agit  d'tutr  dtvnmt-mttr  fi  y  ctaiit  »*ux  tniines 

constants  dans  ces  emiditiuits,  on  volt  ijue  !'«.»  a 


'aa-*r,,'  .  „  e»  %■».  a 

8«S/  8/  *  ?.*  ’  ** 
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0„  aurait  des  formules  toutes  sembtables  si  la  discontinuite  de  deformation  a  chaque 
instant  etait  d’un  ordre  superieur  «:  elle  serait  encore  gouvernee  par  un  vecteur  (1,  p,  v)  dont 
la  variabilite  par  rapport  au  temps  ferait  comiaitre  les  variations  brusques  des  derivees  d  ordre 
n  _|_  k  (oil  k  =  i  ,2  .  .  .)  prises  k  fois  par  rapport  au  temps. 

Or  les  discontinues  ou  glissements  differentials  dont  nous  venons  de  parler  poseirt  une 
Question  tonic  semlilablo  4  cellc  qui  sc  pos.it  poor  les  glissements  absolus  Peuventsls  ex,ster 
Ls  les  Suite  partaits  soumis  au*  lois  <ic  Phydrodynamique,  ct  peuvent-.ls  prendre  na.ssance 
a  partir  dun  instant  quclconque  t0  s’ils  preexistaient  jusqu’a  cet  instant. 

La  reponse  est  toutc  semblable  a  cellc  qui  s’applique  aux  glissements  absolus,  et  en  fa  t 
comprendre  la  raison  veritable.  Nous  aliens  voir  que,  pour  les  glissements  differentiels,  elle 

derive  immediatement  du  theoreme  classique  des  tourbillons.  .  ■ . ,  de 

four  nous  en  rendre  compte,  comments  par  noter  que  dans  une  discontmu  e  de 

l'espece  consideree,  e’est-a-dire  dans  une  discontinuite  hydrodynamique  statiounaiic, 
fonnation  de  1’une  des  deux  regions  par  rapport  a  1'autrc  a  ntessairan^  ^7^*^ 
meme  s’il  s’agit  d’un  gaz.  Un  changement  brusque  de  densite  devrait  en  effe  s  accompagner 
d’une  discontinuite  de  pression,  ce  qui  ne  peut  se  produire  que  dans  une  onde  de  choc,  et  non  dans 
stabonnairc.  Le  vecieur  (X,  p,  ,  )  carac.eristique  *  la  d.scon, matte  es, 

done  s.  nous  pouv.ons  i)renJre  pour  initisl  Petat  du  milieu  a  un  instant 

arbitrairement  consider^  f0,  les  composantes  du  tourbillon  seraient 

t  /  52 ^  g2 i/Wx  8‘*z  \  r  —  _ ...  (2) 

?  =  — 5\St:S^  8a8t)  ’  ^  '2\SaSt  8/>8 1) 
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at,  par  consequent,  leurs  discontinues  seraient  don.tes  par  les  formules 
dependraient  de  la  variabilite  du  vecteur  (X,  p,  v)  en  fonct.on  du  temps.  11  en  rou  ter 
immediatement  que,  le  tourbillon  tout  suppose  continu,  1c  vecteur  (X,  p,  .),  suppose  nul 

instant  determine  quelconque,  doit  le  rester  lndefimment. 

C’est  bien  a  cette  conclusion  que  nous  aliens  arriver;  mais  les  clioses  sont  un  peu  m 
eimokrt  oarccque  1'tet  (<„)  que  nous  veuons  de  consider  comme  initial  est  relattf  a  1, ns  an 
Tot  .  et  devra L  si  Pen  voulai.  raisonner  de  meme  a  un  instant  uteieur  etr.  templ.ee 
p«:qu»  autrc.^lequel  peut  meme,  jusqu'4  preuve  du  contraire,  e.re  en  deformat, on  d.seontmu. 

P"  raWctia“comm»r  nous  aliens  raisonner.  Considers  Petal  (**,?)  4  un  instant 

,,  =  t  H  derive  de  l'etat  (»„)  (ou  (at,  y,  2)  )  par  une  deformation  qui,  dans  U, region .  I, 

et  au  voisinage  d’un  point  detemte  M  de  la  surface  de  discontinuite,  est  une  deformation  affine 

dx'  —  A  dx  B  dy  C  dz\ 

dy' —  A!  dx- \-JBf  dy  -f-  C'  dz  j  . .  (3) 

dx'  —  A"  dx-\-ff'dy-\-C"dz) 

ct  qui  d ’autre  part,  au  meme  point  M,  subit  au  passage  de  la  discontinuite,  une  variation 
brusaue  caracterisee  par  un  certain  vecteur  (L,  M,  N).  D’autre  part,  nous  pouvons  rapporter 
l’etat  a  chacun  des  instants  t0,  t'  a  un  etat  initial  fixe  (o)  choisi  une  fois  pour  toutes.  soien 
i  n  v  (1  n  vl  les  vecteurs  caracteristiques  de  la  discontinuite  de  deformation, 

1-ste.  4  .'ins, an,  ,.  Nous  avous  besoin  d’obtenit  la  relate 

rmi  existe  entre  ces  deux  vecteurs  et  le  vecteur  (L,  M,  N).  , 

Imaginons  qu’on  fasse  subir  a  ehaeun  des  etats  (o),  (<„)  une  deformation  qu>  amine 
la  region  la  l'etat  r'  ou  elle  se  ttouve  a  l'instant  1'  et  qui,  d'autre  part,  so.t  continue,  tout  au 
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a  la  surface, 

«  que,  par  consequent1,  il  ie'mlte'da^'plt'r  m^dn'  m  n.rnt,  mutimt 
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.  /  voir  nos  Lemons  sur  la  i>ramnt,>ti,i*  i  /\  » 
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du  vecteur  de  deformation,  pour  une 
verifier  les  deux  equations  lineaires 


molecule  donnee  de  la  surface  de  discontinuity  doivent 
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Comme,  de  plus,  on  a  la  condition 

X  a,  -j-  p  V  y  —  o 

qui  exprime  que  la  discontinuity  est  tangentielle,  cela  fait  en  tout  trois  equations  lineaires  dis- 
tinctes,  deux  differentielles  et  une  en  tennes  finis,  pour  definir  les  quantites  X,  p,  v,  ou  deux 
equations  differentielles  lineaires,  a  coefficients  que  nous  pouvons  supposer  bornees  et  continus, 

pour  definir  deux  dfentre  dies.  , 

Done,  si  la  diformation  est  continue  au  premier  ordre  a  un  instant  determine  quelconque 
(e’est-a-diresi  X,  p,  v  sont  nuls  a  cet  instant)  elle  restera  continue  dans  la  suite la  discon¬ 
tinuity  stationnaire  du  premier  ordre  ne  peut  pas  se  creer  plus  que  ne  le  pouvait  la  discontinuite 

absolue.  ,  „  „  .  ,  t 

Les  deux  resultats  sont  evidemment  parents  l’un  de  l’autre;  et  le  fait  que  le  seconc 

d’entre  eux,  —  celui  dont  nous  venous  de  nous  occuper  —  derive  directement,  comme  nous  le 
voyons,  du  theoreme  classique  de  la  conservation  du  tourbillon,  jette,  semble-t-il,  un  jour 
nouveau  sur  le  resultat  obtenu  precedemment  et  relatif  aux  discontmuites  absolues. 

Notons  encore  que  le  calcul  precedent  s’etendrait  de  lui-meme  a  un  glissement  d  ordre 
different iel  quelconque  n:  il  faudrait  alors  raisonner  sur  les  derivees  (»  —  0toes  du  tourbillon, 
les  premises  qui  soient  discontinues,  et  dont  les  discontinuite*  sont  regies  par  trois  quantites 
X  Y  7,  composantes  d’un  vecteur  qu’on  peut  appeler  «vecteur  caractenstique  de  la  saue  e 
tourbillon*:  e’est  ce  vecteur  qui  est  lie  au  vecteur  caracteristique  de  la  discontinuite  et  a  son 
derive  par  rapport  au  temps  par  des  formules  toutes  semblables  a  (4),  (5). 
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le  volume  indefiniment,  on  obtient,  dans  ce  cas,  des  surfaces  de  glissement  de  Helmholtz  et 
Kirchhoff  se  prolongcant  jusqu’a  l’infini,  mais,  en  raison  de  ce  qui  vient  d’etre  dit,  ces  sur¬ 
faces  de  glissement  peuvent  etre  interpretees  comme  se  refermant  a  l’infini  sur  un  deuxieme 
obstacle.  Selon  la  maniere  dont  on  fait  varier  l’angle  a  en  effectuant  le  passage  a  la  limite, 
on  peut  obtenir  aussi  les  deux  dernieres  formes  de  mouvement  indiquees  sur  la  fig.  i.  La 
distance  entre  les  obstacles  etant  arbitrage,  on  peut  la  choisir  de  faqon  que  la  pression  de  la 
zone  morte  soit  egale  a  la  depression  que  Ton  observe  derriere  Tobstacle  dans  les  fluides  reels 
et  faire  corresponds  au  deuxieme  obstacle  —  un  obstacle  fictif  representant  l’effet  global 
du  frottement  et  des  chocs  qui,  en  provoquant  une  dissipation  d’energie,  determinent  la  resis¬ 
tance  des  fluides  reels.  Les  vitesses  de  glissement  que  Ton  observe  dans  le  voisinage  des  aretes 
des  obstacles  sont  toujours  coniderablement  plus  grandes  que  la  vitesse  generate  du  courant. 

II  serait  interessant  de  discuter,  en  se  plagant  au  point  de  vue  expose  plus  haut,  la 
theorie  o’OsfeN  et  Zeilon.  N’aboutirait-on  pas,  dans  ce  cas,  pour  une  viscosite  evanouissante, 
a  la  forme  triviale  de  mouvement  indiquee  sur  la  fig.  xc? 

2.  —  Les  belles  methodes  de  Levi-Civita  et  H.  Villat  et  les  recherches  recentes.de 
Thiry  et  Poole  permettent  de  traiter  d’une  fa<;on  rigoureuse  les  problemes  les  plus  difficiles 
de  la  theorie  des  mouvements  glissants  a  deux  dimensions.  Au  contraire,  la  theorie,  meme 
approchee,  des  mouvements  glissants  a  trois  dimensions  a  ete,  comparativement,  peu  discutee. 

Si  Ton  connait  la  fonction  de  Stokes  correspondant  au  mouvement  d’un  sohde  dont  la 
forme  depend  de  n  parametres  arbitraires  et  si  Ton  choisit  ces  parametres  de  fagon  a  ce  que, 
sur  la  partie  So  de  la  surface  du  solide,  la  vitesse  reste  approximativement  constante,  la 
surface  So  peut  etre  consideree,  approximativement,  comme  surface  de  glissement.  Consideions 


Fig.  2. 


comme  exemple  le  mouvement  d’un  liquide  autour  de  deux  disques  dont  les  aretes  sont  reunies 
par  des  surfaces  de  glissement  (fig.  2)  et  prenons  la  fonction  de  courant  sous  la  forme 


at* 


^  +  CLi 


a,*)2  +•  y2  v(^  +  «/)2  + 


et  comme  inconnues  les  ordonnees  yk  de  la  surface  de  glissement,  la  vitesse  de  glissement  v 
et  les  coefficients  A{.  Les  equations  qui  les  determinent  peuvent  etre  choisies,  par  exemple, 
comme  suit: 


tt(ai>yk)  =  o,  k=  1,2, . m 

4,  (/,  c,)  =  0,  u  (/,  c,)  =  o,  c.)  =  0,  i—  \,2,  .  ...  p. 

U  (/,  0)  =  o,  4,(/,r)  =  o,  u(l,r)  =  o,  v  (/,  r)  =  m  +  3/  +  4  =  »  +  1 
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fluid e  exterieurement.  En  appliquant  le  theoreme  des  forces  vives  et  en  supposant  que  le  rayon 
r  est  suffisamment  grand,  on  peut  ecrire 


dR 

dt 


to 


.  (i) 

p  log  rx 

Si  Ton  engendre  la  cavite  en  aneantissant  un  cylindre  de  rayon  R,  immerge  dans  le  li- 


quide  et  le  rayon  rx  est  infinimcnt  grand,  la  vitessc  de  contraction  restera  toujours  mfani- 

ment  petite.  La  cavite  ne  se  refernie  pas.  Cc  curieux  resultat  avait  ete  deja  signale  pai 
Basset.  (A  Treatise  on  Hydrodynamics,  Vol.  I,  p.  135;  1888.) 

Supposons  maintenant:  qu’en  depensant  une  energie  infinie,  on  obtienne  a  l’instant  initial 
une  vitesse  depression  iinie  ou  bien  que  la  pression  p0  est  de  l’ordre  de  grandeur  de  log  rv 
En  integrant  (i),  on  obtient  comnie  loi  generale  du  mouvement 


R  —  ^o2  +  2^o^-«2*2 

Dans  le  cas  ofi  a2  =  0,  la  cavite  cylindriquc,  une  fois  apparue,  augmentera  ensuite  in- 
definiment 

B.  Demtchenko  a  etudie  lc  mouvement  d’un  liquide  pesant  dans  des  tubes  en  rattachant 
ce  probleme  a  celui  des  cavitations  planes.  II  a  aussi  demontre  qu'une  cavitation  ellipsoldale  ne 
pouvait.  se  contracter  en  conservant  la  forme  d’un  ellipsolde. 

J’ai  demontre  que  les  cavitations  spheriques,  cylindriques  circulaires  et  planes  sont  les 
seules  possibles  pour  lesquelles  les  surfaces  de  pression  constante  restent  des  surfaces  equi- 
potentielles. 

5.  Le  probleme  general  des  cavitations  consiste  a  determiner  la  forme  et  le  mouvement 
dime  surface  de  pression  constante  6'  limitant  une  cavite  C  a  l’instant  t,  connaissant  la  forme 
et  le  mouvement  initial  de  cette  surface,  la  loi  generale  du  mouvement  et  la  deformation  des 
corps  P  dont  les  parois  limitcnt  le  fluide  interieurement  et  exterieurement  et  en  tenant  compte 


fig.  3- 


Fig.  4- 


des  forces  agissant  sur  1’unite  de  masse  (fig.  3  et  4)-  Formule  ainsi  ce  probleme  renferme  comme 
cas  particulier  celui  des  mouvements  ondulatoires  d’un  fluide  pesant. 

On  exprime  generalement  la  condition  qu’une  surface  F  (x,  y,  z,  t)  =  o  est  une  surface 

fluide  en  ecrivant  qu’a  tout  instant  t 
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Burgers  a  obtenu  une  serie  de  tres  interessantes  photographies  de  tourbillons,  ou 
plutot  de  source-tourbillons,  produits  par  la  raise  brusque  en  mouvement  d’un  plan  mince  dans 
un  liquide. 

7.  Je  m’arreterai,  cn  dernier  lieu,  succinctement,  sur  le  probleme  de  changement  de  re¬ 
gime  et  de  la  turbulence  dans  les  fluides  reels.  On  observe  deux  formes  caracteristiques  de 
mouvements  tourbillonnaires.  D’une  part  les  tourbillons  libres,  tels  que  les  lignes  de  tour- 
billon  du  mouvement  rotationnel  laminaire  ou  bien  aussi  les  tubes  et  anneaux-tourbillon  de 
Helmholtz,  B£nard  et  Eden  qui,  en  se  deplaqant,  restent,  en  general,  orthogonaux  a  la  vitesse 
du  courant,  et  dont  l’apparition  peut  etre  rattachee  a  celle  de  diminuations  locales  brusques 

de  pression  x) . 

D’autre  part  les  tourbillons  lies;  ces  derniers  tourbillons  prennent  naissance  soit  sur  la 
paroi  limitant  le  fluide,  soit  sur  la  surface  libre,  soit  sur  la  paroi  ou  au-dcvant  du  solide  et 
conservent  une  position  plus  ou  moins  fixe  par  rapport  au  solide.  Le  ou  les  bouts  libres,  si  te  s 
il  y  a,  de  ces  tourbillons  se  confondent  d’abord  avec  les  lignes  de  courant  et  se  perdent  ensui  e 
dans  la  turbulence  du  mouvement. 

Dans  une  communication  quc  j’ai  faitc  au  Congres  International  de  Navigation  Aerienne 
a  Bruxelles  en  1925  j’ai  formule  l’hypothesc  que  les  changements  de  regime  que  l’on  observe 
dans  les  fluides  sent  provoques  par  l’apparition  de  tourbillons  lies. 

Par  exemple,  dans  l’experience  de  Reynolds,  selon  mon  hypothese,  la  turbulence  est 
provoquee  et  entretenue  par  des  mouvements  tourbillonnaires  spiraliformes  se  formant  sui  es 
parois  de  l’entonnoir  du  tube. 

Selon  le  caractere  des  tourbillons  libres  qui  se  transforment  en  tourbillons  lies,  il  pourra 
y  avoir  deux  ou  memes  plusieurs  changements  de  regime  avec  vitesses  critiques  correspondantcs. 
Dans  le  travail  que  je  viens  de  citer  j’ai  decrit  quelques  experiences  a  lappui  de  cette  hypo - 
these  et  voudrais  faire  quelques  remarques  complementaires  a  propos  de  1  une  c  e  ces  experie  ces. 

La  fig.  5  represente  le  spectre  d’un  plan  incline  place  sur  un  plan  horizontal  en  tole 
pose  au  milieu  du  tunnel  et  recouvert  d’une  feuille  de  papier  noir  saupoudree  de  lycopode.  La 
fig.  6  represente  un  spectre  obtenu  dans  des  conditions  semblables,  mais  en  donnant  un  seul  coup 
sec  sur  l’un  des  bords  du  plan  en  tole.  Comment  expliquer  l’appantion  des  lignes  de  cour 
dans  ce  cas?  D’apres  mon  hypothese  l’ebranlement  qu’on  communique  au  plateau  determine  un 
changement  de  regime  dans  la  couche  superficielle  et  l’apparition  momenta  e  e  our  1  on  , 
contournant  l’arete  anterieure  du  plateau  et  dont  la  rotation  change  alternativemen  g 

sur  toute  la  largeur  du  plateau. 

Il  est  possible  que  dans  l’experience  des  cylindres  concentriques  de  Taylor,  pour  une 
vitesse  de  rotation  se  rapprochant  de  la  vitesse  critique,  un  ebranlement  brusque  de  l’appareil 
pourrait  aussi  provoquer  l’apparition  momentanee  des  tourbillons  du  deuxieme  regime. 

Les  figures  7  ont  ete  obtenues  en  communiquant  un  ebranlement  vif  au  plateau  lorsque 
la  vitesse  du  courant  etait  respectivement  2—3  m/sec  et  5—6  m/sec.  Ces  spectres  font  voir 
que  le  produit  du  diametre  des  tourbillons  par  la  vitesse  du  courant  conserve  approximative- 

facile  de  se  rendre  compte  que,  dans  un  fluide  fflimite  de  faible  viscosity  cinematique  les 
tourbillons  altem^s  ne  peuvent  pas  prendre  naissance  derriere  un  plan  suffisamment  mmee  orthogond 
au  "t  La  theorie  de  la  distance  de  v.  KArmAn  ne  peut  done  pas  Stre  appliquee  auplan 
mince  orthogonal.  Mes  recherches  sur  les  mouvements  pendulaires  sont  en  bon 
marque  —  les  mouvements  pendulaires  ne  se  produisent  que  si  la  plaque  a  un  P 

(L’Aerophile,  I61"  Janvier  1911). 
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Contribution  a  l’etude  de  l’ecoulement 
plan  dcs  fluides 

Par  MM.  Toussaint  ct  Carafoli,  Paris 
(Voir  Planches  XXX — XXXII) 

Dans  le  but  de  rendre  visibles  les  phenomenes  (lignes  de  courant,  sillages,  tourbillons, 
etc)  qui  se  produisent  dans  lecoulement  d’un  fluide  autour  d’obstacles  immerges,  nous  avons 
realist  au  Laboratoire  de  la  Chaire  de  Mecanique  des  fluides,  a  l’lnstitut  Aerotechnique  de  St-Cyr 
un  certain  nombrc  de  dispositifs  experimentaux  permettant  la  photographie  et  la  cinemato¬ 
graphic  de  ces  phenomenes.  . 

Dans  l’etude  presente  nous  donnerons  sculement  les  resultats  obtenus  avec  un  tunne 

hydrodynamique  plat  ayant  pour  objet  la  visualisation  des  phenomenes  relatifs * ^^Xid 
plan  tie  l’eau  autour  des  divers  obstacles.  On  sait  quo  l’etude  du  mouvcment  plan  dun  flmde 
est  a  la  base  de  toutes  les  theories  aerodynamiques  modcrnes.  11  y  avait  done  le  plus  gran 
interet  a  realiser  un  dispositif  experimental  dans  lcquel  1’ecoulement  reel  du  fluide  se  rappiocha 

le  plus  possible  des  conditions  theoriques  de  lecoulement  plan. 

Le  tunnel  que  nous  avons  constant  clans  ce  but,  est  construe  par  deux  glaces 
superposes,  separees  par  une  distance  de  i  cm.  au  moyen  de  deux  entretoises  lateral^ 
La  section  de  passage  de  l’eau  est  done  rectangulaire  avec  une  largeur  de  26,5  cm. 
hauteur  de  .  cm.  La  longueur  Male  du  tunnel  cat  de  50  .  Cct  ensemble  pose  sur  un  support 
metallique  approprie,  est  immerge  dans  une  cuve  a  eau  de  96  cm.  ce  ong  ,  <■ 

1  glr  et  64  cm.  d  hauteur,  dont  il  occupe  la  partie  mediane.  Cette  cuve  es  surelevee  au- 
deS»  du  sol  de  maniere  a  augmenter  la  charge.  Du  cote  de  flentree  d  eau,  les  glace  so* 
munies  de  bourrelets  formant  collccteur  galbe  raccorde  a  la  section  constante  du  ■  . 

cote  de  la  sortie  d’eau  le  tunnel  est  raccorde  par  une  poche  en  caoutchouc  a 
circulaire  de  3  cm.  diametre.  Cette  canalisation  traverse  une  des  parous  de  la  cuve  a  eau  et  se 
termite  1-  un  robinet  reglable,  place  au-dessus  d’un  orifice 

progressivement  ce  robinet  on  peut  fairc  varier  la  vitesse  d  ecoulement  de  1  eau  dans 
jusqu’a  obtenir  une  vitesse  moyenne  maximum  d ’environ  0,90  m/sec.  .ettc  vitesse  moyenn 
est  mesuree  au  moyen  d’un  plongeur  leste  qui  suit  l’abaissement  du  niveau  dans 

I’enrecrivStTC  sur  un  cylindrc  a  mouvenient  cl  horlogerie.  ^  , 

'  L’obstacle  d’epaisscur  egale  a  celle  du  tunnel,  est  place  a  environ  12  cm.  de  lentiee 

dans  1  ^es'tignTrde  courant  sont  rendues  visibles  par  remission  de  filets  colores  en  rouge. 
Cette  emission  est  realisee  par  „n  distributeur  de  forme  ex, erieure  orene.  * ^“‘“1 

collccteur  du  tunnel,  bien  parallelement  au  plan  median  de  ce  dernier.  Ce  distributeur  possede 
t  <lc  o,7  mm!  dc  diametre,  espaces  de  4  mm.  Les  filets  colores  sont  cons, dues  par  de :  la 

fuchsine  qu’on  dissout  d’abord  dans  un  peu  d’alcool  et  qu’on  melange  ensuite  avec  de  1  eau-  L 
rfiservoir^cn  charge  emmagasine  ce  liquide  colore  et  une  canalisation  mume  de  robinet  de 
reglage  l’amene  ensuite  au  distributeur.  II  convient  que  la  vitesse  d’&nission  des  jets  colores 
soit  sensiblement  egale  a  celle  du  courant  general  au  point  demission. 

Enfin  un  ensemble  de  lampes  a  filaments  rectilignes,  d’une  intensity  totale  de  500  a  700 
bougies,  illumine  un  fond  translucide  sur  lequel  repose  la  glace  inferieure  du  tunnel.  Le  spectre 
dessinS  par  les  filets  colores  se  detache  sur  ce  fond  lumineux  et  peut  etre  cinematographic. 

L’appareil  de  prise  de  vues  *)  est  dispose  au-dessus  de  la  cuve  a  eau  sur  un  rapport 

■ - iTUOffice  National  des  Recherches  Scientifiques  et  Industrielles  et  des  Inventions  a  bien  voulu 

«ou,  prL  “p^rSTpris.  de  vue  et  le  concerns  fclairi  du  Comitfi  techmqu,  de  Gr.im.togn.phe 

pour  la  mise  au  point  de  cette  question. 
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car,  pour  k*s  portions  oft  le  regime  r>t  e»aWi.  U  nV;.-,*,  *,.  n,  ■■•uk  %d-*  ^  ,|y  ! 

ct  la  pression  p  cst  constants  cn  k»ute  tec? km 

(Dans  Cette  e-juaM-m  a  '■  .  ' 
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Si  x  represente  le  frottement  unitaire  sur  les  parois  et  si  2  D  est  la  hauteur  du  tunnel, 
on  aura  pour  une  largeur  de  tunnel  egale  a  1  unite 


2D--f-  +2X0 


=  0  ou 


En  portant  cette  valeur  de  dans  l’equation  (1)  on  obtient  successivement. 


+  Ct  ^ 


-y=c^  +  ca. 


Les  constants  d’integration  Cx  et  C2  sont  definies  par  les  conditions  aux  lxmitcs:  soit 
pour  y  =.  0,  u  =.  0,  d’oir.  C2  —  0 

d'oi,:  c,:=to 

II  en  r^sulte: 


y___(y_ 

D  \D 


Pour  y  =  D  on  aura  la  vitcsse  dans  le  plan  median  soit: 


En  definitive  on  aura 


Uy  en  o  .  ' 


U  —  V*  2 


-  -&-Z) 
2  n 


.  (3) 


La  distribution  des  vitesses  u  est  done  une  distribution  parabolique  comme  il  fallait 

s’y  attendre  en  regime  etabli  du  type  laminaire.  k  t  , 

2.  Cas  de  l’ecoulement,  en  regime  turbulent.  Pour  le  cas  du  regxme  turbulent  nous 

pouvons  admettre  que  la  distribution  des  vitesses  s’etablit  suivant  la  formule: 

«=r.^‘A 


proposee  par  M.  le  Prof.  KabmAn  =)  et  qui  se  verffie  experimentalement  dans  le  eas  des  toyaux 

polis  et  des  plaques  planes  polies. 

Etablissement  du  regime  d’ecoulement. 

Considerons  maintenant  la  portion  anterieure  du  tunnel  dans  laquelle  etablit 

S^sonfd‘aWn;Se  les  conditions  de  vitesse  e,  de  dimensions  conduisent  au  rdgime 

'“““comme  la  distribution  des  vitesses  est  parabolique  en  regime  laminaire  etabli,  nous 

admettrons  qu’il  en  est  de  meme  pour  la  distribution  des  vitesses  dans  chacune  des  couches 

oerturbees  par  le  frottement  des  parois  inferieure  et  sup&ieure  du  tunnel. 

perturb^ pa  anterieure  ^  ^  s,4tablit  nous  auront t  une 

distribution  ^niforme  des  vLses  dans  la  rone  medians  s.  raccordan,  a  une  dtstn- 

- VZ'B)  Abhandlungen  aus  dem  Aerodynamischen  Institut  an  der  Technischen  Hochschule  m 

Aachen,  x.  Lieferung.  —  Aachen  1921. 
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bution  paraboliqu 


c  dans  les  couches  pen  m  bee*.  I.Vpai 'M-ih  a  dr  ce-.  vouches  part  de  ?iro  a 


l’originc  du  tunnel  et  nous  aliens  efabiir  la  Ini  .lr  v;,mt«o»  dr  A  am*  la  dinner  ,r  nicsurfe 

da„s  ia  direction  du  mouvement.  (1W  M.npliti.u  »n  M.pj . |»r  lr  cll.-et.  ur  K,dhc  est  rem- 

place  par  une  portion  equivalcnte  de  section  <nn«nunr  "n;  n  . 

En  tons  points  (.i\.v)  de  la  couch*  peitutbee  on  auta  e*»nmir  ,a|<i.*«.muh  de  la  vitesse  u: 


«  r  [  •■ ;  lit 


V  ctant  la  vitesse  unifonne  dan>  la  pi»ti«'t)  modi. me 
A  cette  relation  s’ajoutent:  lequation  dr  Metooullt 


et  liquation  du  dibit: 


•{?  ,  ,.r‘n 

*/  r  *  i-;  « 


» 

y  ( ■  s)  J  ^  t  *>. 


Vm  ctant  la  vitesse  moveime  du  emu  ant  St  !*-u  <.o|A.rtr  v  “hro>  .*»,.•  d.-,  quantites  de 

mouvement  a  une  i»ortion  de  tluide  eontetm.  d.m  la  -  *u.  be  t  net.  lr  .  r<(!,.n'  «  et  i  r  }  ,lx) 

on  pent  eerire: 


p.  ,l  fWf  pi  J  {*  » $  ‘7'  '  x 

if  *» 

En  combinant  (,{),  (5).  <«•»  et  •  on  -Mood  01  d.-om'o.  <■ 
7  fj*  ‘  I*  %  j  (  |  *  i  ! 


dans  laqtielle  on  a  pose:  v( 


Par  integration  on  trome  alot*,  ett  jttoant:  II 


r  ^  /  I'm  \  H 

H  40  •  v 


)  j  /*  %  4:'!  ^  n  '•  V  ,  fi  '  1 


qui  represent e  la  lot  devolution  de  la  li.tutrut  trhone  ,  ^  o-o<  n*.:i  dr  it  distance  r. 

On  cn  dedwirait  aisement  la  distatter  s  >  }>  •*<  Kqm-b,  '•  s«-,p*!t«-  l.mtiiiairi* 

italtli,  quartd  les  deux  couches  pe*!ufl.«Vs  <,*•  u- y< >u:v,rn* .  »■*.  5  .0  -mi*-  oo.»od  1  u\  •  l}  1. 

Supposous  maintenant  ipn*  let.  co!t<lt!t«*n-  d>  t  p.  .  r  »-t  d>-  jst»cs»  .»■  « ■  >ndni'  mt  .<  lent- 

blissement  du  regime  dit  turbulent. 

On  pourrait  rismtdre  lY*t|uatiott  #;*  ♦  en  la  h  udmts  dr.  ut,  •  ■Itimn- 

par  la  lot: 

■  ‘-'d"  . 

et  du  frottement  unitaire  en  legiute  ttitbu!. nt,  doiisi »■  p.o  !<  set  oe  o. 

«„  .vr.Sfi I'' 


relations  donnics  par  KAum\n  iIim*  cit  j 


_ MM.  Toussaint  et  Carafoli,  Paris _ _ 

Mais  cc  calcul  est  inutile  dans  le  cas  de  notre  tunnel  hydrodynamique. 

En  effet,  les  experiences  dc  B.  G.  van  der  Hegge  Zijnen  (These,  Delft,  1924)  sur  la 
distribution  des  vitesses  d’un  courant  d’air  au  contact  d’une  glace  plane  et  polie,  montrent  que 
la  couche  perturbee  par  le  frottement  superficiel  d’une  telle  paroi  ne  devient  turbulente  qu’a  une 
certaine  distance,  *,  du  bord  d’attaque.  Cette  distance  xx  varie  avec  la  vitesse  V0  du  courant 
non  perturbe  et  aussi  avec  la  viscosite  cinematique  v  du  fluide.  Van  der  Hegge  Zijnen  a 
montre  que,  dans  un  domaine  etendu,  de  variation  de  la  vitesse  V0  on  avait  la  relation: 

^  x.l  —  330000  .  (9) 

Le  maintien  du  regime  laminaire  dans  les  couches  perturbees  s’applique  a  fortion  a 
notre  tunnel  hydrodynamique  parce  que  la  vitesse  est  nulle  ou  extremement  faible  a  1  entree 

du  collectcur.  T7  .  .  . 

Si  dans  la  relation  (9)  nous  remplaqons  Vo,  par  la  vitesse  moyenne  Vm  du  courant  et 

si  nous  donnons  a  v  pour  de  l’eau  une  valeur  moyenne  egale  a  1/760000  on  aura: 

\ 

x  ^  — ‘  4 

Pour  la  vitesse  maximum  VM  =  1  m/sec.  realisee  dans  nos  experiences,  on  aura  done: 


0,434  m  =  43,4  cm 


Ainsi,  pour  le  cas  le  plus  defavorable,  les  couches  perturbees  par  le  frottement  des  parois 
inferieure  et  superieure  du  tunnel  hydrodynamique,  deviennent  turbulentes,  a  partir  dune 
distance  x.  superieure  a  celle  utilisee  pour  la  production  des  spectres. 

Done,  dans  le  domaine  experiment^,  e’est-a-dire  pour  toutes  les  vitesses  et  ^nsions 
utilisees,  la  distribution  des  vitesses  dans  le  tunnel  est  regie  par  les  formules  (3)  et  (8) 
respondant  au  cas  du  regime  laminaire. 

A  l’aide  de  ces  relations  on  a  calcule  les  elements  du  tableau  ci-dessous  qm  onne  p 
differentes  vitesses  moyennes  Vm  les  valcurs  de  v  =  et  de  h  =  2  (D  —  d)  en  differentes 


On  voit  ainsi  que  pour  =  0,30  m/sec.  la  distribution  des  vitesses  esl • 
uniforme  sur  une  portion  mediane  h  =:  6  mm.  a  une  distance  *  =  48  mm.  de  1  entr&-  On 
encore  h  =  4  mm  a  la  distance  *  =  135  mm.  qui  correspond  a  l’emplacement  des  obstac  s 
II  convient  de  remarquer  d’ailleurs  que  le  raccordement  des  distributions  paraboliques 
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mitation  «raiihi«|»M*  *!<•  IV-.ju.it i.<»  .»>*•  ;  i!  <  -  v  '  '  "*•  •• 


C«t  grapilKim's  iiumhaH  l»t«u  qw  S.i  <(■;.*  s  ^  ••  '  hmH-  U:i' 

toute  la  portion  jiriiidj«l«'  di"<  *.{vrr»n-  m.-  .• 

U  cn  result?,  minin'  «mn  l dn  -.■>»  ,3.>-  s< •<  .■■■  wlsn!  ;uix 


vitessos  moyrantis  super  ivun-t  it  n,,ju  w/  ■  .•  t  ,*„•  ,  ?,<,  >-u  des 

thcoriqucs  dc  plan. 


>*  t  »  ;* 


Toutefois,  il  convient  de  remarqucr  qu’en  raison  mcme  de  cette  distribution  evolutive 
des  vitesses  en  differentcs  sections  du  tunnel,  la  vitcsse  mediane  augmente  legerement  depuis 

la  section  d’entree  jusqu  a  la  section  de  soi  tie.  , 

A  titre  d’exemple,  la  fig.  5  represente  en  fonction  des  distances  *  depuis  l’entree  du 

tunnel,  la  variation  de  la  vitesse  mediane  Vn  pour  une  vitesse  moyenne  Vm  =  0,50  m/sec.  On 
voit  qu’entre  x  -  0,05  m.  et  x  =  0,40  m.,  la  vitesse  mediane  augmente  de  0,565  m/sec.  a 
0,665  m/sec.  II  est  possible  neamnoins  que  les  spectres  correspondants  ne  soient  pas  notable- 
nient  deformes  de  ce  fait,  principalement  au  voisinage  de  l’obstacle  qui  occupe  une  longueur 
relativement  faible  par  rapport  a  l’ecart  x  —  0,35  m.  envisage  ci-dessus. 

Ce  phenomene  est  tout  fait  analogue  a  celui  qu’on  observe  dans  les  soufflenes  aero- 
dvnamiques  ou  revolution  de  la  distribution  des  vitesses  produit  un  gradient  de  pression  star 
tique.  En  general,  on  ne  tient  compte  de  l’influence  de  ce  gradient  que  lorsque  le  modele 
experiment  a  une  dimension  importante  dans  le  sens  du  courant  et  lorsque  sa  resistance  aero- 

dvnamique  propre  est  tres  faible  (carenes  de  diiigeable). 

D’ailleurs,  les  photographies  et  les  films  que  nous  avons  obtenus  represented  essentielle- 
ment  des  documents  qualitatifs.  II  deviendrait  indispensable  de  temr  compte  des  particularises 
signalees  plus  haul  dans  le  cas  ou  l’on  ferait  une  interpretation  quantitative  de  ces  documents. 

Result  at  obtenus.  Nous  donnons  ci-apres,  a  titre  d’exemple,  un  certain  nombre  e  Photo¬ 
graphies  obtenues  avec  l’installation  que  nous  venons  de  decrire.  Certames  /le  ces  photo¬ 
graphies  out  ete  obtenues  directement,  d’autres  proviennent  de  l’agrandissement  de  certames 

images  prelevees  dans  les  films.  ...  ,  ■  _ 

Les  spectres  deja  cinematographies  pour  des  obstacles  varies  tels  que:  plan  mince  ortho¬ 
gonal  at  courant,  cylindre  circulate,  profils  d’ailes,  etc.  montrent  bien  revolution  constante  de 

'  l’ecoulement  en  fonction  de  la  vitesse  du  courant.  ,  . 

Aux  faibles  vitesses  on  observe  des  sillages  dont  la  surface  de  separation  d  avec  It 
courant  g£n£ral  est  tres  stable,  tend  a  se  reformer  en  arriere  de  l’obstada  Ce  regime  decoule, 
ment  fait  suite  a  celui  qu’on  observe  quand  la  vitesse  du  courant  est  de  l  ordrt  de  la  viscosite 
du  fluide  On  sait  qu’on  peut  alors  obtenir  le  contournement  complet  de  l’obstacle  et  les  lignes 
de  courant  correspondantes  sont  assez  exactement  cedes  qu’on  peut  calculer  theonquement  pour 

k  cas  d  ™  1  d  d  siUages  des  faibles  vitesses  semble  rester  en  repos,  en  regime 

permantnt^ A ^cliaque  Legation  dumouvement,  par  ouverture  brusque  du  robinet  d’evacua- 
?Zn,  on  observe  L  rentes  et  des  sorties  de  fluide  dans  le  sillage  ou  la  couleur  se  diffuse 
bientot,  dessinant  ainsi  une  sorte  de  proue  d’eau  morte  en  arriere  de  1  obstacle. 

Aux  vitesses  moyennes  le  sillage  s’allonge  et  tend  a  demur  de  largeur  constante  voisme 
de  la  dimension  transversale  de  l’obstacle.  Les  surfaces  de  separation  d  avec  le  courant  general 
deviennent  instables  et  le  liquide  dans  le  sillage  est  anint  de  mouvements  tumultueux  (sdlage 

tumultueux)  vitesses,  et  souvent  pour  les  vitesses  moyennes  on  observe  que  les  lignes 

de  courant vZzntd tapper  la  zone  mediane  en  amont  de  1’obstacle  'dif  orient,  en  une  ou 
deux^kmes  tourbillonnaires.  La  couleur  de  ces  lignes  vient  alors  pen^trer  au  sein  des  couches 
perturb6es  par  le  frottement  et  quelquefois  dessine  des  lignes  e  stagna  ion  quan 

Pune  ou  l’autre  paroi  du  tunnel.  , 

Enfin,  a  partir  d’une  certaine  vitesse  plus  ou  moins  grande  suivant  la  dimension 

l’obstacle  on  observe  l’apparition  des  tourbillons  alternes  de  Benard-Karman.  . 

Le  courant  general  se  deforme  alors  periodiquement  suivant  les  contraintes  de  1  emission 
et  de  la  propagation  de  ces  tourbillons  alternes. 
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Discontinuous  Fluid  Motion  Past  Curved  Barriers 

S.  Brodetsky,  Leeds 

The  problem  of  discontinuous  fluid  motion  in  two  dimensions  past  any  barrier  was 
discussed  in  a  very  general  and  elegant  maimer  by  Levi-Civita  twenty  years  ago  (Rend.  Circ. 
Mat.  Palermo,  XXI 11,  1907).  Useful  accounts  are  given  by  Brillouin  (Ann.  Chim.  Phys., 
XXIII,  1911)  and  by  Cisotti  (Idromeccanica  Piana,  11,  1922).  The  method  is  as  follows. 

Let  the  complex  variable  s  =  x  -j-  iy  define  position  in  a  plane  perpendicular  to  the 
generators  of  the  barrier,  the  x  axis  being  parallel  to  the  direction  of  the  stream  at  infinity. 
Let  cp,  4>  be  the  velocity  potential  and  stream  function  respectively,  and  define  the  velocity 
components  u,  v  as 

u  =  byfbx  —  bty/by;  v  =  byjby  =  —  bty/bx 


Put  k>  ==  cp  (--  ity  and  define  Q,  r,  0  so  that 

i;  =  re i()  ==  dsfdw ;  Q  =  log  X>  =  log  r-\-  *  0 

r  is  actually  the  inverse  of  the  velocity  at  any  point,  0  the  direction  of  motion.  The 
s,  w,  Q  planes  for  such  a  motion  are  shown  in  the  figure.  C  is  the  point  on  the  barrier  where 


the  limiting  stream  line  1C  bifurcates;  CA,  CA'  are  the  parts  of  this  line  in  contact  with  tie 
barrier;  and  AJ,  A'J'  are  the  parts  of  this  line  which  are  free,  and  which  enclose  the  dea 
liquid.  We  take  as  our  standard  dimensions  unit  density,  unit  velocity  at  infinity,  and  unit  va  ue 

of  Va  (\[CA  -j-  sj  CA')  as  measured  in  the  co  plane. 

Levi-Civita  introduces  a  transformation  which  we  modify  into 


Jw 


X - X" 


sin  an 


where  the  complex  variable  is  x  =  p*f0  and  the  point  C  corresponds  to  x  _  <Pa».  We  thus 

convert  the  barrier  AC  A'  into  the  semicircle  p  =  1,  —  n  <(  a  <L~2  n’  w^e  ^ree 

lines  AJ,  A’J ’  become  the  radii  t  =  if.  «  <  P  <  >.  •  >P>  -  '■  The  8“eral  solu,ion  °f  °U' 

problem  now  consists  in  writing 

Q  =  (IjX  +  Y^  2X2+Y%T3+-J^4'r4+  ••• 
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'of  toorr^linK  to  C,  t  •  . . . 

A  mure  explicit  form  ot  Li  is 


in  which  the  coefficients  .1  are  all  mil.  ami  ,'i''  n‘  *  ,  E  f ‘^‘^I 

that  the  angle  which  the  tangent  -  on  both  *»•«,  •  >4  »  n<  «.*•  •  P-ne  nas-  ««h  one  another 

(measured  away  from  the  st.eam.  i>  X  «.  b‘»  •'  ‘  ‘  5  V  •  •;  w‘‘  «» * 

the  barrier  and"  its  orientation.  The  .4  'dm  .n.g„  ^  •  omv.  .m  w.th  the  a  axis, 

marked  o„  in  the  figure,  equal  to 

X%  sin  a, ,  ;  ‘  E*’1  ■'  X.  :  !  E  1  ‘  '  4  2  *  ■  ' 1 ' 

If  X  is  unity  the  hariier  t-  blunt  at  t  .  »  -  ■  1  and  the  angle 

just  defined  gives  the  direr  turn  of  the  mutual  at  t  h  .  t  ,ur  ..I!  a-.»  we  have 

Bobyuf’s  problem.  and  we  get  .»  -nigh'  E*»*'  ‘  1  v  ’  ’ 

A',,  A,.,  the  coiupom  n!  ..i  p.-anr  pa  r.ni*.  t-u.  ■-  ■•;  '  ■  b-u  <  •<  i,  mi  'nr  moment  M  ■ 

about  tlu‘ origin  in  the  s  plane,  are  given  hv 

K-  •«  E'  ■' 

M  AV,;/  "!  J  '  |  >A  -  ,  J  1  :  ;  '  1  '  '  l ' 

the  integrations  being  taken  along  a  path  iff  A.  W  5  -  •-«.  »i  bo.,;  wholly  in  the 

moving  liquid. 

A\,  A,  are  easily  calculated,  and  lav  ban  '*  a,,-.u  »•< 

A*,  1  « a%\  K,  -IT  ,r«v‘ 

#|  4 

M  was  first  ralenl.ited  to  sir.  ,b  ah.  K«-  '»  •  ,  a,,v  V,  tV  migm  in  thei 

plane  need  not  Ir*  detail'd  ha  ealcul.it  mg  iV  1  «  a-  .  -  ib  •  ;<ma  it  m  order, 

to  calculate  M, 

I  define  the  oiigiti  t!»«  We  c.*h  tend  fab;  i;i  *, j  or,  a  t  I  *  r  ■  1  *•  I  -’tel  **  *** 
of  t:  we  get  x  *,  x  *,  x  ■  *,  x'*,  t*.  . .  "f*  « •  o  ■■  * p  ■! r  *  1,1  -  »»■*  a  -“S 

my  arbitrary  (tmtaut,  We  get  Imiiv.  «j  *,  •,  t  ,/  !  in  '.‘a- pLim* 

corresponds  to  the  value  <4  t  for  tvfbrh  ;5;>  w  gi  .o*  d  .  >  «'*'-■ v* *  .  r  wt  --  t 

this  origin  in  the  sense  .i  v  i' 

M  tf,  (  ■!  o»  M.ip  '  .i  *-yd  >"*>•'  %\ 

1  have  for  some  time  been  tiMinr*  t!a»  itxtJ;.. !  ;■  . dv  s;,: i;  5  ;  'u  .4  ad-jv.  i*utn  tw»R 

is  necessary  to  note  a  renmik  doe  0*  haamu  ts  li  ■  -.u  c  •  «v  ‘J  •■  ti;e  l«wr«* 

I  f  | 

■  '  tog  r  <#,  WS  9  . .  it,  *>n  t  '3  •  '  ■*  .1,  .1-1  4  'I  ; 

s  *  .4  '  4 
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Since  the  barrier  is  a  stream  line,  6  defines  the  direction  of  an  element  ds.  Now 
r  =  dsjdcp  and  r/>  —  (sin  a — sin  a0 )2  on  the  barrier.  Hence  the  radius  of  curvature  R  is  given 
in  terms  of  a  thus  — 


/  .  a,  cos  rt  ' 

2  [sm  a  —  sm  a0)  e  1 
sin  2  a  cos  3  a 


sm  4  a 


Again,  for  the  free  line  AJ  we  put  x  =  ip,  o  <  p  <  X ,  so  that 


i,  6  --^p— -  «gp* 


I  ,  1  L  I 

-J**9  4-  —  ?*  +  -•■ 


has  the  value  j  —  (p  p-»)  —  «»  a0  “  on  AJ.  Hence  the  radius  of  curvature  of  AJ 


at  the  point  corresponding  to  p  is 


(i— P2)  (P  -h  P  ~x)  — 


p2  («i  —  lh  P  —  P2  4~  a*  Ps  4~  •  •  •) 

This  vanishes  in  general  at  A,  i.  e.  at.  p  =  I,  while  the  barrier  has,  in  general,  finite 

curvature  at  A,  namely  o  n.  Thus  the  solution  refers  in  general  to  an  abrupt  end  at  A,  as 

2 

e.  g.  in  the  case  when  AC  A'  is  straight.  If  the  stream  line  AJ  is  to  Have  the  barrier  at  a 
point  where  it  does  not  end  abruptly,  as  e.  g.  in  the  case  of  a  completely  circular  or  completely 
elliptical  cylinder,  we  must  have  finite  radius  of  curvature  for  AJ  at  A.  This  implies  the 
condition  ax  —  a2  —  og  +  a4  +  ■••==  °-  *  have  been  able  to  prove  the  interesting  fact  that 
when  this  condition  is  satisfied  the  radius  of  curvature  of  AJ  at  A  is  equal  to  that  of  the 
barrier  at  A  (Proc.  Edin.  Math.  Soc.,  XLI,  1923)- 

Similar  considerations  apply  to  A',  where  the  condition  is  ax  +  a2  —  as  —  a4  +  . . .  =  o. 
If  neither  condition  is  satisfied  we  have  abrupt  ends  at  both  A  and  A',  if  one  is  satishe' 
while  the  other  is  not,  we  get  an  abrupt  end  for  the  latter.  If  both  conditions  are  satisfied 

neither  end  is  abrupt.  This  is  the  important  case  in  practice,  e.  g.  a  stream-lined  strut.  If 

both  conditions  are  satisfied,  they  give 


^3  4“  ah 


ai  4“  a6  ^8  4~ 


In  the  symmetrical  problem  all  the  coefficients  a  with  even  suffix  and  a0  are  zero.  We 
get  zero  M,  with  the  origin  in,  the  s  plane  on  the  x  axis.  Either  both  ends  are  abrupt,  or  neither. 

The  process  of  solving  for  any  barrier  is  the  humble  one  of  searching  for  such  numerical 
values  of  X,  o0,  Av  A.„  .  .  .  as  fit  the  given  barrier.  The  mathematical  principle  is  very  simple. 
The  barrier  is  taken 'to  be  given  by  means  of  the  radius  of  curvature  R  in  terms  of  the 
direction  6.  Now  we  have  found  R  and  0  in  terms  of  the  parameter  >,  involving  the  constants 
X  a  ,  A  ,  A  .  We  have  then  to  choose  these  constants  in  such  a  manner  as  to  make  the 
relation  between  R  and  0  that  given  for  the  barrier.  I  do  not  pretend  to  solve  the  problem 
exactly  in  the  mathematical  sense,  but  in  any  given  case  the  solution  can  be  obtained  to  any 
required  degree  of  accuracy:  it  is  only  a  question  of  labour,  which  in  many  cases  is  by  no  means 

excessive. 
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li  K  <»  I*  *1  t  *  ^  ^  1  1 


An  iw  owe  i*  MW  <■>-  a  ci.o.u.,-  k, >,  .-  "<>!'  . .  m.,1.,  I;  „ . . 

of  H  nj.imr  end  i»  al,™,..  U»-  ■»"»'»  -  . . . .  “  ‘  ’:‘'™ 

»»  1  I  '•t  —  D-U415  T  1  *ft  ■ 


•I  ii.  .....Mifirv  tlhoe.  li*''"  •s‘'*"  'l"'5  ’■  1 'h  l'  1 '  u’,v  no0 

x  •* *  •** . .  •  - "  . . .  ** 

of  width  Ufral  lit  tin-  dWWw  "l  a"'1' ■  ,  , 

a,  ‘  „  end...  The  pinblnn  in  it.  to'  . . .  ■'  I'1""  *"'•  •»"*-  . .  1  *"•  ««W 

£  ,J  nmbta,  in  cornddcrabln  dvtol  '  »»•  1"“"  «" 

define  the  number  r  »  .he  Mb  ...  .Uf  Mr  -h-w  . *’•  "*•  S**  «*  AT. 

positive  if  the  arc  U  eoncate  I . .  . »•  •>  ”'«« 


,llat  on  a  fiat  I'lale  *>"  Mu'  1  >■■*>  """ .  "‘■‘I  ,ik  "wtal 


!  ^  L„c  times  that  m  a  mi  '  * 

is  applied  to  .he  Hal  ,,!a.e  and  co,„,,are.l  ,o  Mr  ..*>  .dr,  I  . .  within 

about  */•>  %*  ,  . 

1  have  al.su  worked  nut  Hi.-  |*iol.leu.  "t  ?b«  .oiupl-'e  '  '•’*  •*.  I'-**  ’  1  ■M»mHr.alIy 

in  the  stream  Huy.  S«*e..  *»h  «■  '->l!  "O’”  !  ‘)»nl  struts. 

A  very  interesting  problem  i-  that  «*t  the  Ahyu>  jd....d  no  ....amn.ealh  in  the 

stream*  Mr  i\  A.  Kotui,  i-n-t.  t  ...vc  »'  *  ■*'  !<;1  l  '  *  SU,u'  iwful 

adjustment  uf  tile  constants  ot  the  bun  in  »  •*-  ‘  «'■  5-‘"'  -l!,i!Ur  i!,‘"  *!^'w  u{ 

accuracy  ttbiwml  in  thr  hanie.  it  ft’  ...  num  ...  n  h,-.  !,«»•»  1  >*-  m.huh  .U-gree 

o£  exactitude. 

Suppose  tliat  our  solution  tr-  ft'  *Wf  1  *"  rolll>r^ 

correct  value  of  K  and  ft*,  is  the  enoi.  \\  *’  .»'•  ■*»«'•  ‘h.**  **  '  3  •  ;  Hi 

is  zero.  This  is  easily  arranu»M.  la-t  W,  l»  »»“•  *o  *.  ,u  u  ^  ,1,  ,V,  ihen  the 

accuracy  of  the  tit  is  detnmmed  to  the  au'm.o'v  ts..  irsv  ,«  "i  u-  •***  -  attd  6„ 

and  between  «„  and  U.,,  as  well  a-  lo  *!»■  n.tnuil  drino-.u  .ou  j"nr.  o  *i  Juno  the  taiiKCfit 
at  fl  to  the  correct  cm  vn  Thin  the  .innio.  *  «••  >h  !■  ■-  u» 


|  0  fi  .fl 

IA’,  f/U  ,  I  A’, ,/ U  ,  oeO  I  -V  fn  ‘*'J  " 

J„  Jh  *fli  *  (L. 


the  last  being  taken  fot  any  value  «*.  u  oHou  .4.  .  4.-U"  1  ?*■  o  i:t  “»  {orffl 

of  Fourier  series. 


My  suggested  hrst  appiosmiation 


J.u  5.  :sn  * 


sn  a.  "  It  ?.  ■  >  ; 


where  tt  „tg  ;  a  and  u»  %  an  «,  ow  j,  *  hi-  gn*  -  !««.?••  .  .u. •:  n>  e  ♦.**  t  .*»«  !**»* 


at  A,  A’,  and  the  shape  of  the  iwmri  n  not  todo.f  .*•„  »-d*v  t  <•*'  <  >hj  '-1'' 

A„  :s:  (I  .  e"  ( m.v  3  t}' )  ’•'»  wlH-te  ft’  •■*  .tOaOUfui  l,.'in  Y.f  <d  •:  .».l’.  a.al  t* 

radius  of  curvature  isput  equal  fo.tnily  at  the  rod  »4  ih«  !/',„»  .r  *  .  iv>.  .tr.;  ■■  ■ 

a  and  comparing  with  Urn  value  ui  ti„  m  tc<»«  os  a’.  i  ,  .*•  d  •  . . .  ' 

very  good  second  approx minnoii’.  Ihu.,  •*..»» mo:  o,  *  ■  ‘ .  i,  ■  ■  *  ■ J . 
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approximately  elliptic  barrier  of  semi-axes  a  =  2  •  044,  b  =  1  •  623,  placed  with  the  major 
axis  at  an  angle  1 30  with  the  direction  of  the  stream  at  infinity.  When  the  ellipse  and  barrier 
are  plotted  on  a  sheet  of  paper,  it  is  found  that  there  is  an  almost  perfect  fit  except  near 
the  middle,  where,  however,  the  normal  deviation  is  never  more  than  about  0.015. 

The  analytical  form  used  is 


/  1  4-  Aao  T  \ 


cos  a, 


0 


l°g  (7“^=^)  +  1 i  b%  x2 + ^3 x3 + 4  x4  +  5 b% 


with  tg  —  a,  and  sin  a0  =  sin  a*  sin  ar  The  conditions  for  finite  curvature  of  AJ ,  A  J 
at  A,  Af  are  automatically  satisfied :  bv  b$  are  found  to  be  small.  A  correction  like  b± t  is  easily 

seen  to  be  useless. 

I  hope  that  fuller  results  will  be  published  elsewhere.  I  give  here  a  few  typical  cases. 

a  is  the  angle  between  the  major  axis  and  the  direction  of  the  stream  at  infinity,  is  the 
angle  that  the  resultant  pressure  makes  with  the  major  axis,  and  d  is  the  distance  from  the 
centre  of  the  ellipse  of  the  point  where  the  resultant  pressure  cuts  the  major  axis,  divided 
by  the  semi-major  axis  itself. 


al 

at 

h 

a 

b 

e 

a 

P 

d 

150 

150 

0-0147 

—  0-0161 

2.044 

1-623 

o-6 10 

13° 

180 

0-486 

15  0 

45° 

0-0232 

—  0.0055 

2-253 

1.550 

0-725 

21  0 

33° 

0-317 

15° 

90  0 

0-0443 

—  0,0029 

2.293 

1.403  1 

0-791 

25  0 

43° 

0-250 

It  is  clear  that  we  can  now  claim  to  be  able  to  solve  any  problem  of  discontinuous  motion 

in  two  dimensions  with  one  curved  barrier. 
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Methode  expcrimenUile  pour  l,i  resolution  des 
equations  du  mouvement  des  tluuies 

M  I>a  ,  K,  it  .1  h  n  ,  \  .»  *'  •• 

( I'lnnehr  WM1I- 

,  Si  1,,  founiir-  ,,a,  la  .1-  ~  I'.  »-,«•  *  *«*, 

7  .  t„  mmmine.U  -I  mi  »im  !■  f-w  ;  a-  <  ■*  •*  ./  !  mu.  I  apphcatioa 

tout  problem*  conu'.im  technique.*,  p*‘‘  ->  '  *  < '*lV  u’  i!*  imt  1‘  untom  d'aul«*s 

tic  CCS  moyt-Uh  sm\  1'*°  *  *•  '  ,  ,lsil„,s  SiVu  deni,  ns  •  p...im  Udir.n.-  »•)  mvesdte  tou- 

*  w.  .-«■  . . . . . :  - . .  ■•••'  . . .  *  - 

J-i'K  a«un»»»U.il  a  .!•■»  I'""'  1"'*“™'  - .  ''  '  "  «  >” 

S  rn  sVxousv  a  cette  objectum  de<  p>u>.e«u.  1-  '  ’  ■>"'  '  :!'i  •  »«’  **»  W 

consequent,  o..  •  ^  ^  p.r  *  n  -  m  ; •  »»  •  - 

mLmnaitre le  mums  .!»  «mmde  l  ut.i.n  >  !**  ■  '"l***-.  *«■  |«« 

s  \  •  ...  .littiisii »|t  ,!vs  i4»-»  ...*nv>;b  ■  i  «a*i  i-  ■,)  ,  i!  «••.!  ilmnlfc 

tZJZ  espmmentuhs  m 

. . .  M.u  i-. ..  . . . ••  •  ;  •• . . . . 

4  imposcr  a  ta  mciiil.uute  nVst  pa-  >anr.  pte-vut.  »  l»  •’  w  *.  -  •  ■ 

CJn  iK*ut  aussi  rmm.it,  comm.-  i»m.  la.*  U 1  1  '  *“ l’* 

nitum,  plusieu.'s  d  r.srh1v.lilH,,l,l(.t.  J«... 

du  ta  aimplicitc  t!u  taomlc,  dr  u-cnm..  a  m»  .  !  '* 

l'iutcrU-ur  .l’u«  niilivu  cou-UkIcu.  lami-K-*"  t!  ‘  “*  . . •  "  4'  "  " 

limited  out  Hk  churns  de  inauicii*  .»  t.ai.  |*  *»  *«»  r"'M'  '■  '*  1  "  ' ;  ’f '  4 

matuxk*  eu  «oi  u*a  «ie».  duunl.l,  U-.  rtmu^nr,  ^  !  •  ■'  i  11  >‘1’ 

champs  autuur  dc  cunUucteura  a  ln.nl.'  ^ 7  ’'l‘'s'7  "  H!"'“ 

en  pent  lira-  dans  k-s  qui'-ti.«i-  n-h.tnr,  .m-  i 

J 'utilise  a  a-t  Hint  urn*  .'me  »J«k  if  a  k.m'  ‘-...v  ,  v‘iV,  .  ■  ,v.  ,  • 

solution  dilute  de  sultatr  de  emu.'  1-e  3^‘d  4>  «  1 

vcheant  assurer  tme  di-t«il.nt...u  .d...4nu.em  ..ludoP"  --4.  ',*u 

un  fond  mcudliqui-  putuvu  dune  Mjk  n-nn,ir  '  t,  -r,,  --- 4 

dc  la  icsistauce  de  lelmmhio,  .1  >  a  d-ma  iv  u  ;  ...n  ..  .  *',u* 

la  polarisation  de  la  iK*mu-  ef.plM.4Unv  lVut|d..*.  . 

•.  iiont  ta  fr4qtm*oi  cut  i^kScu  tk  immai  t>  ^  ^  u  **'  *  7 

,\  sibilitC*.  La  figure  i  en  .ndiq.tr  k-  ,  d  ho  •  '  '■ 

i  et  du  punt  el  la  mi**  a  la  imv  d  m<«  l«u.se  4u  ,r.. ,  .  *•  ^  !■'*  :‘Vi! '  ’* 

"bruits  parasites  el  d'obtenii  dan-  ton!*-  !  Vinsd.o  4»-  U  « •  ■ , .  ^  ■  ■  *»<••  '*■  o  *  .  -  '  ',a‘ 

3.  Pour  la  Uneven*  d»*  fV*»poMti<4*,  K  »v.«%rn'.  v  -S'"  ,,k'  _  •  "  • 

le  potentiel  des  viltw-es  el  la  tww’tiiai  <1**  -'it.  n.o.n.vf.roi  *".a  <„< ,  j  •!*  ‘I  - 

,  ct  la  function  du  ctmra.it  eleetriquev 

_  4.  Envisageons  tout  dabu.d  k  inuuunnaii  jou  .?«  'i  4  >"  1KHUU 

ment  peut  se  dktmqKiser : 

aj  «i  un  mouvement  JicutilunetH  m4s*I  .  j-ws  4 . .  ■  r/-  * '  ■<’<  ■ 

-  -  b)  un  un  monument  geueul  4t.  aeo.  ..  -*>■.  * •  ■  i  'j-1'  -  “ 

tourbillon  central  unique  place  en  cr  point . 

c)  en  un  mmivement  4e  oichLiUmh  .oH-.m  4*'.  -oti- 
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La  realisation  elect  rique  <lu  premier  probleme  est  dcs  plus  simples.  On  dispose  dans  la 
cuve  des  aubes  en  matiere  isolante  (ebonite  par  excmple)  de  dimensions  assez  petites  par  rapport 
au  rayon  de  la  cuve  pour  que  le  bord  circulaire  de  celle-ci  puisse  constituer,  sans  erreur  appre¬ 
ciable,  une  ligne  equipotentielle;  on  relie  1’un  des  poles  a  une  electrode  centrale,  l’autre  au  bord.  Par 
consequent,  on  identilie  <v  a  <t>,  4*  a  W.  La  figure.  (2)  donne,  tracees  en  trait  pointille,  les  courbes 
equipotentielles;  on  v  a  indique  un  certain  nombre  de  lignes  de  courant  comprenant  entre  elles 
des  debits  egaux.  Les  proprietes  gcometriques  bien  connues  de  ces  lignes  et  de  leurs  orthogo- 
nales  facilitent  le  trace  et  permcltent  de  le  completer  dans  les  regions  ou  en  raison  de  la  lente 
variation  du  potentiel,  les  points  releves  sont  rnoins  precis. 

La  solution  experimentale  du  second  probleme  est  facile  aussi,  si  nous  convenons  de 
faire  corrospondre  r  a  <¥  ct  a  O.  En  maintenant  la  meme  distribution  du  courant  que  prece- 
demment  les  lignes  equipotentielles  elect  riques  constituecs  par  le  pourtour  de  la  cuve  ct 
celui  de  1  electrode  centrale  correspondent  ainsi  aux  lignes  de  courant.  du  mouvement;  pour 
que  les  conditions  autour  des  aubes  soient  aussi  satisfaites,  il  faut  evidemment  que  dans  le 
probleme  electrique,  le  contour  des  aubes  soit  une.  ligne  equipotentielle.  II  suffit  a  cet  effet 
d’emplover  des  aubes  cn  metal.  Lour  resistance,  est  si  faible  comparativement  a  celle  du  hquide 
que  toute  1’aube  se  trouve  bien  au  meme  potentiel.  On  obtient  ainsi  immediatement  les  lignes 
de  courant  (fig.  3).  La  encore,  on  a  trace  leurs  orthogonales  afin  de  verifier  le  reseau  et  de  le 

completer  au  besoin. 

Pour  resoudre  le  probleme  No.  3,  nous  faisons  de  nouveau  corresponds  <p  aW  et  ipa®; 
nous  etnployons  done  des  aubes  metalliques  auxquelles  nous  faisons  arriver  le  courant  de  mamere 
a  constituer  aulant  <le  sources  de  meme  potentiel.  Le  flux  emanant  de  ces  sources  doit  s  ecouler 
en  partie  vers  1’exterieur,  cn  partic  vers  le  centre  et  cela  dans  un  rapport  bien  determine;  1 
faut  par  suite  choisir  convenablement  le  rapport  entre  le  potentiel  du  bold  et  celui  du  centra 
Nous  y  parvenons  en  remarquant  qu’entre  la  circulation  a  la  Peripherie  Vv  celle  au  centre  P2 
et  la  circulation  T  autour  d’une  aube  existe  la  relation 

r,  —  r2  =  n  r,  .  W 

ou  «  designe  le  nombre  d’aubes.  Nous  prenons  tout  d'abord  un  rapport  quelconque  entre  les  deux 
potentiels  et  relevons  quelques  lignes  equipotentielles  (qui  correspondent  ici  aux  lignes  de  courant 
du  fluide)  ce  qui  permet  de  calculer  les  circulations  rl;  T2  et  T.  Nous  modifions  au  besoin 
le  rapport  admis,  jusqua  ce.  que  la  condition  (r)  soit  remplie.  Ces  tatonnements  conduisent 
plus  rapidement  au  but  qu’on  pourrait  le  penser  a  premiere  vue,  car  certames  parties  des  courbe, 
se  deplacent  fort  peu,  ce  qui  evite  la  repetition  complete  de  tout  le  calcul.  C  est  ainsi  quorn 

ete  obtenues  les  courbes  de  la  figure  (4). 

La  figure  (5)  indique  a  gauche  le  resultat  de  l’addition  des  reseaux  No.  x  et  2  dans 
un  cas  concret.  Pour  determiner  avec  precision  les  points  de  vitesse  nulle  (Staupunkte)  sur  le 
contour,  it  est  necessaire  de  tracer  la  courbe  des  vitesses  ^  et  w2  le  long  du  contour  es 
points  ou  ces  vitesses  sont  egales  et  de  signes  contraires  sont  les  points  cherches.  La  partie  e 
droite  de  la  figure  represente  le  resultat  de  l’addition  des  trois  reseaux  1,  2,  3  lorsquon  choisit 
la  circulation  V  de  maniere  a  ramener  le  point  de  vitesse  zero  a  l’extremite  arnere  du  profil. 

3.  Considerons  maintenant  le  cas  des  roues  de  turbomachines.  Les  problemes  No.  1  et  3 
subsistent  sans  modification,  par  contre  les  solutions  du  probleme  No.  2  ne  sont ^phrs  app  1- 
cables  ici  en  raison  de  la  rotation  de  la  roue;  en  effet,  la  function  de  courant  4,  du  fluide  ne 
repond  plus  a  lequation  de  Laplace: 

A  41  =  o  . 
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mais  bien  a  l'equation 

A*!j  .  .  (3) 

n  •,  ,  ..st  mil  au  double  de  la  ll  "u,‘‘ 

ex,*ri, «».*>»<  la  . .  . . . . -  'I-  . ■< '  ** . .  *  '■ 


dans  laqucltc  p  de.sigue  la  *!'tm  ',,u' 

qui  sat  is  fait  a  legation 

A*.  «». 

«••=  s’annule  a  I’infini  el  qui  {»«*nd  If  •«« 


•a  tun*  fond  ion 


I  !r  .  .d* '»  •  d>  'Jin*'.- .  j'.tt  la  relation: 


'hr  ’K 


I,  . . . . .  . . .  ,,m  ""'I"'"'  I,ri" 

*****  I'nr  Mlilr,  '-i  . .  . . H."  -♦•7V7f 

„„  iuil.-lmi  . .  . . .  'I'-'-  . . .  '•  . . . .  I'"'" 

lioniirllMranl  i  P1-  »  .'•vi.t.-nmK-ul  I'M-  I"'  >rtip  .kimriu 

condition  *  rip, . . .  ,-...  -N . .  * . :  '  '  *»-•  -  . 

«lretm,lcs.  um-  iltauw  |»r  don.  !.-■  )»...-■!■*•  1  ™'  1  . . 

H  snflii  *  tcndrc  i  cat  iflrt.  |iaralMc,u.  m  au  1.1  .1-  . . .  k-  . .  .  «»'■ 

potcntiflK  rxtr&M*.  uu  «m«.1  «  rt  *  u*«  . .  »**»  ■  .  *  .v  »l 

auxiliairo.  .lout  m  dclomdno  la  I'.-.m,,,  ■'  '!"  I'"”’  > '■  »  " 

quc  cefte  serif  delectmdes  donne  «n  t-lumf*  4i.*»m»Uidr  *'»-  '’Si'*-  '•  ""  ’ 

champ  theoriqtie,  cela  au~i  mulgre  IVtM  d«^  p.«ioi.  dr  U  .’m--  •»*»  l'”'’’""’ 
mental  alors  qu’il  famlrait  opnet  'l.m  ms  <'h,<mp  hHmm  N  *<•*  «•»■*  ’  ■'»  ’'v’»  |,r  ,r  ‘‘‘‘V 

aube  redilignr  unique  !>'"»  >»»■  ■■••bUMi  t  r?l "  Mwti;  '-r 

r{*8ultats  tlonues  |mr  Lamb  ,.r  *--bt  .  y  "*  ^  i  ■  t  ’’•*  ,r  ’1 ,,n 

dr  section  elliptique  auime  d‘m»  momrrnrm  Uatriitj-n  mi  ■!»  mrtrf^- 

La  figure  7  iromtie  l<*  n-.11lt.4t  !.  •  t .•  ■  yaw, ’"•“«*»  e»  trait 

plain,  les  courbes  «|tcthiilc*»  la  v*hiti««i  anal' ti'i'i*  -  o-! ’  ■  r?*  I'*  *‘u  ,H  t!'"! 

mixte  lorsqu'elh's  eoineident  ;nre  L-  f  •  ■'  •*'1  :lr'!  5 »  n#",!,r 

que  dans  le  votsinage  <h-  1‘aube  1'alluu-  >!<■'■  e-wf.  <•  -  p-nw ■'*  ‘  l|*,s 

courbes  theoriques,  Vm  iVMmciir.  IVflH  du  I..  )  I  t  m.»i>  rw  «•!*• 

rant  avec  des  aubes  <!e  diiiieusinu’- (*>*ine«.it'l'-Hi«  »i  » Seo  >»*'  «-,i?  1  "* 1  •* !  d«*  !,» cuu, 

il  est  toujours  possible  de  mainteiiii  1'*  1  n  »ti  h  •«»)’. i«t  -I*  ■  >  -‘i*  1  ■  d" '•  «-nm eiialv 

Kn  jiresence  de  ee>  resuitiit*.  I’aurt.tbb  .  i'.*>  j-  '*.i  -'tin  '  li  d*s  I'tobbiw  *-=** 
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:  txh  mr  le  jiajiier  Li 


E.  Hahn,  Nancy 


courbes  experimentales  ainsi  obtenues  ei:  correspondant  a  diverses  valeurs  de  t|ir  On  a  trace 
ici  aussi  les  trajectoires  orthogonales,  de  maniere  a  pouvoir  rectifier  au  besoin  les  points  ex- 
perimentaux  incertains.  La  partie  droite  dc  la  meme  figure  donne  le  reseau  des  courbes 


Enfin  la  figure  9  indique  pour  un  cas  concret  le  resultat  de  l’addition  des  reseaux  x  et 
4,  a  gauche,  et  des  reseaux  r,  3  et  4,  a  droite,  lorsqu’on  choisit  l’intensite  du  mouvement  3  de 
maniere  a  ramener  au  bout  exterieur  de  l’aube,  le  point  de  vitesse  zero. 

Bien  quo  les  figures  de  ce  travail  ne  corespondent  a  aucune  application  determinee  — 
elles  out  uniquemeut  pour  but  d’etablir  1  utilite  de  la  methode  proposee  ,  je  signale  en  passan 
l’allure  generate  des  courbes  de  la  figure  9  (a  droite)  qui  est.  interessante.  Malgre  le  mouvement 
de  circulation  autour  de  l’aube  ramenant  le  point  de  vitesse  zero  au  bout  de  celle-ci,  les  ignes 
de  courant  la  contournent  en  rentrant  partidlement  dans  la  roue  et  en  creant  dernere  aube  des 


conditions  eminemment  favorables  a  la  formation  de  tourbillons. 

11  est  naturel  de  se  demander  si  la  methode  ne  pourrait  pas  etre  etendue  au  probleme 
a  trois  dimensions.  La  reponse  est  certaine.nent  affirmative  en  ce  qui  concerne  le  premier 
probleme  envisage  ici;  pour  les  problemes  2  et  3  les  conditions  expenmentales  deviendront  assez 
delicates ;  en  ce  qui  concerne  l’equivalent  dans  l’espace  du  probleme  4,  une  etude  complementaire 


est  necessaire  avant  qu'on  puisse  se  prononcer. 
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cut  from  an  Aluminium  crystal  Similar  disc  similarly  marked,  photographed  Disc  cut  from  Iron  crystal  originally 
marked  in  squares  ready  after  compression.  marked  m  squares,  appearance 

r  1  after  compression, 

for  compression.  1 
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Photographs  of  model  to  represent  slipping  in  iron  crystals. 


Fig.  ii. 

Slip  lines  on  face  of  iron  crystal  cut 
parallel  to  direction  of  slip. 
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Fig.  12. 

Slip  lines  on  face  of  iron  crystal  cut 
at  53°  to  direction  of  slip. 


Fig.  13. 

Slip  lines  on  face  of  iron  crystal  cut 
at  370  to  direction  of  slip. 


G.  I.  Taylor,  Cambridge  (England) 
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R.  SODERBERG: 
Eig.  io. 
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Pi. ATE  VIII 


Tafel  VIII 


Pi.  AN  CHE  VIII 


Abb.  4. 


Abb.  5. 


H.  Rlenk, Berlin- Ad lersiiof 
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Plate  XII 


Tafel  XII 


Plan che  XII 


Mosdime  fur  wiederholl'e  Betasfungen 


PRO B ST :  Abb.  3,  50  t-Priifmaschme. 


JnsHtul'  fur  Beton 
and  Bsenbeton 
T.H  Karlsruhe 


Hbufig  wiederholfe  DrucKbeanspruchur^en 

auf  Beton 


19* 


PROBST:  Abb.  1.  10  t-Priifmaschine. 
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NAdai,  GOttin 


ROB:  Abb.  1 1.  Knickversuch  mit  INF  32 
Schneidenentfernung  3.20  m 

Schlankheilsgrad  y  120;  Eszentmitatsmass  111  o 


Fig.  10. 


S.  Tim 


.ioshenko,  East  Pittsburgh  (Pennsylvania  U.  S.  A.) 


Pi, ate  XXIV 


Tafel  XXIV 


Peanche  XXIV 


Abb.  io. 


Abb.  31. 


F.  PrAsil,  Zurich 
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H,  B  it  n  a  r  i) ,  Par  i  s 


Plate  XXVIII 


Tafei,  XXVIII 


Plan che  XXVIII 


Fuji  w  h  a  r  a  ,  Tory  o 


Plate  XXIX 


Plate  XXX 


Tafel  XXX 


Plan che  XXX 


Les  9  photographies  supreme*  repr&entent  de  gauche  4  droite  Involution  de*  ^ 

mince  orthogonal  au  courant,  pour  un  cylindre  circulate  et  pour  un  profil  d  aile  (4o°  Gottingei ). 

Les  2  photographies  infiMeures  reprdsentent  le  sillage  tumultueux  et  le  sillage  a  tourbillons  alternes  pour  le  plan  mince 

normal  au  courant. 


Toussaint  et  Carafoli,  Paris 


Plate  XXXI 


Tafkl  XXXI 


Profit  Loire- G oitrdou-Lesseurre  (Trace  von  Mises) 
Longueur  de  corde:  So  mm 
Incidence  environ:  —■8.3° 

Vitesse  moyenne:  0,30  m/sec. 


I1  I.AM'IIK  XXXI 


Profit  Loire-GourdouG.essettrre  (  luce  v<m  Mises) 
Longueur  de  nude:  Hu  mm 
Incidence  euvitou  :  7,'»t* 

Vitesse  moyenne;  0*50  ops^c, 

Cette  incidence  correspond  d’apies  les  e  ^aL  de  St-Cyr 
a  un  Cz  de  0.7  pom  laquelte  le  pioid  <*si  encore  bien 
contourin'  pm  le  commit. 


Profit  Loire-Gonrdoti-Lesseurre  (Tract*  von  Mises) 
Longueur  de  corde;  80  mm 
Incidence  environ:  —  3 0 
Vitesse  moyenne:  0,85  m/sec. 


Profit  (}  trots  fettles  {Lachm.mn  Handley  Page) 
Longueur  de  coide 1  7^*  mm 
Incidence  environ :  o*> 

Vitesse  moyenne  :  1  moan** 

( ’(‘tie  incidence  etu  respond  a  la  put  tance  mdle.  ll  seuible 
nVxister  aitniu  ciummt  a  tiavms  le ,  feutes. 


Profit  Gottingen  422  (Enveloppe  du  profil  h  trow  fentfs 
Longueur  de  corde;  80  mm 
Incidence  environ:  1*5  0 
Vitesse  moyenne:  o.Sq  m/sce„ 

Cette  incidence  correspond  k  une  portance  moyenne  Cz  -  0,7  d’apres  ( but  ingen  et  la  pataboU*  imluite  est  ators  par&Uele 
a  la  polaire  exp^rimentale.  Le  spectre  nmntre  que  le  courant  contourne  Urn  le  profil. 


T  UUSSAINT  E  T  C  A  1UKIILI,  I  ’  A  K  I  S 


Plate  XXXII 


Tafel  XXXII 


Planche  XXXII 


Profit  Gottingen  422  (Enveloppe  du  profil  a  trois  fentes) 
Longueur  cle  corde :  So  mm 
Incidence  environ:  25° 

Vitesse  moyenne:  0,74  m/sec. 

Cette  incidence  est  bien  au  dela  de  portance  maximum. 
Le  spectre  montre  des  decollaments  importants  et  il  se 
produit  aussi  des  tourbillons  alternes. 


Profit  il  trois  fentes  (Lochmann-Handley-Page) 
Longueur  de  corde:  78  mm 
Incidence  environ :  23,5  0 
Vitesse  moyenne:  0,115  m/sec. 

Cette  incidence  correspond  sensiblement  au  maximum  de 
sustentation:  Cz  -  2, to  d’aprks  Gottingen.  Four  cette 
vitesse  on  observe  bien  le  passage  du  courant  a^  travers 
les  trois  fentes,  malgrS  le  deferlement  d’une  ligne  de 
courant  en  amont. 


Profit  a  trois  fentes  (Lochmann-Handley-Page) 
Longueur  de  corde:  78  mm 
Incidence  environ:  23,5° 

Vitesse  moyenne :  0,98  m/sec. 

Cette  incidence  correspond  sensiblement  au  maximum  de 
sustentation  soit  Cz  =  2,10  d’apres  Gottingen.  Pour  cette 
vitesse  on  observe  bien  le  passage  du  courant  a  travers 
les  trois  fentes ;  le  sillage  en  arriere  est  nettement  inflechi 
et  relativement  mod£r6  sans  tourbillons  alternes  malgre 
la  grande  incidence  du  profil. 


Profit  il  trois  fentes  (Lochmann-Handley-Page) 
Longueur  de  corde:  78  mm 
Incidence  environ:  12  0 
Vitesse  moyenne:  0,91  m/sec. 

Cette  incidence  correspond  a  une  portance  d6ja  elev<§e: 
Cz  ^  1  30  d’apres  Gottingen.  Pour  cette  vitesse  on  observe 
bien  le1  passage  du  courant  a  travers  les  trois  fentes.  On 
observe  aussi  que  les  lignes  de  courant  qui  pSnetrent  dans 
les  fentes  suivent  p r£ f£ rabl e m eut  l’extrados  de  1  element 
qui  suit. 


Profit  it  trois  fentes  (Lachmann-Handley-Page) 
Longueur  de  corde:  78  mm 
Incidence  environ  :  1 2  0 
Vitesse  moyenne :  0,27  m/sec. 

Cette  incidence  correspond  a  une  portance  d6ja  Glev6e.  Cz  -  1,3° 
d’apres  Gottingen.  Four  cette  vitesse  on  observe  bien  le  passage 
du  courant  h  travers  les  deux  premieres  fentes  et  1’on  devine 
qu’il  passe  moderement  h.  travers  la  troisieme.  On  observe  aussi 
que  les  lignes  de  courant  qui  penetrent  dans  les  fentes  suivent 
prGfGrablement  l’extrados  de  l’element  qui  suit. 


Toussaint  et  Carafoli,  Paris 


Veroffentlidiungen  der  Schweizer.  Mathematischen  Gesellsdiaft 

BAND  II 

ANDREAS  SPEISER 

Prof,  an  der  Universitat  Zurich 

KLASSISCHE  STOCKE 
DER  MATHEMATIK 

168  Seiten,  gr.  8°,  16  Figuren,  eine  Tafel 
Geheftet  Fr.  9.~  Ganzleinen  Fr.  12.~ 

Die  Auswahl,  die  Herr  Speiser  getroffen  hat,  birgt  bei  mafeigem  Umfange  einen  erstaunlidi  reichen 
Inhalt.  Es  1st  eine  Wanderung  durdi  die  ganze  Geistesgesdiidite  von  Ardiytas  bis  Einstein,  bei  der 
wir  neben  den  grofeen  Mathematikem  so  erlauditen  Namen  wie  Platon  und  Aristoteles,  Dante,  Lionar  o 
und  Goethe  begegnen.  (Jahresbericht  d.  deutscfi.  Mathematiker tVereimgung). 

Da&  sich  der  Mathematiker  reich  belohnt  findet,  wenn  er  sidi  unter  dem  Eindrudc  des  Gem^ens 
dieser  alten  Stadce  in  die  Ansdiauungen  frflherer  Jahrhunderte  versenken  kann,  ist  selbstverstandkdi . .  • 
ErhOht  wird  der  Genufe  der  Lekture  dieses  Buches  durdi  die  ausgezeidinete  Ausstattung,  die  ihm  der 

altbekannte  Verlag  gegeben  hat.  Darum  verdient  es  wftrmste  Empfehlung.  .  . 

(Zentmtzeitung  fur  Opttk  und  Mech&ntk }  Berlin.) 

BAUD  111 

RUDOLF  FUETER 

Prof,  an  der  Universitat  Zflrich 

DAS  MATHEMATISCHE 
WERKZEUG  DES  CHEMIKERS 
BIOLOGEN  UND  STATISTIKERS 

Vorlesungen  iiber  die  hoheren  mathematischen  Grundbegriffe 
in  Verbindung  mit  ihren  Anwendungen 
268  Seiten,  gr.  8°,  144  Figuren 
Geheftet  Fr.  15.~  Ganzleinen  Fr.  18.~ 

Das  Budi  erreicht  seinen  Zwedc  vollkommen,  ist  infolge  der  klaren  Darstellung  leidit  lesbar.und  die 
zahlreidien  eingefagten  Beispiele  sind  so  ge.ahlt,  da6  ihnen  der 

brin8ouvrage  qui  ne  manquera  pas  de  rendre  de  grands  services  a  tous  ceux  qui  ont  besoin  de 

ORELL  EUSSLI  VERLAG  /  ZURICH  UND  LEIPZIG 


Veroffentlichungen  der  Schweizer.  Mathematischen  Gesellschaft 

Publications  do  la  Soci6t6  Mathdmatique  Suisse 


BAND  VI 

LEONARD  EUGENE  DICKSON 

PROFESSOR  AN  DER  UNIVERSITAT  CHICAGO 


ALGEBREN 
UND  I H RE 
ZAHLENTHEORIE 


MIT  EINEM  KAPITEL  UBER 


IDEALTHEORIE 

von  ANDREAS  SPE1SER 

Professor  an  der  Universit&t  Zurich 

Zweile  umgearbeifete  und  wesentlich  erweilerfe  Auflaqe  der  oruenkaniuhon  Amgabe 
300  Seifert,  gr.  8°.  Geheftef  Fr.  18,  ,  M.  14.40,  Ganzleinwand  Ir.  22.  ,  M.  17.60 

I  N  HALT: 

I.  Korper,  Polynome.  Matrizen  /  II.  finfiihrung  in  die  Akjebren  III.  Divhions- 
algebren  /  IV.  Linearsysfeme  von  Grbjten  einer  Algebra  V.  Invariant® 
Teilalgebren,  Direkle  Summe,  Reduzibilitiii,  Differenzeualgebra  ,  VI.  Nilpoterile 
und  halbeinfache  Algebren ;  idempolenie  Grd^en  /  VII.  Struklur  der  Algebren  / 
VIII.  Algebraische  Zahlen  /  IX.  Zahlentbeorie  der  verallgemeinerfen  Qjutifer- 
nionenalgebren  /  X.  Allgemeine  Zahlentbeorie  der  Algebren  /  XI.  Korper, 
Quasi-Korper,  Polynome  in  Unbeslimnifen  /  XII.  Lrgdo/ungen  iiber  Algebren  / 
XIII.  Ideallheorie  in  rationalen  Algebren 


a  l  i 


C  K  R.  EVANS 

M.A.,  King’s  College,  Cambridge 


DIE  KORROSION 
DER  METALLE 

Deutsche  Bearbeitung  von  Dr.  ing.  Emil  Honegger, 

Privat=Dozent  an  der  Eidg.  Techn.  Hochsdiule  Zurich 

269  Seiten,  gr.  8°,  22  Figuren  und  eine  Tafel 
Geheftet  Fr.  18.~  Leinwandband  Fr.  21 


INHALT: 

Geschichtlicher  Uberblick  /  Direkte  chemische  Verbindung  von  Metallen  mit 
Metalloiden  /  Qbergang  vom  metallischen  in  den  ionisierten  Zustand  / 
Anodische  Korrosion  durdi  aufgepragten,  aubern  Strom  /  Mit  Wasserstoff» 
entwidclung  verbundene  Korrossion  /  Die  Anwesenheit  gelosten  Sauerstoffs 
voraussetzende  Korrosion  /  Einflufi  von  oxydierenden  Stoffen  auf  Metalle  / 
Korrosion  von  Kupfer  und  Kupfer*Legierungen  /  Korrodieren  und  Anlaufen  in 
feuchter,  unreiner  Atmosphare  /  Die  Korrosionsgesdiwindigkeit  beeinflussende 
Umstande  /  Korrosionssdiutz  /  Korrosionsfeste  Materialien  /  Anhang:  Zu» 
sammenfassende  Wiedergabe  des  Verhaltens  der  einzelnen  Metalle  gegeniiber 
korrodierenden  Stoffen  /  Autorenverzeichnis  /  Sadrverzeichnis. 


Mehr  und  angcnehmer  als  in  dicscm  Buch  kann  man  fiber  das  Gesamtgebiet  der  Korrosion  nirgends 
lernen  Naturwiswnschaften.) 

Die  abschliefeende  Arbeit  dieser  Forsdiungen  1st  das  vor  anderthalb  Jahren  ersdiienene  Budi 
von  U.  R.  Evans,  um  dessen  rasche  Qbersetzung  sidi  Dr.  Emil  Honegger  verdient  gemadit  hat. 

(Tedinik  und  Industrie.) 

Ausstattung,  Drudc  und  Abbildungen  des  Buches  sind  gut.  Das  vorliegendeWerk  kann  zur  Anscfaaffung 
ffir  alle  in  Frage  kommenden  Kreise  empfohlen  werden.  (Der  Gesundheits-Ingenieur,  Munchen.) 
Im  Ganzen  aber  ist  das  Buch  eine  ausgezeidinete  und  sehr  vollstfindige  Darstellung  des  Korrosions. 
problems.  Der  Stil  ist  klar  und  flfissig,  und  das  Werk  liest  sidi  mit  Genuh.  Es  bietet  eine  Ffille 
einwandfreien  Tatsadienmaterials  und  zahlreiche  Anregungen  und  ist  daher  sehr  zur  Anschaffung  zu 
empfehlen.  (Metdl'WMaft,  Berlin.) 
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Die  Bilderspraehe,  sei  es  in  kunstvoller  Zcicimung  oder  freudigy* 
Farbigkeit,  wirkt  lockend  auf  das  mensdhliehe  Gemiii  und  halt  unsere 
Sinne  wohlig  urafangen. 


Das  gedruckte  Wort,  in  sinnvoller,  weiser  Fiigung,  priigt  sick  dauernd 
fest  in  unser  Geda.dh.tnis  und  inehrt  unbewuHt  das  Kapital  unseres 
Wissens. 


Daher  ist  es  Pflidht,  jede  Drudksache  dean  Dauerwert  ilirer  Bedeulung 
entspredhend  mit  der  exakten  Elle  bester  Faehkennlnis  zu  nicssen  und 
zu  werten. 


Dieser  Erkenntnis  folgcnd  tragen  (die  Arbeiten,  die  aus  unserer  Offizin 
hervorgelien,  das  Signum  der  Qualitat.  Graphik  ist  Kunstgewerbe ! 
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Die  Kiinstler,  die  Reklamefadhieute,  die  Werbe-Sckriftsteller,  die*  Re- 
produktionstedmiker,  die  Reisevertreter  unseres  Hawses  Risen  jede 
Aufgabe  yollkoinmen. 


Darum  wendet  sich  der  Kaufmann,  der  Reklame-  und  l  )rucksacken- 
verbraucker  an  die  Grofidruckerei.  Sie  ist  die  Borse  des  graphisdhen 
Wissens  und  Konnens. 
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